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INTRODUCTION. 


Ce  second  Volume  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  la 
Sorbonne  pendant  ces  deux  dernières  années.  Il  est  princi 
paiement  consacré  aux  fonctions  harmoniques  et  aux  fonc- 
tions analytiques.  Sans  négliger  le  point  de  vue  de  Caucliy 
dans  la  théorie  de  ces  dernières  fonctions,  je  me  suis  surtout 
attaché  à  une  étude  approfondie  des  fonctions  harmoniques, 
c'est-à-dire  de  l'équation  de  Laplace  ;  une  grande  partie  de 
ce  Volume  est  consacrée  à  cette  équation  célèbre,  dont  dé- 
pend toute  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  Je  me  suis 
arrêté  longuement  sur  le  principe  de  Dirichlet,  qui  joue  un 
si  grand  rôle  dans  les  travaux  de  Riemann,  et  qui  est  aussi 
important  pour  la  Physique  mathématique  que  pour  l'Ana- 
lyse. 

Parmi  les  fonctions  particulières  que  j'étudie,  je  signa- 
lerai les  fonctions  algébriques  et  les  intégrales  abéliennes. 
Un  Chapitre  traite  des  surfaces  de  Riemann,  dont  l'étude  a 
été  laissée  un  peu  trop  de  côté  en  France  ;  on  peut,  par  une 
représentation  géométrique  convenable,  rendre  intuitifs  les 
principaux  résultats  de  cette  théorie.  Cette  vue  claire  de  la 
surface  de  Riemann  une  fois  obtenue,  toutes  les  applications 
se  déroulent  avec  la  même  facilité  que  dans  la  théorie  clas- 
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sique  de  Cauchy  relative  au  plan  simple.  Mais  il  importe  de 
juger  à  sa  véritable  valeur  la  belle  conception  de  Riemann. 
Ce  serait  une  vue  incomplète  que  de  la  regarder  seulement 
comme  une  méthode  simplificative  pour  présenter  la  théorie 
des  fonctions  algébriques.  Si  importante  que  soit  la  simpli- 
fication apportée  dans  cette  étude  par  la  considération  de 
la  surface  à  plusieurs  feuillets,  ce  n'est  pas  là  ce  qui  fait  le 
grand  intérêt  des  idées  de  Riemann.  Le  point  essentiel  de 
sa  théorie  est  dans  la  conception  a  priori  de  la  surface  con- 
nexe formée  d'un  nombre  limité  de  feuillets  plans,  et  dans  le 
fait  qu'à  une  telle  surface  conçue  dans  toute  sa  généralité 
correspond  une  classe  de  courbes  algébriques.  Nous  n'avons 
donc  pas  voulu  mutiler  la  pensée  profonde  de  Riemann,  et 
nous  avons  consacré  un  Chapitre  à  la  question  difficile  et 
capitale  de  l'existence  des  fonctions  analytiques  sur  une 
surface  de  Riemann  arbitrairement  donnée;  le  problème 
même  est  susceptible  de  se  généraliser  si  l'on  prend  une 
surface  fermée  arbitraire  dans  l'espace  et  qu'on  considère 
l'équation  de  Beltrami  qui  lui  correspond. 

J'avais  annoncé  dans  le  premier  Volume  que  je  comptais 
m'occuper  surtout  dans  ce  Traité  de  la  théorie  des  équations 
différentielles.  On  trouvera  ici  un  seul  Chapitre  consacré  à 
cette  théorie  telle  qu'on  l'entend  ordinairement  dans  les 
Ouvrages  classiques.  Je  pourrais  prétexter  que  l'équation 
de  Laplace  est  une  équation  différentielle;  j'aime  mieux 
avouer  que  mon  plan  s'est  un  peu  élargi.  Je  m'occuperai 
particulièrement,  dans  le  Tome  III,  de  l'étude  des  équations 
différentielles,  mais  je  n'oserais  pas  affirmer  cependant  que 
je  n'aurai  pas  encore  plusieurs  parenthèses  à  ouvrir. 

M.  Simart  m'a  continué  son  précieux  concours.   Je  lui 
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dois  plus  encore  pour  ce  second  Volume  que  pour  le  pre- 
mier; je  lui  adresse  mes  affectueux  remerciements  pour  les 
conseils  qu'il  m'a  donnés  en  relisant  mon  manuscrit  et  pour 
la  peine  qu'il  a  prise  à  la  correction  des  épreuves. 

ÉM.  PICARD. 

Paris,  le  19  mars  1893. 
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ERRATA   DU   TOME    II 


Page  iio.  Substituer  aux  lignes  2,  3,  4,  5  : 

Désignons  par  a  et   cp    les   angles   que  l'élément  ds  fait  respectivement 
avec  l'axe  des  x  et  la  direction  z'  z;  on  trouve  de  suite  les  relations 

dr  dr 

dz^zds.e"',         -T-  =  coscp,         —  — —  =sincç, 


et  l'on  en  déduit. . . . 


ds  dn 

z'  —  /-eC--?)', 


Page  ii5.  Il  faut,  dans  l'expression  de  A^  et  dans  l'égalité  qui   suit,  supprimer 
le  facteur  1.2...  m. 

Page  117.  Dans  la  sixième  ligne  avant  le  §  11,  au  lieu  de  fonction  liolomorplic. 
lisez  fonction  uniforme. 

Page  294.  A  la  dixième  ligne  avant  la  fin  de  la  page,  il  faut  lire  : 

Nous  supposons  la  première  subdivision  poussée  assez  loin  pour  que 
^a+i  —  -^a  <  5        et        (  x^^^  —  xJM<  S. 
On  aura  par  suite,  5  et  Tk  se  correspondant  d'après  les  notations  du  §  1,. .  . 

Page  3io.  Dans  la  note,  au  lieu  de  F(a),  lisez  ¥{d). 

Page  352,  ligne  7,  au  lieu  de  ordonnée,  lisez  abscisse. 
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CHAPITRE  I. 


FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE.  -  PROBLÈMES 
FONDAMENTAUX  RELATIFS  A  L'ÉQUATION  DE  LAPLACE 
DANS  LE  PLAN. 


I.  —  Définition  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 
Dérivée.  Intégrale.  Fonction  harmonique. 

1.  Désignons  par  u  et  v  deux  fonctions  réelles  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  des  deux  variables 
réelles  x  etj^j  et  formons  la  combinaison 

OÙ  i  représente  le  symbole  ordinaire  des  imaginaires.  Cette  com- 
binaison peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  la  variable 

complexe 

X  -H  iy, 

ce  qui  revient  simplement  à  dire  qu'à  un  système  de  valeurs  de 
X  ç.\.  y  correspondent  une  valeur  de  ?/ +  iV,  et  par  suite  des  va- 
leurs de  II  et  V.  Il  est  clair  que  la  considération  d'une  telle  fonc- 
tion de  a?  +  iy  ne  peut  présenter  aucun  intérêt  particulier  :  il  n'y 
P.  —  II.  I 
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a  là  qu'une  question  de  mots,  et  la  liaison  par  le  symbole  i  de 
deux  fonctions  quelconques  u  et  v  est  absolument  inutile.  Maison 
peut  ne  pas  laisser  complètement  arbitraires  les  fonctions  u  et  t», 
et  chercher  si  cette  fonction  de  ^  -|-  iy  ne  pourrait  avoir  des  ca- 
ractères qui  la  rapprocheraient  d'une  fonction  d'une  variable 
réelle.  C'est  ce  qu'a  fait  Cauchj,  en  cherchant  les  conditions 
pour  que  cette  fonction  ait  une  dérivée  unique. 
Quand  la  variable  x  +  iy  reçoit  un  accroissement 

dx  -r-  i  dy, 

la  fonction  u  +  iv  éprouve  un  accroissement  du  -h  idv.  La  limite 

du  rapport 

du    j  du    j  ./  dç    ,  ài>    j 

,  .  ,  ^—  dx  -. dy  -+-  i{  —-  dx  -\-  —  dy 

du -\-  idv        dx  dy  \dx  dy 


dx  -f-  idy  dx  -h  idy 

quand    dx-yidy  tend  vers    zéro,    sera,   en   désignant  par  [j.   la 

limite  de  -r-  ■> 
dx 


(0 


du        du  .     dv         àv 

^ — v~  l^-^  ^\  "; ^  — 

dx        dy  \  dx        dy 


elle  dépendra  de  \k.  La  fonction  u  +  iv  àe  x  -y-  iy  a  donc  pour 
chaque  valeur  de  la  variable  une  infinité  de  dérivées,  dépendant 
de  la  manière  dont  dx  -f-  idy  tend  vers  zéro. 

Cherchons  à  quelle   condition  cette  dérivée    sera  unique.   Le 
rapport  (i)  ne  devra  pas  dépendre  de  [x;  par  suite,  on  a 

du        .dv        du        .  àv 
dx         dx  _  dy         dy 


ce  qui  exige 

(S) 


Si  M  et  ^^  satisfont  à  ces  deux  identités,  la  fonction  u  +  iv  a,  en 
chaque  point,  une  dérivée  unique.  On  dit  qu'elle  représente  une 
fonction  analytique  àe  x  -\-  iy. 


du 
dx 

àv 
dy' 

du 
dy- 

dv 
dx 

FONCTIONS  D  UNE  VARIABLE  COMPLEXE.  O 

2.  Rappelons  d'abord  que  nous  avons  déjà  rencontré  ces  deux 
éc|uations  dans  un  important  problème  de  Géométrie  (t.  I,  p.  429). 
En  cherchant  à  déterminer  u  et  v  par  la  condition  que 

diû-  -^  dv'^=l{  cW'  -(-  dy"- ), 

\  ne  dépendant  pas  des  différentielles  et  étant  seulement  fonction 
de  X  ely,  nous  avons  obtenu  le  système  S  et  celui  qui  s'en  déduit 
par  le  changement  de  ç  en  —  p.  Ce  résultat  pouvait  immédiate- 
ment s'obtenir  en  écrivant  l'identité  précédente  sous  la  forme 

(du  -h  i  dv)  (du  —  i  dv)  =^'k{dx  -\-  i  dy)  {dx  —  idy)] 

les  deux  facteurs  du  premier  membre  étant  des  formes  linéaires 
en  dx  et  dy,  on  doit  nécessairement  avoir 

du  -t-  i  dv  .       du  —  i  dv 

soit        -; ^-,-     =    [JL,  soit        —, r-r-    =  V, 

dx  -+-  i  dy  dx  -+-  i  dy 

\x  et  V  ne  dépendant  que  de  x  et  >-;  c'est-à-dire  cjue  u+  iv  ou 
u  —  iv  est  une  fonction  analytique  de  ^  +  iy . 

Voici  encore,  relativement  au  système  S,  une  remarque  aussi 
simple  qu'importante.  Soient  u  +  iv  et  ?^'H-iV'deux  fonctions 
analytiques  de  x-^iy.  Oa  pourra  regarder  u' -{- iv'  comme  une 
fonction  de  m+  iv;  je  dis  que  cette  fonction  sera  une  fonction 
analytique.  On  a  en  effet 

du  -+-  i  dv  du'  -\-  i  dv'  , 

dx  ^  i  dy  dx  -f-  i  dy  ' 

[j.  et  \}J  ne  dépendant  que  de  x  et  jk,  ou,  si  l'on  veut,  de  u  et  r. 
On  en  conclut 

du'  ^  idv'  _  \i.'  ^ 
du  -+-  i  dv         [X  ' 

le  second  membre  ne  dépend  que  de  u  et  r,  ce  qui  démontre  que 
u' -\-  iv'  est  une  fonction  analytique  de  u  +  iv.  Cette  propriété  du 
système  (S)  est  digne  de  remarc[ue;  on  peut  la  prendre  comme 
point  de  départ  pour  chercher  à  généraliser  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  :  c'est  un  point  sur  lequel  nous 
aurons  à  revenir. 
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3.   Nous  pouvons  poser 

en  désignant  par  z  la  variable  x  +  iy.  Les  fonctions  u  et  v  ad- 
mettant des  dérivées  premièi-es  sont  continues  dans  une  certaine 
étendue;  on  dira  qu'il  en  est  de  même  de  la  fonction  f{z),  et 
l'on  en  conclut  immédiatement  qu'on  pourra  donner  à  la  quantité 
complexe  h  un  module  assez  petit  yj  pour  que  l'on  ait,  quelque 
petite  que  soit  la  quantité  positive  £, 

I /(-_+_  A)  _/(^)l<£,         pour     IA|<-o, 

le  signe  1  1  représentant  maintenant  le  module  de  la  quantité  com- 
plexe. 

Nous  avons  dit  que/(^)  avait  une  dérivée  unique.  En  la  dési- 
gnant ^^T  f  [z),  on  a 

du        .  dv    ■ 
n, ,    -.        du        .  dv        dv  ày 

■^  dx  dx  i 

Passons  à  la  notion  à' intégrale  pour  une  fonction  analytique 
f{z).  On  suppose  que  la  fonction  .f{z)  et  sa  dérivée  f'{z)  soient 
des  fonctions  bien  déterminées  et  continues  pour  tout  point  {x^y) 
situé  dans  une  certaine  région  du  plan  à  contour  simple.  On 
entend  par  l'intégrale  définie 


ff{z)dz, 


prise  le  long  d'une  courbe  G  située  dans  celte  région  et  allant  du 
point  Zq  au  point  Z] ,  l'intégrale  curviligne  prise  suivant  cette 
courbe 

J'  (u-i- iv)  {dx -h  idy), 
c 

c'est-à-dire 

Jf  {u  dx  —  V  dy)  -^  i  j  {v  dx  ^  udy). 

Un  théorème  fondamental  de  Caucliy  est  que  cette  intégrale 
est  indépendante  du  chemin  suivi  pour  aller  de  ^q  en  Z\ . 

La  démonstration  est  immédiate,  si  l'on  se  reporte  aux  propriétés 
fondamentales  des  intégrales  curvilignes  (t.  I,  p.  78).  Les  condi- 
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lions  pour  que  ces  deux  intégrales  soient  indépendantes  du  chemin 
suivi  s'expriment  en  effet  par  les  relations 


du  _        dv 
dy  dx 

d(^        du 

dy        dx 


qui  ne  sont  autre  chose  que  les  équations  du  système  (S). 

4.   Considérons  la  limite  supérieure  Zi  comme  variable,  et  dé- 
signons-la par  z.  L'intégrale 


¥.{z)=£''f{z)dz 

sera  une  fonction  de  z.  C'est  une  fonction  analytique;  écrivons-la 
en  effet  sous  la  forme 

I  {udx^v  dy) -^  i  j  {vdx-\-udy). 

En  désignant  par  P  et  Q  les  deux  intégrales  qui  figurent  dans 
l'expression  précédente,  on  a 


—-  =  u, 
dx 

dx 

T       j  '        *•         dV       d(l    dY>  dQ  ,  '  T  '        T 

Les  deux  équations  -r-  =  — ^j  -^  =—  ^  sont  donc  veriiiees.  La 

^  dx        dy     dy  dx 

dérivée  de  F(z)  est  égale  à 

àV       .dO  ,       .    ,. 

— -  -t-  i  T-  5  c  est-a-dn'e     u  -h  iv, 

dx  dx 

et  nous  avons  par  suite  le  théorème  fondamental,  tout  à  fait  ana- 
logue à  celui  qui  se  présente  dès  le  début  du  Calcul  intégral  pour 
une  fonction  d'une  variable  réelle,  et  qui  est  exprimé  par  l'égalité 

W{z)=f{z). 

5.  Les  diverses  remarques  faites  à  propos  des  intégrales  curvi- 
lignes, dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie,  s'é- 
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tendent  aux  intégrales  d'une  fonction  analytique.  Ainsi  l'intégrale 


dz 


prise  le  long  d'un  chemin  fermé  situé  dans  une  région  du  plan, 
limitée  par  plusieurs  contours,  à  l'intérieur  de  laquelle  la  fonction 
f{z)  est  bien  déterminée  et  continue,  ne  change  pas  de  valeur 
quand  le  contour  se  déforme  sans  traverser  aucun  des  contours 
limites. 

6.   Reprenons  les  équations  du  système  (S) 

du        dv  du  _        dv 

dx        dy  dy  dx 

et  supposons  que,  outre  les  dérivées  du  preznier  ordre,  les  fonctions 
u  et  V  aient  des  dérivées  du  second  ordre  elles-mêmes  continues  (  *  ). 
On  tire  des  deux  équations  précédentes 


d'^u 

dV 

d-u 

dx'^ 

dy  dx  ' 

ày"' 

d~u 
dx^ 

d^u 

dx  dy 
et,  par  sujle, 


et  la  fonction  ç  satisfait  à  la  même  équation. 

Réciproquement,  soit  une  fonction  u{x,y)  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

d^u        d^  u  _ 

On  pourra  déterminer  une  fonction  ç  telle  que  u -}-  w  soit  une 
fonction  analytique  àe  x  -\-  iy.  La  fonction  v  est  donnée  par  l'in- 
tégrale curviligne 

r*""'^'       du   ,  du   , 

'=J  -dj^'^^'^dx'^^ 


(')  Nous  établirons  plus  farrl  que  l'existence  des  dérivées  partielles  de  tout 
ordre  pour  les  fonctions  a  et  v  est  une  conséquence  de  l'existence  des  dérivées 
du  premier  ordre. 
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intégrale  où  la  condition  d'intégraLilité  est  satisfaite,  puisque 
l'équation  (2)  est  supposée  vérifiée.  La  fonction  p  est  déterminée 
à  une  constante  près,  puisque  la  limite  inférieure  (^0,  JKo)  est  ar- 
bitraire. 

Le  résultat  précédent  est  extrêmement  important.  Il  montre 
que  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  complexé  se  ramène  à 

l'étude  de  l'équation 

c)2  u        d^u  _ 

c'est-à-dire  à  l'équation  de  Laplace  pour  le  cas  de  deux  variables. 
Suivant  une  désignation  introduite  parles  géomètres  anglais,  nous 
appellerons  fonction  harmonique  toute  fonction  satisfaisant  à 
l'équation  précédente. 

Dans  les  écrits  de  Cauchy  et  de  la  plupart  de  ses  disciples, 
l'équation  précédente  intervient  peu,  et  l'on  raisonne  sur  la  fonc- 
tion complexe  elle-même  /(-s)  de  la  variable  z.  La  simplicité  et 
l'uniformité  des  raisonnements  font  de  cette  théorie  une  des  plus 
attrayantes  et  des  plus  parfaites  de  l'Analyse  mathématique  (*).  A 
la  suite  d'un  Mémoire  fondamental  de  Riemann  (2),  l'étude  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  a  été  ramenée  de  nouveau  à  sa 
véritable  origine,  à  savoir  l'étude  de  l'équation  de  Laplace  ou  du 
système  (S).  Ce  point  de  vue  est  assurément  plus  philosophique  ; 
il  a  le  grand  avantage  de  laisser  de  côté  tout  symbole,  et  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  complexe  est,  en  définitive,  l'étude 
de  deux  fonctions  associées  u  et  v  de  deux  variables  réelles  x  ely 
satisfaisant  aux  deux  équations 

,ç,,  du         dv  au  dv 

dx        ày  '  dy  dx 

Il  ne  faudrait  cependant  pas  être  exclusif.  Le  symbolisme  a, 
dans  certains  cas,  ses  avantages,  et  bien  des  résultats  extrême- 
ment simples  deviendraient  d'un  énoncé  compliqué  si  l'on  voulait 


(')  Le  Traité  classique  de  Briot  et  Bouquet  sur  les  fonctions  elliptiques,  dont 
la  première  moitié  est  un  exposé  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  est  fait 
systématiquement  à  ce  point  de  vue. 

(=)  Grundlagen  fur  eine  allgeineiiie  Théorie  der  Funclionen  einer  veran- 
derlichen  complexen  Grosse  [OKuvres  complètes) . 
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ne  jamais  introduire  de  quantités  complexes.  Après  avoir  donc 
fait  l'étude  de  l'équation  de  Laplace,  que  nous  allons  tout  d'abord 
entreprendre,   nous  reviendrons  ensuite  à  la  fonction  complexe 

7.  Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'indiquer,  dès  à  présent,  une 
première  généralisation  du  système  (S),  qui  est  due  à  M.  Bel- 
trami  (*).  Considérons  une  surface  S  pour  laquelle  le  carré  de 
l'élément  d'arc  ds  est  exprimé,  à  l'aide  des  variables/)  et  ^,  par 

la  formule 

ds^'  =  E  dp^ -^  iY  dp  dq -^  G  dq^-, 

E,  F,  G  étant  des  fonctions  de  p  el  q  (t.  I,  p.  420).  Soient  u  et  v 
deux  fonctions  de p  e\,  q  telles  que 

du'^-T-  d(^^  =  X(E  dp--^  iF  dp  dq  -^  G  dq^), 

X  ne  dépendant  pas  des  différentielles. 

En  changeant,  s'il  est  nécessaire,  ç  en  —  ç  et  remarquant  que 


E  dp^ -i-iF  dp  dq  -h  G  dq'^ 
F  +  fH 


v/E  dp 


V/Ë 


dq 


\/E  dp 


F  —  m  , 

7= — ^9 

/E 


ou 


on  aura 


H  =  v/EG-  F2, 


du  -h  i  dv  =^  [X 


\/E  dp 


F  +  m   -  -| 


et,  par  suite. 


du       .  dv  /— 


du        .  àv 
dq  dq 


(x- 


iH 


y/Ê 


d'où  l'on  conclut,  en  éliminant  [a, 

l^dq  dq  j  i.'^P  '^P 1 


(')  E.  Beltrami,  Délie  variabili  complesse  sopra  una  superficie  qualunque 
{Annali  cli  Mathematica,  1"  série,  t.  I). 
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ce  qui  revient  à 


„  du 

^F— -H- 
dp            dp 

4" 

dq 

dp            dp 

relations  que  nous  mettrons  sous  la  forme 


(S') 


dv 
àp 

dv_ 
dq 


du 
dp 


du 
dq 


F-2 
^  du 


s/eg- 

àp  dq 

v/ËG  — F2 


Tel  est  le  système  (S')  qu'on  peut  regarder  comme  une  généra- 
lisation du  système  (S),  La  combinaison  u  +  w  peut  être  appelée 
une  fonction  complexe  du  point  (p,  q)  sur  la  surface  S. 

La  fonction  u  satisfait  évidemment  à  l'équation 


d 
dp 


du        p  du 
dq  dp 

y^EG  —  F2 


d 


dp  dq 


v/eg--F2 


Cette  équation  est  sur  la  surface  S  V analogue  de  l'écjuation 
de  Laplace  sur  le  plan.  On  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement 
que  la  fonction  <,>  satisfait  à  la  même  équation. 

Il  existe  une  dépendance  très  simple  entre  deux  fonctions  com- 
plexes u  +  iv  et  u'  -\-  iv'  sur  une  surface  S.  Des  relations 


du  - 
du'  - 


idv  =  |Ji 
i  dv' =  [j.' 


\/E.dp  + 

\/E  dp  -\- 


/E 
F^wH 


= —  dq 


dq 


on  conclut 


du' -\-  idv'  =:  —{ du  H-  idv), 
c'est-à-dire  que  u'-\~  iv'  est  une  fonction  analytique  de  u^iv[^). 


(')  On  consultera  avec  grand  intérêt  sur  ce  sujet  le  volume  de  M.  Klein  inti- 
tulé :  Ueber  Riemann's  Théorie  der  algebraischeii  Functionen  und  ihrer  In- 
tégrale; Leipzig,  1882. 
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II.  —  Formule  fondamentale.  Les  fonctions  harmoniques  sont  ana- 
lytiques. Détermination  unique  des  fonctions  harmoniques  par 
leurs  valeurs  sur  un  contour  fermé. 

8.  La  formule  de  Green  établie  dans  le  cas  de  l'espace  (t.  I, 
p.  i38)  a  son  analogue  dans  le  plan.  Soient  U  et  V  deux  fonc- 
tions continues  de  x  et  y  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  et 
du  second  ordre  à  l'intérieur  d'un  contour  C  ;  formons  l'intégrale 
double,  étendue  à  l'aire  que  limite  cette  courbe, 

J  J  \_dx    àx        ày  dy  j  "^ 

En  se  servant  de  l'identité 


dx    dx        dx  \     ~dx  /  dx- 

on  a  de  suite 


et  pareillement 

et,  par  conséquent, 

'  =X  "  [S '<'' -  !p' H -/>  ^^ -^^ ''■'' 

ou 

I  =  —  Tu  ^  f/s  —  r  Tu  AV  fte  dy, 

la  dérivée  -7—  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure  à 

an  ^ 

la  courbe. 

Cette  formule  nous  sera  très  utile.  La  formule  de  Green  s'ob- 
tiendra en  permutant  U  et  V  dans  le  second  membre,  ce  qui  ne 
change  pas  le  premier.  On  en  conclut 
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En  particulier,  si  l'on  fait  U  ;=  i ,  on  aura 
(3,  J^§^cl.^JJ^y,.dy  =  o. 

Une  remarque  est  ici  nécessaire,  relativement  a  la  dérivée  -j- 

prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure.  Et,  d'abord,  comment 
définir  d'une  manière  générale  la  normale  intérieure?  Nous  avons 
défini  (t.  1,  p.  '^8)  le  sens  positif  snv  un  contour  C,  en  nous  ser- 
vant d'une  petite  circonférence  (y)  décrite  dans  le  sens  de  Ox 
vers  Oy  par  rapport  à  son  centre  P.  Cette  circonférence  (y), 
transportée  dans  le  voisinage  et  à  V intérieur  du  contour  C,  de 
manière  à  être  tangente  en  un  point  A  du  contour,  fixe  sur  celui-ci 
la  direction  de  la  normale  intérieure,  qui  est  celle  qui  va  du 
point  A  au  point  P. 

Cette  direction  fait  un  angle  -\ avec  la  direction  positive  de 

la  tangente,  mais  elle  est  absolument  déterminée,  quel  que  soit  la 
disposition  des  axes  Oic,  Oy.  11  en  est  de  même  des  cosinus  des 
angles  que  la  normale  intérieure  fait  avec  les  axes  de  coordonnées, 
de  telle  sorte  que  la  dérivée 

clY       d\        ,/^N.       d\         /-x^ 
—r-  =  -T—  cos(x.n)  -+-  —-  cos(  y.n), 
dn        dx         ^  fj         ^-J       '^ 

prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure,  a  bien,  comme  on 
devait  s'y  attendre,  une  signification  déterminée  indépendante  du 
sens  qui  se  trouvera  être  le  sens  positif  sur  le  contour. 

Ceci  posé,  revenons  aux  intégrales  de  la  forme  /  \i  -r-cls.  Dans 

une  pareille  intégrale,  on  considère  ds  comme  un  élément  essen- 
tiellement positif;  elle  est  complètement  déterminée  par  ce  fait 

C|ue  -y-   est  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure,   et,   dès 

lors,  il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  du  sens  dans  lequel  on  effectue 
l'intégration  sur  le  contour. 

9.  Indiquons,  comme  applications  de  la  relation  (3),  quelques 
problèmes  de  Physique  mathématique  où  intervient  l'équation 
AV  =  o. 
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Un  de  ces  problèmes  est  relatif  à  la  distribution  de  la  tempéra- 
ture dans  une  plaque  isotrope  en  équilibre  calorifique.  Nous  n'a- 
vons pas  à  rappeler  ici  comment  Fourier,  dans  sa  Théorie  mathé- 
matique de  la  chaleur,  a  été  conduit  à  montrer  que  la  quantité  de 
chaleur  qui,  dans  le  temps  dt^  passe  à  travers  un  arc  ds  du  plan 
est  représentée  par 

Is.  — —  as  clt, 
an 

-r-  désignant  la  dérivée  de  la  température  V  dans  le  sens  de  la 
normale  à  l'arc  ds  et  K  un  coefficient  constant.  L'équihbre  calo- 
rifique étant  supposé  établi,  la  température  V  ne  dépendra  que 
de  X  ely.  Considérons  une  courbe  fermée  C;  la  quantité  de  cha- 
leur passant^  dans  l'unité  de  temps,  à  travers  cette  courbe  C,  sera 
représentée  par  l'intégrale 

J^.  dn 

Or,  cette  quantité  de  chaleur  devra  être  nulle  ;  dans  le  cas  con- 
traire, en  effet,  la  chaleur  s'accumulerait  à  l'intérieur  de  G  et  la 
température  varierait  avec  le  temps.  On  doit  donc  avoir,  pour 
toute  courbe  fermée, 


/ 


dM  , 

--—  ds  =  o, 

an 


ce  qui  entraîne,  d'après  la  formule  (3), 

AV  dx  dy  =  o, 


//^ 


pour  une  aire  quelconque.  On  doit  donc  avoir  identiquement 

AV  =  o, 

En  transportant,  comme  l'a  fait  Ohm,  de  la  chaleur  à  l'électri- 
cité les  principes  de  Fourier,  on  aura  la  même  équation  pour  le 
potentiel  électrique  V  dans  une  plaque  conductrice  traversée  par 
des  courants  permanents. 

Un  troisième  exemple  nous  sera  fourni  par  le  mouvement  per- 
manent sur  un  plan  d'un  fluide  incompressible  et  homogène.  Soient 
u[x^y)  et  <^[x,y)  les  projections  sur  O^  et  Oy  de  la  vitesse  de 
la  molécule  fluide  coïncidant,  à  un  certain  moment,  avec  le  point 
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i^x^y).  Considérons  un  élément,  que  nous  pouvons  supposer  rec- 
tiligne  ds.,  et  qui  passe  par  (^,jk)  ;  nous  allons  évaluer  la  masse 
du  fluide  passant  pendant  le  temps  dt  par  cet  élément.  Cette 
masse  sera  sensiblement  celle  d'un  parallélogramme  de  base  ds^ 
et  dont  l'autre  côté  a  pour  projections  sur  les  axes  u  dt  et  v  dt.  Si 
cosa  et  cosi^  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  f/^, 

la  masse  sera  alors 

.  p (  j;  cos a -4- (J  cos  p )  c?^, 

0  désignant  la  densité  superficielle  du  fluide. 

Or,  la  masse  contenue  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C  ne 
peut  changer  pendant  la  durée  du  mouvement,  puisque  le  fluide 
est  incompressible  et  homogène  \  on  aura  donc 

Jf  (  Ji  cosa -I- p  cosp)  <fs  =  0. 
G 

Or,  supposons  que  u  et  v  soient  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  cû(^,j/-),  ce  qui  correspond  au  cas  où  il  n'y  a  pas  de 
tourbillons  dans  le  fluide.  On  aura  alors 

J(  —  cos  a  +  -— ^  cos  B  W/5  =  o 

ou  bien 

r  do 

■Je. 


ds  =  o. 

..(.  dn 


On  en  conclut  quela  fonctioncp,  appe\éepote?îtiel  des  vitesses  (^), 

satisfait  à  l'équation 

Acp  =  o. 

Les  considérations  précédentes,  relatives  au  mouvement  d'un 
fluide  sur  un  plan,  peuvent  être  étendues  au  mouvement  permanent 
d'un  fluide  sur  une  surface  ;  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Klein  dans  l'Ou- 
vrage que  nous  avons  déjà  cité,  et  auquel  nous  renverrons  (p.  17). 
On  retombe  ainsi  sur  les  équations  de  M.  Beltrami  indiquées  dans 
la  Section  précédente. 


(')  Pour  tout  ce  qui  concerne  les  applications  de  la  théorie  de  l'équation  de 
Laplace  à  la  Mécanique  des  fluides,  on  étudiera  surtout  l'admirable  Traité  de 
KirchholT:  Vorlesungea  liber  inalhemalische  Pliysik. 
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10.   Nous  allons  maintenant,  relativement  à  l'équation  à  deux 

termes 

AV  =  o, 

développer  une  théorie  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
étudiée  (t.  I,  p.  i/ji)  pour  l'équation  à  trois  termes.  La  seule  dif- 
férence va  consister  en  ce  que  nous  nous  sommes  servi  précédem- 
ment de  la  solution  particulière  U=  -?  tandis  que,  maintenant, 

c'est  la  fonction  de  r,  représentée  par  loy  r,  qui  sera  prise  comme 
solution  particulière  [/'  désignant  toujours  la  distance  d'un  point 
variable  {oc^y)  à  un  point  («,  h)]. 

Si  U  et  V  sont  deux  fonctions  harmoniques  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  un  con- 
tour C,  on  a,  d'après  la  formule  de  Green, 


i 


ail  ail  j 


Nous  supposons  la  dérivée  prise  dans  le  sens  de  la  normale  inté- 
rieure à  l'aire. 

Une  remarque  est  indispensable.  Pour  pouvoir  appliquer  en 
toute  sécurité  cette  formule,  on  devra  le  plus  souvent  supposer 
que,  non  seulement  les  fonctions  U  et  V  sont  continues  dans  l'aire 
limitée  par  Cet^wr  G  lui-même,  mais  qu'il  en  est  de  même  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  U  et  de  Y  ;  dans  ces  con- 

cW         dW        ^  1  •        j'.         •     ' 

drtions,  on  est  assure  que  -7—  et  -j-  ont  un  sens  bien  détermine, 

et  l'application  de  la  formule  ne  prête  à  aucune  difficulté. 

Geci  posé,  V  étant  une  fonction  jouissant  des  propriétés  indi- 
quées, prenons 

U  —  logr, 

Oll 

/■2  =  (x  — «)-+(  r  —  by-. 

En  supposant  le  point  A(«,  b)  à  l'intérieur  de  l'aire,  décrivons, 
de  A  comme  centre,  avec  un  rajon  p,  un  cercle  F,  et  appliquons  la 
formule  de  Green  aux  deux  fonctions  V  et  logr  pour  l'aire  limitée 
par  les  courbes  G  et  F.  Il  vient  ainsi 


/ 


dV       ,,f/lo^.    >   , 
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l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  total.  Les  dérivées  sui- 
vant les  normales,  qui  figurent  dans  cette  intégrale,  sont  prises 
suivant  la  normale  intérieure  à  l'aire.  Si  donc  on  veut  considérer, 
pour  la  courbe  F  comme  pour  la  courbe  G,  les  normales  inté- 
rieures à  la  courbe  géométrique  elle-même,  on  devra  écrire 

CL         dN       ^,d\ogr\    ,  f/,         d\       ^d\ogr\    . 

Cette  dernière  intégrale  est  facile  à  calculer.  La  première  partie 

est  nulle  d'après  la  relation  (3).  D'autre  part 

dlogr        \    dr  i         ,         . 

-d;r  =  T^dn=-r''''^''^"'^^ 

en  employant  les  mêmes  notations  qu'au  Tome  I,  p.  142  :  or,  sur 

la  circonférence, 

cos(7',  /z)  =  I  ; 

donc  l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à 


-  fyds. 
p  ^r 

Elle  doit  être  indépendante  du  rayon  p  du  cercle  F  :  or,  pour  p 
très  petit,  elle  diffère  très  peu  de 

27r  V(a,  b), 

V(a,  b)  désignant  la  valeur  de  V  en  A  ;  elle  est  donc  rigoureuse- 
ment égale  à  cette  quantité,  et  Voix  a  la  formule  fondamentale 

11.  Dans  le  cas  où  le  contour  C  se  réduit  à  un  cercle,  on  peut 
transformer  l'intégrale  donnant  V(a,  b)  en  une  autre,  qui  ne  con- 
tienne plus  que  V.  C'est  la  même  transformation  que  nous  avons 
faite  (t.  I,  p.  147)-  Employant  les  mêmes  notations,  nous  aurons 
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les  deux  relations 

Tl  suffira  de  retrancher  ces  deux  formules  pour  avoir 

puisque  ^—  est  constant  pour  tous  les  points  du  cercle. 
Des  deux  relations  {loc.  cit.) 

^2  —  R2_i_;.2 — .2R/-     COScp, 
l\  =  R2-h  /-f  —  sR/'i  coscpi, 

on  tire  de  suite  la  valeur  de 

<-/log7^i        d\ogr 
cln  dn 

c'est-à-dire  de 

coscp        coscpi 

en  se  rappelant  que 

„        r,  ri 

On  trouve  ainsi 

I  rV(R2—  ^2)^5 


VK4)  =  ^  rXilir 

'      '       ^  2TI  J„  R/ 


2 

c 


formule  qui  donne,  dans  le  cas  du  cercle,  la  valeur  de  la  fonction  V 
en  un  point  («,  b)  quelconque  du  cercle  en  fonction  de  ses  valeurs 
sur  la  circonférence. 

Si  nous  introduisons  les  coordonnées  polaires  (/',  «p)  du  point 
(a,  b)  (on  fera  attention  que  r  et  cp  n'ont  pas  la  même  significa- 
tion que  précédemment  et  que  r  notamment  remplace  /),  la  for- 
mule précédente  pourra  s'écrire 

(4)  ^("''>  =  ^i       R^-.K.cos(4.-cp)-^;:^^^- 
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Nous  avons  déjà  éliidié  l'intégrale  précédente  (t.  I,  p.  248) 
sous  le  nom  (^intégrale  de  Poisson  ;  nous  avons  seulement  fait 
R=i,  ce  c[ui,  à  cause  du  degré  zéro  d'homogénéité  de  l'inté- 
grale en  R  et  /•,  n'a  aucune  importance. 

12.  De  l'expression  (4)  de  la  fonction  V,  on  conclut  d'abord 
que,  si  une  fonction  harmonique  bien  déterminée  et  continue  pour 
toute  valeur  àe  x  el y  reste  toujours  moindre,  en  valeur  absolue, 


qu'une  quantité  fixe  M,  elle  doit  nécessairement  se  réduire  à  une 
constante.  On  a,  en  effet,  en  désignant  par  Vg  la  valeur  de  la 
fonction  à  l'origine,  et  quel  c[ue  soit  le  rayon  R  >  /•  du  cercle  C, 

v/      1.      \T  ^      r^"^       ^T         R  cos('];  — cp)  — /' 

2Ti  Jq  R- —  2/- r  cos('J;  —  œ) -+- ^2     ■ 

^  R  cos  (  'il  —  cp  )  —  }'  .     ,  ,  , 

Ur   — ■ — — ^ ;; est  moindre  en  valeur  absolue  nue 

IV — '2Rrcos(i];  —  cp)4-r2  1 

R  +  ;■ 


(R-r)-2 

\\{a,b)  —  \ 


On  aura  donc 


0  TT 

-  r  I 

2  71      /,  ' 


2r(R  +  /-) 


éb 


2/-(R  +  /-) 

(R-r)2 


M. 


Or  R  est  aussi  grand  que  l'on  veut;  par  suite,  la  quantih'î 
fixe  I  V(rt,  b)  —  Vo  I  est  rigoureusement  nulle. 

Nous  retrouverons  plus  tard  cette  propriété,  sous  le  nom  de 
théorème  de  Liouville,  à  propos  des  fonctions  d'une  variable 
complexe. 

13.  Une  autre  propriété  très  importante  de  la  fonction  harmo- 
nique résulte  encore  de  l'intégrale  préccdenle. 

P.  —  H.  2 
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Définissons  seulement  auparavant  ce  que  nous  entendons  par 
fonction  analytique  de  deux  variables  réelles  œ  ei  y.  Nous  dirons 
qu'une  fonction  réelle  et  bien  déterminée  f{Xj  y)  des  deux  va- 
riables réelles  x  elj  est  analytique  dans  une  certaine  région  du 
plan,  quand,  dans  le  voisinage  de  tout  point  (^o^JKo)  ^^  cette 
région,  on  peut  représenter  la  fonction  par  un  développement  en 
série 

A^,y)  =  ?o+ ?i(^,7)^----^?m(^:ji^) -*-•••• 

'f,n  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  m  en  ^  —  Xq  et 
y  —  Yq^  ce  développement  étant  valable  pour  toute  valeur  de  x 
eA  y  pour  lesquelles 

\œ  —  Xo\     et     \j—Jo\<p, 

p  étant  une  quantité  suffisamment  petite,  et  si,  de  plus,  la  série 
ne  cesse  pas  d'être  convergente  quand  on  remplace,  dans  tous  les 
polynômes  cp,  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  la  dérivée  d'un  ordre  cpielconque 
de  la  fonction  f{x,y)  peut  se  représenter  par  la  série  formée 
avec  les  dérivées  du  même  ordre  des  fonctions  cp  ;  c'est  une  con- 
séquence immédiate  des  propriétés  des  séries  entières  d'une  va- 
riable étudiées  précédemment  (t.  I,  p.  199),  puisque,  l'ordre  des 
termes  étant  indifférent,  on  pourra,  avant  chaque  différentiation, 
ordonner  la  série  suivant  les  puissances  de  la  variable  par  rapport 
à  laquelle  on  intègre.  Ajoutons  que,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement représentant,  à  un  facteur  binômial  près,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  pour  ^  =  o,  j  =  o,  un  tel  déve- 
loppement ne  peut  être  identiquement  nul  sans  que  toutes  les 
fonctions  cp  soient  identiquement  nulles. 

14.  Cette  définition  bien  comprise,  nous  allons  montrer  que 
toute  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  AV  ==  o,  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres 
dans  une  certaine  aire,  est  une  fonction  analytique. 

Soit  un  point  quelconque  de  l'aire  que  nous  allons  prendre 
pour  origiae,  décrivons  de  ce  point  comme  centre  un  cercle  de 
rayon  Pi.  Reportons-nous  à  la  formule  (4)  qui  détermine  V(a,  b) 
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en  un  point  quelconque  {a,  b)  de  ce  cercle.  On  a 

R2  —  r2  R  R 


R2—  2Rrcos< 
R 


e' 


R- 

—  re' 

!9 

'    R- 

re-i^  ' 

rn 

eni% . 

-}- 

r"    re 

(72  +  l)t0 

R« 

R«   R- 

-  re'9  ' 

R  _  re'9  R 

avec  une  identité  analogue  en  changeant  i  en  —  i.  On  aura  donc 

n 

R2  —  iRr  cos {^  —  o] 

1 


7-2  ^  R'i  ^^         '  ^ 

1 

"^  ÏÏ"  [  R  —  re<- 


(^/-cp)        R  _  re-i^'^- 


En  substituant  dans  l'intégrale,  et  remarquant  que  le  reste  tend 
vers  zéro,  puisque  ^  est  plus  petit  que  l'unité,  on  obtient  la  rela- 


tion 


V(a,  6)  =  —  +  \    f  —  j    [<a;„cos/icp  H- 6„  sinn  0], 
en  posant 

I  r'''  I  r'"" 

/(tj;)  désignant  la  valeur  de  V  sur  le  contour. 

Le  développement  précédent  a  pour  terme  général  un  polynôme 
homogène  et  de  degré  /z  en  a  et  6;  en  effet, 

a  =^  r  cosco,         b  ^  7^  sincp, 
(a  -+-  ib )"-  =  r"  cos /i cp  -1-  ir"'  sin n cp  : 

donc  /■"  cosrtcp  et  /"  sin/icp  sont  des  polynômes  homogènes  de  de- 
gré n. 

Nous  avons  donc  pour  V(«,  b)  un  développement  de  la  forme 

Oo-h^i{a-,  b)-\-.  ..-h  <f,n(a,  b)-h..  .. 

Or,  si  dans  cp,„(«,  b)  on  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  abso- 
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lue,  l'expression  Iroiivée  sera  moindre  que 

i\  +  \b 


R 


M, 


en  désignant  par  M  la  limite  supérieure,  évidemment  exisiautc. 
des  valeurs  absolues  des  coefficients  «„  et  b,t.  Or  soit 


«  I  <  ?, 


le    terme  général  de  la  série,  chaque  terme  particulier  ayant  élé 
remplacé  par  sa  valeur  absolue,  sera  inférieur  à 


^{'^)  ^J; 


R 


si  donc  0  <<  -  j  la  nouvelle   série  sera  encore  convergente.  Non: 
sommes  donc  assuré  que,  pour 


'  2 


la  série  qui  représente  V(a,  b)  converge  de  la  manière  indiquée 
dans  notre  définition  d'une  fonction  analytique.  La  fonction  V 
est  donc  analytique. 

15.  En  désignant  mainlenant  par  x,y  au  lieu  de  <7,  b  les  deu\ 
variables,  nous  avons  dans  le  voisinage  de  tout  point  (xq,  jKo)  ^6  dé- 
veloppement 

Chacune  des  fonctions  homogènes  '^  satisfera  à  l'équation  de  La- 
place. 

De  ce  développement  on  peut  conclure  que  la  fonction  V  /ic 
peut  avoir  en  un  point  (.2:0,^0)  f^i  maximum  ni  minimum.  Soii, 
en  effet,  dans  le  voisinage  de  ce  point, 

[a  fonction  cp„,(^  —  -Xai}' — fo)  devra,  dans  le  voisinage  de  (./■,,. 
ro\  garder  un  signe  invariable.  Or,  cela  est  impossible,  puiscpir, 


en  posant, 


FONCTIONS  D  UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 

X  —  ^o=''coso,         y — j)'o  =  ^  sin'{), 
cp^„=  r"'{a„i  cosmo)  -4-  b„i  sin  mcp), 


el  que  l'équation  a,nCOsm'^  4- 6,„  sinm  p  =  o  a  toujours  des  ra- 
cines qui  sont  simples. 

Le  même  théorème  peut  s'établir  en  suivant  la  même  marche 
que  Gauss  pour  le  cas  de  trois  variables  (t.  I,  p.  \^o).  Nous  avons 
vu,  en  effet,  en  établissant  la  formule  fondamentale  (  §  10),  que 

Va  =  -^    r  V  ds. 

r  étant  un  cercle  de  rajon  p  ayant  A  pour  centre. 

Si  le  point  A  correspondait  à  un  maximum  de  la  fonction,  on 
aurait  sur  la  circonférence  F,  pour  p  suffisamment  petit, 

V  <  Va, 
d'où 

fyds<    f  Ya  ds, 

c'est-à-dire 

^V^5<Va, 


^  f 


T 
ce  qui  est  en  opposition  avec  l'égalité  écrite  plus  haut. 

16.  Nous  allons  tirer  immédiatement  une  conséquence  impor- 
tante du  théorème  établi  au  paragraphe  précédent.  Etant  donné 
un  contour  fermé  G,  montrons  qu'iV  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
fonction  harmonique  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres  dans  V aire  limitée  par  G,  et  pre- 
nant en  tous  les  points  de  ce  contour  une  succession  donnée  de 
valeurs. 

Nous  supposons,  tout  au  moins  pour  le  moment,  que  la  succes- 
sion des  valeurs  données  sur  le  contour  forme  une  suite  continue. 
Désignant,  d'une  manière  générale,  parY^,  cette  série  de  valeurs 
en  un  point  quelconque  în  du  contour,  nous  entendons  par  fonc- 
tion V,  prenant  ces  valeurs  sur  le  contour,  une  fonction  Y[x,y) 
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qui  tend  vers  Y  m  quand  le  point  {x,y)  tend  vers  le  point  m  d'une 
manière  quelconque,  en  restant  à  l'intérieur  du  contour  (^). 

Ceci  posé,  s'il  existait  deux  fonctions  jouissant  des  propriétés 
précédentes,  leur  difFérence  U  satisferait  encore  à  l'équation  de 
Laplace  et  s'annulerait  en  tous  les  points  du  contour.  Dans  ces 
conditions,  elle  devrait  avoir  au  moins  un  maximum  ou  un  mini- 
mum pour  un  point  situé  à  l'intérieur  du  contour,  mais  cela  est 
impossible,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment.  La  fonc- 
tion U  est  donc  identiquement  nulle,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 

17.  Donnons,  du  théorème  précédent,  une  autre  démonstration, 
où  nous  aurons  à  considérer  une  intégrale  double  qui  a  joué  un 
rôle  important  dans  cette  théorie.  Faisons,  dans  la  formule  préli- 
minaire de  Green,  V=  U,  elle  deviendra 

Supposons  maintenant  que  U  soit  la  fonction  du  paragraphe 
précédent,  s'annulant  en  tous  les  points  de  C,  la  formule  se  ré- 
duira à 


fim-m^"^-' 


et  l'on  devra  avoir,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur  de  l'aire, 

par  suite,  la  fonction  U  est  constante  à  l'intérieur  de  l'aire;  nulle 
sur  le  bord,  elle  est  donc  nulle  aussi  à  l'intérieur. 

Il  est  important  de  remarqiier  que,  dans  le  calcul  précédent,  on 
fait  implicitement  une  hypothèse  dont  nous  n'avions  pas  eu  be- 
soin dans  la  première  démonstration.  Pour  que  l'intégrale  curvi- 


(')  On  trouvera  dans  un  important  Mémoire  de  M.  Painlevé  {Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  II,  p.  19)  des  remarques  intéressantes  re- 
latives à  cette  notion  de  fonction  prenant  une  valeur  donnée  sur  un  arc  de 
courbe. 
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ligne 

Je       d^ 

soit  nulle,  il  faut  supposer,  en  général,  que  -y-  ne  devienne  pas 

infini.  Aussi,  dans  cette  seconde  démonstration,  on  doit  se  bor- 
ner aux  intégrales  qui  restent  continues  à  l'intérieur  du  contour 
et  sur  le  contour,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 


III.  —  Extension  à  l'équation  linéaire  générale  du  second  ordre  de 
quelques-uns  des  résultats  obtenus  pour  l'équation  de  Laplace. 

18.  Quittons  maintenant,  pour  un  instant,  l'équation  particu- 
lière 

Aa  =  o, 

et  cherchons  s'il  est  possible  d'étendre  à  des  équations  plus 
générales  quelques-uns  des  résultats  précédents  (*).  Nous  pren- 
drons d'abord  l'équation 

()2  II        d^  u  ,  du  du         . 

-—r   ■+-  -— r-  +ld \-Q.e 't-JU  =  O, 

r)x^         dy^  dx  '^f 

OÙ  d,  e,  y  sont  des  fonctions  continues  quelconques  de  x  etjj/-. 

Supposons  qu'il  existe  deux  intégrales  de  cette  équation, 
continues  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour  C  et  prenant 
les  mêmes  valeurs  sur  ce  contour.  Nous  supposons  de  plus  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  restent  continues  sur  le 
contour.  Leur  différence,  que  nous  désignons  par  U,  s'annulera 
sur  C.  Formons  l'intégrale  double 

/    /   U     -r-^  -t-  -— r  -t-2rf-r l-ae-T 1-/U    dxdy, 

J  J         |_  ax^         oy  dx  ^y  \ 

étendue  à  l'aire  A^  cette  intégrale  sera  évidemment  nulle,  puis- 
que la  quantité  entre  crochets  est  nulle.  Donc,  en  intégrant  par 
parties  et  se  rappelant  que  U  =  o  sur  le  bord,  on  a  immédiate- 


(')  E.  Picard,  Comptes  rendus,  i888,  et  Journal  de  Mathématiques,  1890. 


24  CHAPITRE   I. 

ment 


(5) 


//[(S)'^(fy^aM -/)-=]-<'-"■ 


Un  premier  résultat  apparaît  immédiatement.  Si  dans  Taire  A 
on  a  pour  tout  point  {x,y) 

dd       de         ^ 

l'intégrale  précédente  ne  pourra  être  nulle  que  si  l'on  a  en  tous 

les  points  de  l'aire 

U  =  o. 

Ainsi,  en  particulier,  l'équation 

d^'  u        d^'U 

satisfera  à  la  condition  précédente  dans  toute  région  du  plan  oîi  / 
est  négatif. 

19.  L'artifice  suivant  va  nous  permettre  d'aller  plus  loin.  Gar- 
dons toujours  pour  U  la  même  signification  que  plus  haut.  Si  B 
et  B'  sont  deux  fonctions  continues  quelconques  de  a:  et  r,  on 
aura 

])uisque  U  =  o  est  nul  sur  le  bord. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  en  ajoutant  (5)  et  (6), 


j/f(-r^^^r^.,Bu 


dx  /         \ày  j         "         dx 


C!i  posant 

dd       de        , 

6  = \- /. 

ôx       oy 

Or  la  quantité  entre  crochets  sous  le  signe  d'intégration  est  une 


fo 
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rme  quadratique  en  U,  t—  et  j--  ILlle  peut  s  écrire 


(-.Bu)V(|^.-B.o)%u.(e.:-M' 

—  B2- 

_B'2 

Elle  sera  toujours  positive  si 

(.)    ■      B— <^^f■ 

Si  donc  on  peut  trouver  deux  fonctions  B  et  B'  de  x  et  y,  con- 
tinues dans  l'aire  A  et  vérifiant  l'inégalité  précédente,  on  sera 
assuré  que  U  est  nulle  en  tous  les  points  de  l'aire,  si  elle  est  nulle 
en  tous  les  points  du  contour.  De  là  peut  se  déduire  une  consé- 
quence intéressante. 

Nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  la  fonction  continue 
h{x,y)^  on  peut  déterminer  deux  fonctions  B  et  B'  satisfaisant  à 
l'inégalité  (^),  et  continues  dans  une  aire,  si  celle-ci  satisfaite  une 
certaine  condition. 

Pour  le  montrer,  remplaçons  —  9  par  sa  plus  grande  valeur  ab- 
solue +  m^,  quand  (.r,  y)  reste  dans  une  certaine  région  du  plan. 
Nous  aurons  à  satisfaire  à  l'inégalité 

âB        âB' 

ox        ôy 

et  cette  dernière  inégalité  entraînera  évidemment  la  précédente. 

Or  faisons  B'^  o  et  prenons  B,  fonction  de  x  seul,  satisfaisant 
à  la  relation 

li -'"'='"- 

7})'^  étant  une  constante  supérieure  à  m-.  On  aura 

B  =  rjii  tang(7?iia-  -i-  G), 

C  étant  une  constante. 

En  choisissant  convenablement  cette  constante,  la  fonction  B 
reste  continue  dans  tout  intervalle  donné  compris  entre  deux  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y  et  dont  la  distance  est  moindre  que  -^• 
Puisque  m,  diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de  /??,  on  peut  dire  que, 
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pour  toute  aire  comprise  dans  une  bande  parallèle  à  l'axe  des  y  et 
de  largeur  moindre  que  —,  on  se  trouve  dans  les  conditions  d'ap- 
plication du  théorème.  D'autre  part,  en  faisant  une  transforma- 
tion de  coordonnées  rectangulaires,  on  aura,  pour  chaque  direc- 
tion nouvelle  de  l'axe  Oy^  un  nombre  m.  En  désignant  par  m  le 
plus  grand  d'entre  eux,  et  posant 

—  =  d, 
m 

nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  tout  contour  situé  dans  la  région  considérée  du  plan, 
il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  intégrale  continue  prenant  des 
valeurs  données  sur  le  contour,  pourvu  que  le  contour  se 
trouve  compris  entre  deux  droites  parallèles  dont  la  distance 
ne  dépasse  pas  d. 

Il  est  d'ailleurs  nécessaire  de  sous-entendre  toujours  la  condi- 
tion de  continuité  sur  le  contour  pour  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

En  particulier,  on  est  assuré  de  se  trouver  dans  les  conditions 
d'application  du  théorème  si  le  contour  est  suffisamment  petit. 

20.   Prenons  comme  application  Féquation 

d"^  Il        d'^u        !«_ 

OÙ  k~  représente  une  constante  positive. 

On  aura  ici  9  =  ^  k^  et,  par  suite,  on  peut  prendre  m^=  k'-. 
Comme  d'autre  part,  si  l'on  fait  une  transformation  de  coordon- 
nées rectangulaires,  l'équation  ne  change  pas  de  forme,  on  en 
conclut  que  l'équation  précédente  aura  au  plus  une  solution  pre- 
nant des  valeurs  données  sur  un  contour,  si  ce  contour  se  trouve 
compris  entre  deux  droites  parallèles  dont  la  distance  ne  dépasse 

pas^. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  propriété  ne  subsiste  pas  pour  tout 
contour.  Il  peut  arriver  qu'une  intégrale  de  l'équation  précédente 
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soit  nulle  sur  un  contour  sans  être  nulle  à  l'intérieur.  C'est  ce  que 
nous  allons  montrer  sur  un  exemple  :  l'expression 

.      k        .      k 

u  =  sin  —  X  sin  ——  y 

vérifie  l'équation  précédente,  et  elle  s'annule  sur  les  côtés  du  carré 
ayant  pour  côtés 

/a. 71  ,,  _  Vj^.TT 


a7  =  o,         X——J—,         r  =  o,        y 


21.  Au  lieu  de  prendre  l'équation 

d'^u        d'^-u  y  du  du         . 

^-^^+^^^  +  ^^^-^>  =  "' 

on  eût  pu  prendre  l'équation  plus  générale 

d^u  ,     d^u  d-u  ,du  du         . 

Il  est,  en  effet,  facile  par  un  changement  de  variables  de  rame- 
ner l'un  des  cas  à  l'autre. 

Faisons  le  changement  de  variables 

X=/(^,7), 
Y  =  0(37,  j/). 

L'équation  (a)  prendra  la  foi-me 

d'^u        d^u  ^  du  ^  du        _ 

si  les  deux  fonctions  X  et  Y  satisfont  aux  équations 

'^  \dx  /        ^     àx   dy       ^\dyj~      \dx  j   '^        dx  dy  \ày  /    ' 

àX  dY       ff^^       ^^\  ^^-o 

dx  dx  \dy  dx        dx   dy  /  dy   dy 

On  peut  remarquer,  et  cela  est  intéressant  pour  la  recherche 
effective  de  X  et  Y,  que  ces  équations  sont  celles  que  l'on  obtient 
en  écrivant  que  la  forme  quadratique 

c  dx^  —  Q.  b  dx  dy  -i-  a  dy^ 
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se  réduil,  à  un  facteur  près,  à 

11  résulte  de  cette  remarque,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  T, 
p.  i52),  que,  pour  trouver  deux  fonctions  X  et  Y  de  x  ç.\ y  satis- 
faisant aux  deux  équations  trouvées,  il  suffira  d'intégrer  une  équa- 
lion  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  étendre  à  l'équation  (a)  le  théorème 
fondamental  du  §  19  dans  le  cas  où  la  transformation  à  employer 
est  réelle,   c'est-à-dire  si  le  point  (^,  y')  est  dans  une  région  du 

plan  où 

h''-  —  ac  <  o. 

On  peut  alors  énoncer  que,  dans  cette  région  du  plan,  il  ne 
peut  y  avoir  plus  d'une  intégrale  prenant  une  succession  don- 
née de  valeurs  sur  un  contour,  si  ce  contour  est  suffisamment 
petit. 

22.  Le  changement  de  variables  que  nous  venons  de  faire  n'est 
pas  le  seul  qu'on  puisse  utilement  effectuer  pour  l'étude  de  l'équa- 
tion (a).  On  peut  encore  transformer  cette  équation  par  un  chan- 
gement de  variables  en  faisant  disparaître  les  dérivées  du  premier 
ordre,  comme  l'a  fait  M.  Bianchi  (').  Pour  que  la  transformée 
de  (a),  après  le  changement  de  variable 


X  =  /(:r, 

,r), 

Y  =  CD  (a:-, 

y), 

soit 

de 

la 

forme 

(?) 

a' 

,  d-u 

4-  2 

^  dXdY-^ 

+/'«  = 

". 

il  faut  que  y"(/r,jK)  et  (f(x,y)  satisfassent  l'une  et  l'autre  à  l'équa- 
tion (a).  C'est  ce  qu'on  voit  de  suite  en  effectuant  le  changement 
de  variables;  on  devra  prendre  évidemment  deux  solutions  de 
l'équation  (a)  qui  ne  soient  pas  fonctions  l'une  de  l'autre. 

23.  Les  méthodes  employées  dans  les  précédents  paragraphes 


(')  Bianchi,  Rendiconli  délia  R.  Accad.  dei  Lincei,  iS 
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supposent  que  les  fonctions  étudiées  soient  continues  sur  le  con- 
tour ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre.  Elles  correspon- 
dent à  la  deuxième  démonstration  donnée  (§  17)  de  l'impossibilité 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum  pour  les  fonctions  satisfaisant 
à  l'équation  de  Laplace.  Nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  ces  hypo- 
thèses dans  la  première  démonstration  qui  reposait  essentielle- 
mentsurla  propriété  de  la  fonction  harmonique  d'être  analytique. 
Dans  le  cas  de  l'équation  (a)  du  §  21  on  peut,  en  précisant  la  na- 
ture des  coefficients,  démontrer  que  les  fonctions  qui  j  satisfont 
sont  analytiques,  et  il  est  intéressant  de  rechercher  si  les  résultats 
obtenus  pour  l'équation  de  Laplace,  en  partant  de  cette  hypo- 
thèse, sont  susceptibles  de  généralisation.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer. 

Nous  supposons  que  dans  l'équation  (a)  du  §  21  les  coefficients 
a,  b,  c,  d,  e, /soient  des  fonctions  analytiques  de  x  el  y  dans 
la  région  considérée  du  plan.  On  suppose  de  plus  expressément 

b' —  ac  ■<  o 

dans  cette  région  :  a  et  c,  qui  sont  alors  de  même  signe,  peuvent 
être  supposés  positifs. 

On  peut  établir  que  toute  intégrale  de  cette  équation  bien, 
déterminée  et  continue  dans  la  région  considérée  du  plan  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  est  elle- 
même  une  fonction  analytique  ('). 

Nous  admettrons  pour  le  moment  ce  résultat,  et  nous  allons 
seulement  en  poursuivre  quelques  conséquences,  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  fait  au  §  15  pour  l'équation  de  Laplace.  Con- 
sidérons d'abord  le  cas  où /est  identiquement  nul,  c'est-à-dire 
où  l'équation  se  réduit  à 

d^u  j     d-u  ô-  u  ,  du  du 

(  8  )  a  — — -  -1-26  -r — ; !-  2  C  -—  ^— t-  2  rf  -—  -H  2  e  -T—  =0. 

ax'^  Ox  a  y  oy'^  ox  dy 

Je  dis  qu'une  intégrale  u  de  cette  équation  ne  pourra  ad- 
mettre ni  maximum  ni  minimum. 


(')  E.  Picard,  Sur  la  détermination  des  intégrales  de  certaines  équations 
par  leurs  valeurs  le  long  d'un  contour  fermé  {Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, 1S90). 
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Soit,  en  effet,  (^oî  JKo)  un  point  dans  le  voisinage  duquel  u  et 
ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  sont  continues; 
la  fonction  ?/,  étant  analytique,  peut  être  développée  en  série  de 
Tajlor 

i<  =  cpo  +  9„(a7  — a-o,  JK— JKo)  -1-  cp,i+i(if  —  a"o,7— 7o)+--  -, 

les  CD  désignant  des  polynômes  homogènes  en  ^  —  ^^  etj>^ — jKo  ? 
cdq  représente  une  constante,  et  si  (^o?  /"o)  correspond  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum,  on  a  /?  ^  2.  Substituons  cette  valeur  de  u 
dans  l'équation  (8)  et  égalons  à  zéro  l'ensemble  des  termes  ho- 
mogènes de  moindre  degré.  On  aura  nécessairement 

en  désignant  par  «o?  ^05  Cp   les  valeurs  de  a,  Z>,  c  pour  x  ==  :^?^ 

Le  polynôme  cp„  satisfait  à  une  équation  analogue  à  celle  de 
Laplace;  on  peut  la  ramener  à  cette  équation  par  un  changement 
de  variables  réel 

X  =  a(a7  — .ro)+  P(7— .Xo), 

Y  =  Y(a7  — a7o)+  o(r  — ro)- 

11  suffit  de  suivre  la  méthode  du  §  21 ,  et,  par  conséquent,  cher- 
cher la  substitution  précédente  transformant 

Co  dx"^-  —  2  60  dx  dy  -\-  a^  dy'^ 
en 

</X2  +  ^Y2. 

Or  c'est  un  problème  d'Algèbre  élémentaire  que  de  chercher  la 

substitution  linéaire 

^X  =  a  dx  -+-  p  dy^ 

dY  =  Y  dx  -+-  0  dy, 

transformant  les  deux  formes  l'une  dans  l'autre.  La  substitution 
sera  réelle  puisque  bl  —  «0  Co  <C  o,  et  «o  >  o- 

cprt  considérée  comme  fonction  de  X  et  Y  satisfait  donc  à  l'équa- 
tion 

dX2  dY-^        ^' 
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La  fonction  tp„  pourra  donc  s'annuler  en  changeant  de  signe 
dans  le  voisinage  de  X  =  o,  Y  =  o  et,  par  suite,  dans  le  voisinage 
de  X  =  Xq,  y  =jKo-  H  e-''t  donc  impossible  que  u  ait  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  ^  =  ^q,  jk  =yo- 

On  en  conclut  de  suite,  en  répétant  le  raisonnement  fait  pour 
l'équation  de  Laplace,  c^wHl  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  de 
l'équation  {'è)  prenant  une  succession  donnée  de  valeurs  sur 
un  contour  C. 

On  voit  que  l'équation  (8)  jouit,  au  point  de  vue  qui  nous 
occupe,  des  mêmes  propriétés  que  l'équation  de  Laplace. 

24.  Revenons  maintenant  à  l'équation  générale 

d^  u  ,     d^u  d^u  y  du  du         . 

(a)  a-^--i-20- — 7 h  c  ^— -  -h  2  a -T \- 2e \-fu  =  o, 

ox^  ax  ay  oy^  ox  oy 

en  supposant  toujours  que  le  point  {^x^  y)  reste  dans  la  région  R 
du  plan  où  b"^  —  ac  est  négatif,  et  les  hypothèses  sur  les  coeffi- 
cients a,  6,  c,  <i,  e,  y  restant  les  mêmes.  Soit  A  un  point  quel- 
conque de  cette  région  R.  Il  existe  certainement  une  intégrale  z 
de  cette  équation  ne  s'annulant  pas  au  point  A  et  gardant  par 
conséquent  un  signe  invariable  dans  un  certain  domaine  D  autour 
de  ce  point. 

Faisons  dans  l'équation  le  changement  de  fonction 


L'équation  en  v  sera  du  même  type  que  l'équation  (8),  elle 
n'aura  pas  de  terme  en  v.  Elle  sera  de  la  forme 

d^v  .       d'^v  d'^'V  dv  ,  dv 

dx'^  "  dx  dy  dy^  dx    '  dy 

Puisque  z  ne  s'annule  pas,  par  hypothèse,  dans  D,  nous  pouvons 
appliquer  les  résultats  du  paragraphe  précédent.  Il  ne  pourra  y 
avoir  deux  intégrales  de  cette  équation  prenant  la  même  succes- 
sion de  valeurs  sur  un  contour  G  contenu  dans  D. 

Nous  pouvons  par  suite  énoncer  pour  l'équation  (a)  le  théorème 
suivant  : 

Autour  d'un  point  quelconque  de  la  région  R,  on  peut  déli- 
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m  lier  un  domaine  D,  dans  lequel  le  problème  de  la  dé  tei' mi- 
nation  dhine  intégrale  par  ses  valeurs  sur  uji  contour  quel- 
conque contenu  dans  D  ne  pourra  avoir  plus  d'une  solution. 

C'est  le  théorème  que  nous  avons  obtenu  aux  §  19  et  21.  On 
voit  que  nous  n'avons  pas  eu  besoin  ici ,  dans  les  raisonnements 
employés,  de  faire  intervenir  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  sur  le  contour.  Le  résultat  est  en  ce  sens  plus  pré- 
cis, mais  nous  avons  par  contre  l'inconvénient  de  démontrer 
seulement  l'existence  de  ce  domaine  suffisamment  petit  D,  sans 
indiquer  aucune  possibilité  de  trouver  effectivement  un  tel  do- 
maine, ce  que  notre  première  méthode  (§  19)  nous  avait  au  con- 
traire permis  de  faire.  Il  resterait  à  rechercher  si,  pour  les  do- 
maines trouvés  dans  la  première  méthode,  on  ne  pourrait  arriver 
à  se  débarrasser  de  l'hypothèse  supplémentaire  relative  aux  déri- 
vées du  premier  ordre.  Cette  discussion  trouvera  sa  place  dans 
une  autre  partie  de  cet  Ouvrage. 

25.   Terminons  ces  généralités  en  considérant  encore  l'équation 

d-u  ,     d'^u  d^u  j  du  du         . 

a  -7—^  +20  -; — r 1-  c  — — -  -h  2d h2e- i-/;;  =  o, 

àx^  ox  oy  dj'^  ôx  ôy 

et  supposant  que,  dans  la  région  R  où 

h- — ac  ■<  o,         rt  >  o, 
on  ait  de  plus/  <<  o. 

JNous  allons  montrer  que  dans  ces  nouvelles  conditions  il  ne 
pourra  y  avoir  plus  d'une  intégrale  de  V  écpiat  ion  prenant  sur 
tout  contour  fermé  contenu  dans  R  une  succession  continue 
donnée  de  valeurs. 

Si  deux  intégrales  prennent  les  mêmes  valeurs  le  long  d'un 
contour,  on  aura  une  intégrale  qui  s'annulera  le  long  de  ce  con- 
tour. Considérons  donc  une  telle  intégrale  u  de  Téquation  précé- 
dente; elle  gardera  un  signe  invariable  dans  le  contour,  ou  bien 
elle  s'annulera  le  long  de  certaines  lignes;  dans  le  second  cas, 
l'aire  se  trouvera  partagée  en  plusieurs  aires  partielles,  sur  le  pé- 
rimètre desquelles  l'intégrale  s'annulera,  en  gardant  à  l'intérieur 
un  siffne  invariable. 
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Prenons  l'une  d'elles,  et  supposons  u  positif  à  l'intérieur.  Pour 
un  point  au  moins  (^o>  JKo)  à  l'intérieur,  u  devra  passer  par  un 
maximum;  soit  i^o>  o  la  valeur  de  u  pour  [xo^  j-q). 

Développons  u  en  série 

u  =  uo-\-  Un{x  —  xo,  y  —yo)---  ■  -, 

n,  qui  est  plus  grand  que  un,  doit  être  nécessairement  égal  à 
deux;  car,  dans  le  cas  contraire,  l'ensemble  des  termes  constants 
dans  l'équation  se  réduirait  àfoUo,  en  désignant  par  /o  la  valeur 
de  /  pour  (^q,  jKo)  5  on  devrait  donc  avoir  Uq  =  o,  ce  qui  est  im- 
possible si  la  fonction  n'est  pas  restée  constamment  nulle  à  l'inté- 
rieur de  l'aire.  Nous  avons  donc  ;?  :=  2  ;  soit 

u^_^  a{x  —  XoY'  +  l'^ix  —  Xo)  (y  —  yo)+  -[(y—yoT'- 

Puisque  (xq^  Jq)  correspond  à  un  maximum, 

a<o,         ^[<o,         p2— aY<o. 

D'autre  part,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle  la 
valeur  de  u,  on  trouve  de  suite 

(9)  i(anC(-hibo<^  -hCo^)-hfoU(,=  o, 

en  désignant  par  «o?  ^o?  Cq  les  valeurs  de  a,  b,  c  pour  (jCqO^o)- 
On  a  d'ailleurs 

«o>o,         Co>o,         bl  —  aoCo<o. 

Or  de  rinégalité  évidente 

(<7oa  -^  Coy)->  4«!oCoaT, 

nous  concluons  successivement,  en  nous  reportant  aux  inégalités 

écrites  plus  haut, 

(«oa-f-  Coy)2>  4aoCoPS 

La  valeur  absolue  de  aoo.  +  Coy  est  donc  supérieure  à  celle  de 
260^-  Or  «o'^'  +  Co Y  6St  négatif;  donc 

aoo.  4-  260P  -+-  CoY 

est  certainement  négatif.  D'ailleurs /oi/o  est  aussi  négatif,  puisque 
P.  -  II.  3 
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Uo^Oi/o<io.  Nous  sommes  ainsi  conduit  à  une  contradiction, 
car  la  relation  (9)  devient,  dans  ces  conditions,  manifestement  im- 
possible. L'hjpothèse  faite  est  donc  inadmissible  :  une  intégrale 
nulle  sur  le  contour  sera  nécessairement  nulle  à  l'intérieur,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Comme  exemple,  citons  l'équation 

d-  u        d'^  u        , , 

Il  ne  pourra  y  avoir  plus  d'une  intégrale  de  cette  équation  pre- 
nant sur  un  contour  quelconque  une  succession  donnée  de  va- 
leurs. 

26.  Nous  avons,  dans  les  paragraphes  précédents,  déduit  nos 
conclusions  de  ce  que  les  intégrales  étaient  nécessairement  des 
fonctions  analytiques.  Dans  une  Thèse  récente  (^),  M.  Paraf  a 
montré  qu'on  pouvait  arriver  bien  simplement  aux  mêmes  con- 
clusions, sans  s'appixyer  sur  aucun  résultat  antérieur,  ce  qui  dis- 
pense même  de  l'hypothèse  que  les  coefficients  soient  des  fonc- 
tions analytiques.  Partons  de  l'équation 

(Pu        d^u  du  du 

dx^         dy^  dx  dy 

On  suppose  que,  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour  C,  le 
coefficient  c  soit  constamment  négatif  (et  non  nul).  Nous  voulons 
montrer  qu'il  ne  pourra  y  avoir  deux  intégrales  de  l'équation, 
bien  déterminées  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres,  prenant  sur  C  les  mêmes  valeurs.  Con- 
sidérons, en  effet,  la  difi'érence  u  de  deux  telles  intégrales,  qui 
s'annule  sur  C.  Nous  allons  voir  qu'elle  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  positive  dans  A.  Si,  en  effet,  elle  devenait  positive,  elle 
aurait  une  limite  supérieure  qu'elle  atteindrait  au  moins  pour  un 
point  (^ojJKo)  ^6  l'intérieur  de  l'aire.  Donnons  alors  à  y  la  va- 
leur fixe  jKo  et  considérons  la  fonction  u{^x^  y\').  Il  est  clair  que 

( -T- )    est  nul;  d'autre  part  la  formule  de  Taylor,  arrêtée  au  se- 
('  )  A.  Paraf,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VI,  1892. 
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cond  terme, 

montre  que  (  y^  1  doit  être  négatif  ou  nul,  car,  dans  le  cas  con- 
traire, le  second  terme  du  second  membre  serait  positif  pour  x 
^'oisin  de  Xq,  ce  qui  conduirait  à  m(^,  jKo)  >  w(-^o?  yo)-  Ainsi 
donc,  pour 

on  aura 

et  pareillement 

tandis  que 


X  =  Xo^ 

y  =yo, 

du 

d^u  ^ 
dx^-"" 

du 

d'^u  ^ 

ày'' 

i(  >  o        et        c  <  o. 


Ces  égalités  et  inégalités  sont  incompatibles  avec  Féquation 
différentielle.  11  est  donc  établi  qu'aucune  intégrale  ne  peut  avoir 
dans  A  un  maximum  positif;  elle  ne  peut  non  plus  avoir  un  mi- 
nimum négatif,  comme  on  le  voit  en  changeant  u  en  —  u.  Il  en 
résulte  que  si  la  fonction  u  est  nulle  sur  le  contour,  elle  sera 
nulle  à  l'intérieur.  Ce  résultat  s'étend  même  au  cas  où,  à  l'inté- 
rieur du  contour,  c  serait  négatif  ow  nul,  tandis  que,  dans  la  dé- 
monstration précédente,  nous  avons  dû  supposer  que  c  ne  s'an- 
nulait pas;  nous  renverrons  pour  ce  point  au  travail  de  M.  Paraf. 

IV.  —  Problème  de  Diriclilet.  Recherche  de  la  fonction  harmo- 
nique prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour.  Méthode  de 
M.  Neumann. 

27.  Nous  avons  maintenant  à  chercher  si,  étant  donnée  une 
succession  continue  de  valeurs  sur  un  contour,  il  existe  une  fonc- 
tion harmonique  continue  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par  le 
contour  et  prenant  sur  celui-ci  les  valeurs  données. 

Dans  sa  célèbre  dissertation  inaugurale,  Riemann  adonné  de  ce 
problème,  qu'il  appelle  le  principe  de  Dirichlet ,  une  démon- 
stration extrêmement  simple.  Quoique  cette  démonstration  ne  pré- 
sente pas  une  rigueur  suffisante,  nous  devons  l'exposer;  elle  rend 
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en  effet  tout  au  moins  très  vraisemblable  le  théorème  en  question 
et  elle  est  le  type  d'un  genre  de  raisonnement  fréquemment  em- 
ployé en  Physique  mathématique  et  dont,  faute  de  mieux,  on  doit 
souvent  se  contenter.  , 

28.  Commençons  par  démontrer  le  théorème  suivant.  Considé- 
rons une  fonction  harmonique  u  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  l'aire  limitée  par  un  con- 
tour C,  et  supposons  que  sur  le  contour  lui-même  u  et  ses  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  soient  continues. 

On  forme  l'intégrale 


-nm-mY'^^ 


V  représentant  une  fonction  quelconque  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions  de  continuité  que  u  et  prenant  sur  le  contour  les 
mêmes  valeurs.  Dans  ces  conditions,  V intégrcde  précédente  sera 
mi  ni  m  a  pour  v  ^=  u. 

Soit,  en  effet,  v  —  w  =  A;  la  fonction  li  sera  nulle  sur  le  con- 
tour et  l'on  aura 

Or  la  seconde  intégrale  est  nulle  d'après  la  formule  prélimi- 
naire de  Green  qui  peut  s'écrire 

/    i  i :: h :—]  dx  dy  =  —    I   h  ~-j^  ds  —  /    l  h  à>.u  dx  dy. 

J  J   \dx  dx        àydyj  "^  J^^^      dn  J  J  -^ 

L'intégrale  I  est  donc  moindre  pour  c  =  u  que  pour  toute 
autre  fonction  v  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  le  contour. 

Ace  théorème,  nous  pouvons  joindre  une  réciproque.  Les  con- 
ditions de  continuité  restant  toujours  les  mêmes  pour  les  fonctions 
considérées  et  celles-ci  prenant  de  plus,  toutes,  les  mêmes  valeurs 
sur  le  contour,  si  l' intégrale  I  est  minima  quand  on  met  à  la 
place  de  v  une  certaine  fonction  u^  celle-ci  satisfait  à  V équa- 
tion 

Am  =  o. 
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Posons 

V  =:  u  -h  a  A, 

a  désignant  une  constante  et  h  une  fonction  de  x  ely  s'annulant 
sur  C.  Pour  cette  fonction,  on  aura 

Or  le  coefficient  de  a  peut  s'écrire 

—  2  /    I  h  t^u  dx  dy. 

Si  ce  coefficient  n'est  pas  nul,  la  somme  des  deux  derniers 
termes  dans  Fexpression  de  I  sera  certainement  négative  si  l'on 
prend  a  suffisamment  petit  et  d'un  signe  convenable.  Puisque, 
par  hypothèse,  l'intégrale  I  est  minima  pour  v  =-.  w,  il  faut  néces- 
sairement que 

(lo)  /    ihLudxdy^o. 

Or  la  fonction  h  n'est  assujettie  qu'à  la  condition  de  s'annuler 
sur  C  et  d'être  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux 
premiers  ordres.  Supposons  qu'en  un  poiçt  (57(,,jKo)  à  l'intérieur 
de  l'aire,  Aw  ne  soit  pas  nul  :  il  sera  d'un  signe  invariable  dans  le 
voisinage,  soit  à  l'intérieur  d'un  cercle  F  de  rayon  p  ayant  (^05  JKo) 
pour  centre.  Définissons  alors  h  par  la  condition  qu'elle  soit  nulle 
entre  C  et  F,  et  que,  à  l'intérieur  de  F, 

A  =  [p3-(^-a;o)2-(jK-^o)^]''^ 

Si  l'entier  m  est  supérieur  à  deux,  la  fonction  ainsi  définie  s'an- 
nulera sur  C  et  sera  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres.  Mais  pour  une  telle  fonction,  l'inté- 
grale (10)  ne  pourra  évidemment  pas  être  nulle.  Il  en  résulte  qu'en 
tous  les  points  de  l'aire 

Aif  =  0, 

comme  nous  voulions  l'établir. 


38  CHAPITRE   I. 

29.  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  à  l'abri  de  toute  ob- 
jection. Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fin  du  raisonnement  par  le- 
quel Riemann  établit  l'existence  d'une  fonction  harmonique  u 
prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour. 

Considérons  toujours  l'intégrale 


iim-my-'- 


ç  désignant  une  fonction  quelconque  assujettie  seulement,  sauf 
les  conditions  indiquées  de  continuité,  à  prendre  la  succession  de 
valeurs  données  sur  le  contour.  Cette  intégrale  est  nécessairement 
positive  et  ne  peut  s'annuler;  il  y  a  donc  une  limite  (')  au-dessous 
de  laquelle  elle  ne  peut  descendre.  Désignons  par  u  la  fonction 
pour  laquelle  l'intégrale  atteindra  son  minimum  ;  la  fonction  u^ 
d'après  le  théorème  précédent,  sera  harmonique  et  le  problème  de 
Dirichlet  se  trouve  ainsi  résolu. 

J'ai  souligné  le  point  défectueux  dans  la  déduction  précédente. 
On  ne  peut  être  certain  a  priori  qu'il  existe  une  fonction  u,  sa- 
tisfaisant aux  conditions  de  continuité,  pour  laquelle  l'intégrale 
atteigne  effectivement  sa  limite  inférieure.  C'est  là  une  objection 
capitale  qu'il  semble  impossible  de  tourner.  Aussi  ce  mode  de  dé- 
monstration n'est-il  plus  aujourd'hui  considéré  comme  suffisant; 
il  présente  de  plus  un  autre  inconvénient  :  il  ne  donne  aucun  moyen 
d'obtenir,  ne  fût-ce  qu'approximativement,  la  solution  que  l'on 
cherche. 

30.  Le  problème  proposé,  que  nous  avons  déjà  donné  dans  le 
cas  du  cercle  (p.  i6),  a  été  traité  rigoureusement  par  M.  C.  Neu- 
mann  dans  le  cas  d'un  contour  convexe.  M.  Schwarz  a  montré 
ensuite  comment  on  pouvait,  dans  des  cas  étendus,  passer  d'un 
contour  convexe  à  un  contour  plus  compliqué,  ce  qui  lui  a  permis 
de  traiter  la  question  dans  le  cas  d'un  contour  limité  par  des  arcs 
réguliers  de  courbes  analytiques.  Enfin  M.  Poincaré  a  donné  du 


(')  Nous  admettons  ce  point  sans  plus  d'explication,  mais  il  ne  présente  au- 
cune difficulté,  comme  le  montre  l'iiemann  dans  sa  Dissertation.  On  pourra 
aussi  consulter  sur  cette  question  du  principe  de  Dirichlet,  d'après  Riemann,  là 
Thèse  de  M.  Simart  (Paris,  1882). 
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problème  de  Dirichlet  une  méthode  extrêmement  originale  et  qui 
diffère  complètement  par  le  point  de  départ  des  méthodes  précé- 
dentes. Nous  nous  bornerons  dans  ce  Chapitre  à  développer  la  mé- 
thode de  M.  Neumann,  qui  nous  servira  en  même  temps  à  établir 
quelques  propriétés  importantes  de  la  fonction  harmonique.  Les 
méthodes  de  MM.  Schwarz  et  Poincaré  seront  développées  dans 
d'autres  Chapitres. 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  le  cas  de  l'espace,  la  méthode  de 
M.  Neumann,  modifiée  en  mettant  à  profit  une  idée  de  Kirchhoff  : 
nous  suivrons  absolument  la  même  voie  dans  le  cas  du  plan. 

Nous  avons  supposé  que  la  surface  considérée  était  convexe  et 
avait  en  chaque  point  un  plan  tangent  déterminé.  Nous  garderons 
pour  le  contour  plan,  que  nous  avons  maintenant  à  considérer,  les 
mêmes  hypothèses,  sauf  toutefois  que  le  contour,  toujours  con- 
vexe, pourra  avoir  un  nombre  limité  Ae  pointes.  En  ces  derniers 
points,  le  contour  aura  deux  tangentes. 

31.  Une  intégrale  analogue  à  celle  de  Gauss  (t.  I,  p.  121)  nous 
sera  fournie  par  l'intégrale 


(")  J- 


^cr 


étendue  à  une  courbe  fermée  C,  r  désignant  la  distance  d'un  point 
fixe  A  à  un  point  M  de  l'élément  d'arc  variable  do:  de  la  courbe, 
et  l'angle  cp  représentant  l'angle  de  la  direction  MA  avec  la  normale 
intérieure  à  la  courbe  au  point  M. 

La  signification  géométrique  de  cette  intégrale  est  immédiate; 
elle  représente  la  somme  des  angles,  pris  avec  \\n  signe,  sous  les- 
quels du  point  A  on  voit  les  éléments  d(7  de  la  courbe.  L'inté- 
grale (i  i)  sera  donc  égale  à  2tt  quand  le  point  A  sera  à  l'intérieur 
de  la  courbe  C,  elle  sera  nulle  quand  le  point  sera  extéi^ieur  à  la 
courbe,  et  elle  sera  égale  à  71  quand  le  point  sera  en  un  point  ordi- 
naire de  la  courbe.  Si  enfin  le  point  A  est  une  pointe  du  contour, 
l'intégrale  sera  égale  à  l'angle  a  que  font  les  tangentes  aux  deux 
courbes  qui  forment  la  pointe.  Dans  l'hypothèse  où  nous  sommes 
d'un  contour  convexe,  a  sera  inférieur  à  tc. 

Nous  pouvons  généraliser  l'intégrale  précédente,  comme  nous 
l'avons  fait  (t.  I,  p.  i53).   Désignant  par  a,   b  les  coordonnées 
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de  A,  nous  formons  l'intégrale 

\(a,b)=    I '- d<7, 

■'c       '' 

où  p.  désigne  une  fonction  continue  du  paramètre  qui  fixe  la  po- 
sition d'un  point  sur  la  courbe.  Cette  intégrale,  considérée  comme 
fonction  de  [a,  b),  est  une  fonction  continue,  ainsi  que  ses  déri- 
vées partielles  quand  le  point  A  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de 
la  surface.  De  plus,  elle  satisfait  à  l'équation  de  Laplace^  c'est  ce 
qu'on  voit  de  suite  en  mettant  l'intégrale  sous  la  forme 


dr 
car  —  r=  —  coscp  (t.  I,  p.  i /\i). 

Or  pour  un  point  [x,  y)  du  contour  C,  logr  considéré  comme 
fonction  de  (a,  b)   satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  et  il  en  est 

par  suite  de  même  de 

dlo^r 
dn 

ce  qui  entraîne  la  même  conclusion  pour  l'intégrale. 

La  fonction  V(«,  b)  éprouve  une  discontinuité  pour  le  passage 
par  la  courbe  C.  Pour  étudier  cette  discontinuité,  il  n'y  a  qu'à 
suivre,  sans  y  rien  changer,  le  mode  de  raisonnement  employé 
pour  l'espace  (t.  I,  p.  i54)-  La  seule  différence  sera  que  ti  sera 

partout  remplacé  par  -  dans  les  formules,  puisque  la  circonférence 

de  rayon  un  est  égale  à  ai:,  tandis  que  l'aire  de  la  sphère  de  rayon 
un  est  égale  à  ^r^.  Prenant  un  point  fixe  s  sur  la  courbe  C,  et  dé- 
signant par  Y-s  la  valeur  de  ]j.  en  ce  point,  on  montrera  que 


est  une  fonction  continue  de  (cr,  b),  au  point  s,  c'est-à-dire  qu'elle 
tend  vers  la  même  valeur,  de  quelque  manière  que  le  point  (a,  b) 
tende  vers  s.  En  conservant  les  mêmes  notations,  on  aura  donc 

V/i-  =  Vi  +  TZlXs,  y  es  =  Vi—  TTfij;. 
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Ces  formules  supposent  que  le  point  5  ne  soit  pas  une  pointe 
sur  le  contour.  S'il  en  était  ainsi,  a  désignant  l'angle  des  tangentes, 
on  aurait,  en  écrivant  toujours  que  W(a,  b)  est  continue  au 
point  5, 

32.  On  établira  encore  une  remarque  analogue  à  celle  du  §  10 
(t.  I,  p.  i55).  On  partage  la  courbe  C  en  deux  parties  a  et  p,  et 
soient  s  et  s'  deux  points  quelconques  de  la  courbe.  Désignons 
d'une  manière  générale  par  IJ  l'intégrale 


JÇ  coscp 
V   ~^ 


d'y 


relative  au  point  s  et  étendue  à  une  portion  y  de  la  courbe.  On 
peut  trouver  un  nombre  \  compris  entre  zéro  et  un,  tel  que 
l'on  ait 

o<X<-L(i^  +  iP)<. 

■ITZ 

quelles  que  soient  les  positions  de  s  et  s'  sur  la  courbe. 

Je  ferai  seulement  une  remarque  sur  la  démonstration,  remarque 
que  nous  n'avions  pas  eu  l'occasion  de  faire  pour  les  surfaces  con- 
vexes, leur  supposant  toujours  en  chaque  point  un  plan  tangent 
unique.  Il  est  un  cas  où  la  somme 

peut  atteindre  zéro.  Il  faut  pour  cela  que  chacun  des  deux  termes 
s'annule 5  la  partie  a  devra  donc  se  composer  de  deux  droites  dont 
5  est  le  point  de  rencontre,  et  il  en  est  de  même  de  (S,  qui  se  com- 
posera de  deux  droites  se  rencontrant  en  s' .  La  courbe  convexe,  que 
nous  considérons,  se  réduira  alors  nécessairement  à  un  triangle 
ou  à  un  quadrilatère.  Ce  sont  les  seuls  cas  où  n'existe  pas  ce 
nombre  )v,  différent  de  zéro.  Ces  deux  courbes  sont  donc  exclues 
pour  l'application  de  la  méthode. 

33.   On  établira  enfin  une  dernière  propriété  de  l'intégrale 

^  Je.        '• 
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prise  pour   un  point  s  de  la  courbe  G.    Il  n'y  a,  je  le  répète, 

qu'à  changer  ti  en  -  dans  tous  les  raisonnements  et  calculs  (t.  I, 

p.  i5'^).  En  désignant  par  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  [j. 
sur  la  courbe,  on  a,  pour  deux  points  quelconques  s  et  5|  de  G, 

V,-V.,^(M-m)p, 

où  le  nombre  p  (qui  est  égal  à  i  —  X)  est  une  constante  positive 
comprise  entre  zéro  et  un. 

En  particulier,  si  M,  et  /?z,  désignent  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  Ys  sur  G,  on  a 

Ml—  mi^(M  —  7n)p. 

34.  Il  suffira  maintenant  d'indiquer  l'énoncé  de  la  solution  du 
principe  de  Dirichlet;  on  se  reportera  pour  la  démonstration  (') 
au  Tome  I,  p.  i58. 

Soit  une  fonction  continue  U  définie  sur  la  courbe  G;  en  dé- 
signant toujours  par  U^  la  valeur  d'une  fonction  U  au  point  s,  je 
forme  l'intégrale 

Ui(«,6)=-—   f^.^^{l]  —  \J,)d<j. 

Quand  le  point  (a,  b)  est  en  s,  elle  a  une  valeur  parfaitement  dé- 
terminée UJ .  L'ensemble  de  ces  valeurs,  quand  le  point  s  se  dé- 
place sur  la  courbe  G,  définit  une  fonction  U'  sur  cette  courbe. 
Formons  de  même  l'intégrale 


U2 


qui  permettra  de  définir  une  nouvelle  fonction  U^  sur  G;  et  ainsi 
de  suite  en  ayant  d'une  manière  générale 

U«(a,  6)  = r^:^(U«-i— U«-i)^a. 

La  série 

U4-Ul+U2-+-...+  U«H-... 


(')  Je  profite  de  l'occasion  pour  rectifier  une  erreur  d'impression.  Au  lieu  de 
puisque  U  —  U^  est  compris  entre  2M  et  2m  (ligne  9  en  remontant,  page  iSg), 
il  faut  lire  puisque  U  —  U^  est  compris  entre  M  —  m  et  m  —  M. 
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est  convergente  sur  la  courbe  C,  et  Vintégrale 

)SCf) 


4S 


V(«,  6) 


I     r  cos 

2-ir  J„      r 


(Uh-UIh-. 


U« 


)d'^ 


résout  le  problème  de  Dirichlet^  d  est-à-dire  qu'elle  satisfait  à 
Véquation  de  Laplace^  et  que  ¥(«;,  b)  tend  vers  U^,  quand  le 
point  (a,  b)  intérieur  ci  C  tend  vers  le  point  s  de  cette  courbe. 

3o.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  la  succession 
des  valeurs  données  sur  le  contour  était  une  fonction  continue. 
Q  est  intéressant,  pour  diverses  applications,  d'examiner  le  cas 
où  la  fonction  U,  donnée  sur  le  contour,  tout  en  étant  en  général 
continue,  aurait  un  certain  nombre  de  points  de  discontinuité  où 
elle  passerait  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre  valeur 
finie.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  j  ait  sur  le  contour  deux 
tels  points  A  et  B(Jig-.  2),  et  soient,  quand  on  parcourt  le  contour 
dans  le  sens  positif,  a  et  b  les  valeurs  correspondantes  des  discon- 
tinuités, de  telle  sorte  que,  si  U^-e  désigne  la  valeur  de  Uji  quand 


le  point  variable  M  tend  vers  A  en  marchant  dans  le.  sens,  de  la 
flèche,  et  si  Ua+£  désigne  la  valeur  limite  de  Uy  quand  M  tend 
vers  A  dans  le  sens  inverse,  on  ait 


et,  de  même, 


Ua-£  —  Ua+£  =  a 
Ub-£  — Ub+s  =  b. 


Pour  résoudre,  dans  ce  cas,  le  problème  de  Dirichlet,  on  pour- 
rait suivre  la  méthode  précédente  en  commençant  par  discuter 
l'intégrale  généralisée  de  Gauss,  quand  la  fonction  ^  éprouve  des 
discontinuités  de  la  nature  indiquée.  M.  Schwarz  a  montré  que  le 
cas  où  la  fonction  U  est  discontinue  peut  se  ramener  immédia- 
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lenient  au  cas  où  la  succession  des  valeurs  données  sur  le  contour 
est  continue  (').  Concevons,  en  effet,  la  fonction  U  prenant  sur 
le  contour  la  succession,  discontinue  en  A  et  B,  de  valeurs  données  ; 
si  l'on  désigne  par  (a,  a')  et  ([3,  [S')  les  coordonnées  de  A  et  B,  la 
fonction 

a                   Y  —  ^'        ^                   Y  —  ?' 
—  arc  tane -\ —  arc  tanff r. 

TT  X a  TT  X  —   p 

est  parfaitement  déterminée  dans  l'aire  limitée  par  C,  quand  ou 
a  une  fois  choisi,  en  un  point,  la  détermination  que  l'on  veut  adop- 
ter pour  les  arc  tang;  de  plus  cette  fonction  est  une  fonction  har- 
monique. Enfin,  quand  le  point  (^,Jk)  tend  vers  A  en  suivant  le 
contour,  d'abord  dans  le  sens  positif,  puis  ensuite  dans  le  sens 
négatif,  la  différence  des  deux  valeurs  limites  est  manifestement 
égale  à  cr,  si,  comme  nous  le  supposons,  A  n'est  pas  une  pointe. 
La  différence  analogue  pour  B  est  égale  à  h.  Or  formons  mainte- 
nant l'expression 

-cr       T-        «                     Y  —  a'        h                    y — S' 
V  =  U arc  tano'  ~ arc  tan-:? 75-  • 

TT  X  a  TT  X  p 

La  différence  des  deux  valeurs  limites  que  prend  cette  fonction 
quand  (^,  j^),  sur  le  contour  C,  se  rapproche  de  A  d'un  côté  ou 
de  l'autre,  sera  égale  à  zéro,  et  il  en  sera  de  même  pour  B.  Ad- 
mettons que  cette  expression  qui,  à  proprement  parler,  n'a  pas  de 
valeur  en  A,  ait  pour  valeur  la  limite  précédente  relative  à  ce  point, 
et  de  même  pour  B;  nous  pourrons  dire  alors  que  la  fonction  V 
prend  une  suite  continue  de  valeurs  sur  le  contour  C  et  nous  pour- 
rons l'obtenir  comme  il  a  été  vu  plus  haut.  On  en  déduira  la  va- 
leur de  U  par  la  formule 

T-       ^.       «                  Y  —  ^        h                  JK— B' 
Tj  =  V  H arc  tang 1 —  arc  tang ^• 

Tï  X  —  a         7:  X  —  p 

36.  Les  considérations  précédentes  nous  permettent  de  déter- 
miner une  fonction  harmonique  U  qui,  en  dehors  des  points  A 
et  B,  prend  sur  le  contour  une   succession  continue  de  valeurs 


C)  M.  Jules  Riemann  a  lire  très  heureusement  partie  de  la  même  idée  dans 
le  cas  des  aires  limitées  par  plusieurs  contours.  Voir  sa  Thèse  sur  .le  problème 
de  Dirichlet  {Annales  de  l'École  Normale^  1888). 
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données.  Il  n'est  pas  certain,  d'après  ce  qui  a  été  vu  jusqu'ici, 
que  cette  fonction  soit  unique.  Le  résultat  est  cependant  exact  si 
l'on  ajoute  l'hypothèse  que  la  fonction  reste,  en  valeur  absolue, 
inférieure  ce  un  nombre  fixe  dans  le  voisinage  des  points  de 
discontinuité. 

Il  faut,  pour  établir  ce  théorème,  montrer  qu'une  fonction  har- 
monique U  prenant  sur  C  la  valeur  zéro,  sauf  en  certains  points  A 
et  B  dans  le  voisinage  desquelles  on  suppose  qu'elle  reste  finie, 
est  nécessairement  nulle  identiquement. 

Nous  démontrerons  ce  résultat  en  supposant  que  le  contour  G 
se  réduise  à  un  cercle.  Ce  ne  sera  pas  restreindre  la  généralité  du 
théorème  si  l'on  admet,  comme  il  sera  démontré  plus  tard,  qu'on 
peut  faire  la  représentation  conforme  de  l'aire  considérée  sur  un 
cercle  (Chapitre  XI). 

Nous  considérons  donc  une  circonférence  C  de  rayon  R  et  de 
centre  O  et  deux  points  A  et  B  sur  cette  courbe.  Nous  donnant 
d'abord  un  nombre  v]  fixe,  mais  aussi  petit  qu'on  voudra,  nous 
traçons  deux  angles  a  et  [3  d'ouverture  9rr\  et  de  sommet  O,  ayant 
respectivement  OAet  OB  pour  bissectrices.  On  peut,  d'autre  part, 
trouver  un  cercle  Rh  (R,  -<  R)  tel  que,  sur  la  portion  de  cette  cir- 
conférence extérieure  aux  angles  a  et  [3,  les  valeurs  absolues  de  U 
soient  moindres  que  e,  en  désignant  par  e  une  seconde  quantité 
donnée  à  l'avance  aussi  petite  qu'on  voudra.  Sur  les  arcs  de  la  cir- 
conférence Ri  correspondant  aux  angles  a  et  3,  on  aura,  d'après 
l'hypothèse  faite, 

1  U  |<  M, 

M  étant  une  constante  fixe. 

Nous  pouvons  déterminer  la  fonction  harmonique  U  en  nous 
servant  de  la  formule  de  Poisson  relativement  à  la  circonférence  R, . 
On  voit  alors  que,  pour  un  point  quelconque  P,  intérieur  à  cette 
circonférence,  on  a 

|Up  !<).£-+-  [jir,, 

X  et  [JL  étant  deux  quantités  finies  indépendantes  de  s  et  t)  :  c'est  ce 

qui  i-ésulte  de  suite  de  la  décomposition  de  l'intégrale  en  deux 

parties.  Or  e  et  y)  sont  deux  constantes  aussi  petites  que  l'on  veut. 

P.  —  II.  3* 


46  CHAPITRE    I. 

11  esl  donc  bien  établi  que  la  fonction  Jiarnioniqiie  U  est  rigou- 
reusement nulle. 

Il  est  facile  de  donner  un  exemple  d'une  fonction  harmonique 
s'annulant  en  tous  les  points  d'une  circonférence,  sauf  un  seul, 
continue  d'ailleurs  à  l'intérieur  et  n'étant  pas  identiquement  nulle. 
Il  suffit  de  prendre 

U  =  -T^,  +  a, 

a  étant  une  constante.  Cette  fonction  s'annule  sur  la  circonférence 
représentée  par  l'équation 

X  -4-  a{x- -\- y'^)  =  o, 

sauf  à  l'origine  ;  son  module  ne  restant  pas  au-dessous  d'une  limite 
fixe  M,  le  théorème  précédent  n'est  pas  applicable. 

37.  Il  est  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  limite  des  va- 
leurs que  prend  \][x,y)  quand  le  point  (^,  J")  tend  vers  un 
point  A  du  contour  où  la  succession  des  valeurs  données  est  dis- 
continue. On  y  parvient  de  suite,  en  se  reportant  à  la  formule 


U  =  V-l-  7   -  arc  tan£ 


y 


V  a  en  chaque  point  de  discontinuité  une  valeur  déterminée. 
Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  point  [x^y)  se  rapproche  du 
point  A,  en  restant  sur  le  contour  C  et  en  marchant  d'abord  dans 
le  sens  positif  et  ensuite  dans  le  sens  négatif.  En  écrivant  U  sous 
la  forme 

TT         iTtr         «^  y  —  °'' 

u  =  Wm —  arc  tans ' 

7t  X  —  a 

W  étant  comme  V  parfaitement  déterminée  en  A,'on  aura  succes- 
sivement les  valeurs  limites 

(«)  Wa+-0, 

TT 

(P)  WA+-(0-r), 

TT 

0  désignant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tangente  à  la  courbe  en  A 
menée  dans  le  sens  négatif.  On  aura  donc,  quand  le  point  {x,  y) 
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tend  vers  A,  en  étant  à  l'intérieur  de  la  courbe, 

(Y)  Wa+^6S 

Q'  correspondant  à  la  direction  limite  suivant  laquelle  {-x,  y)  tend 
vers  A,  et  l'on  a 

e_7r<e'<  0  : 

l'expression  (y)  est  comprise  entre  (a)  et([i). 

En  faisant  varier  Q'  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  les  deux  valeurs  extrêmes  (a)  et  ([^).  Ce  résultat  est  bien 
d'accord  avec  ce  que  nous  avions  trouvé  dans  le  cas  particulier  du 
cercle  (t.  I,  p.  aSS). 

Supposons,  en  particulier,  que  la  succession  des  valeurs  don- 
nées soit^ero  sur  une  partie  de  la  courbe  et  un  sur  l'autre.  Soit 
toujours  A  un  des  points  de  discontinuité.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  si  (x,y)  tend  vers  A  en  restant  sur  une  courbe  qui 
ne  soit  pas  tangente  à  la  courbe  C  en  A,  la  limite  des  valeurs  que 
prend  U(a;^  y)  est  un  nombre  X  plus  petit  que  V  unité.  Nous  au- 
rons plus  tard  à  faire  usage  de  ce  cas  particulier. 
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CHAPITRE  IL 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  ET  PROLONGEMENT 
ANALYTIQUE  DES  FONCTIONS  HARMONIQUES  ET 
DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 


I.  —  Développements  en  séries  et  extension  des  fonctions 
harmoniques. 

1.  Nous  avons  déjà  indiqué  (Gliap.  1,  §  14)  un  développemeul 
en  série  d'une  fonclion  harmonique.  Il  nous  faut  reprendre  avec 
plus  de  détail  l'étude  des  développements  de  cette  forme.  En  par- 
lant de  l'intégrale 

i"^  Jq       K^ — 2n/'Cos(^  —  cD)-i-/-2 

où  /•  et  o  désignent  les  coordonnées  polaires  du  point  A  dont  x 
el  y  désigneront  les  coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  ob- 
tenu le  développement 


ou 


I  /•'''  I   /"''' 

a,n=-  -    I        /{<ii)  cosm'\)  d'il,  bm=-    1        f  {'^i)  sin  m  >h  d<\i. 

Ce  développement  converge  pour  tons  les  points  intérieurs  au 
cercle  de  rayon  R.  On  a  vu  aussi  que  le  terme  de  rang  m  dans  la. 
série  était  un  polynôme  homogène  et  de  degré  m  en  x  et  y. 

2.   Ceci  rappelé,  proposons-nous  une  question  inverse  en  con- 
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sidérant  a  priori  une  série  de  la  forme 

?«  =   oc 

(])  Ao-^    \    r'«(A,„  cos/ncp -f- B„j  sin/ncç). 

les  A  et  B  désignant  des  constanles.  J'envisage  les  denx  séries 

^X,„r"^     et     ^B,»/-'". 

Ce  sont  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  /•.  Elles  ont  donc  chacune  un  certain  champ  de  convergence 
(t.  I,  p.  199);  prenons  le  plus  petit  de  ces  deux  champs  de  con- 
vergence, soit  l'intervalle  ( —  L,  -f-  L).  La  série  (i)  sera  uniformé- 
ment convergente  quand  le  point  {x,y),  (^==/'coscp,  j)^=rsincp) 
sera  à  l'intérieur  à\\  cercle  de  rayon  L —  s,  e  étant  une  quantité  fixe 
aussi  petite  qu'on  voudra;  les  deux  séries 

■   2  !  A/«  i  /""     ei     2 1  B'«  I  '^'" 
sont,  en  effet,  convergentes  pour  r  <  L. 

Nous  appellerons  cercle  de  convergence  de  la  série  (i)  le  cercle 
de  rayon  L  ('  ).  Cherchons  quelques  propriétés  de  la  fonction  de 
r  et  de  cd,  ou  de  x  et  jk»  ainsi  définie  dans  ce  cercle.  Soit 

r"*C0S7ncp  —  u„i{x^y),         r'"sin/??cp  =1  v,n{x,y)  : 

Um  et  ^m-i  nous  l'avons  déjà  dit,  sont  des  polynômes  homogènes 
et  de  degré  m  en  x  ely,  et  l'on  a 

«/K-H-  w,n  =  (a?  ^-  ij )'«.    . 

Nous  avons  donc  la  fonction  Y(x,j)  définie,  dans  le  cercle  de 
rayon  L,  parle  développement 

in  z:z  00 

\{x;j)=  A„-H  ^  {^,nth>,-^  B,„p„,). 


(')  Il  n'est  pas  impossible  que  la  série  converge  en  dehors  de  ce  cercle,  mais 
nous  ne  nous  occupons  de  la  série  qu'à  l'inlérieur  de  ce  (lue  nous  appelons  le 
cercle  de  convergence. 

P.  -  II.  4 
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Montrons  d'abord  que  la  fonction  \ [x^y)  aura  des  dérivées 
partielles  de  tout  ordre  et  qu'on  pourra  les  obtenir  en  faisant  la 
somme  des  dérivées  correspondantes  des  termes  de  la  série.  11  suf- 
fira de  démontrer  le  même  théorème  pour  la  série  (i)  considérée 
comme  fonction  de  /■  et  de  cp  ;  soit  donc 

U  (■ /-,  cp )  =  Ao -I-  \    r'«(A,„  cos7?ip -4- B,„  sinmcp). 

Nous  allons  supposer  r^L',  \J  étant  une  quantité  plus  petite 
que  L  mais  qui  en  est  aussi  voisine  qu'on  voudra.  Les  deux  séries 

2  I  A,„  I  L''«      et      2  1  ^"^  I  L''" 
sont  convergentes  ainsi  que  les  séries 

2]  m  I  A,„  I  L'"S      2  m  \  B„,  |  h'"K 

On  aura  d'abord  évidemment,  d'après  les  propriétés  des  séries 
entières, 

7/ÎZ=    00 

— -  =     7    /«/'"'-VA,,,  cosmcp -I- B,„  sin?wcc). 
or        M^ 

m  =  1 

Prenons  maintenant  la  série  des  dérivées  par  rapport  à  cp 

TW^oo 

2,  mr"^{ —  A,„  sinmcp  -\-  B,„  cosmcp). 

7ra  =  1 

Cette  série  sera  convergente,  et  de  plus,  si  on  la  considère 
comme  fonction  de  !f>,  elle  sera  uniformément  convergente,  cp  va- 
riant de  o  à  iTZ.  Donc,  d'après  un  théorème   fondamental  (t.  J. 

p.  197),  elle  représentera  —  •  Le  théorème  démontré  pour  les  dé- 
rivées du  premier  ordre,  qui  sont  des  séries  de  même  forme  que 
la  proposée,  s'étend  aux  dérivées  de  tout  ordre. 

Ainsi  la  série  (i),  considérée  comme  fonction  de  ;•  et  de  cp,  a  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  s'obtiennent  en  formant 
la  série  des  dérivées  des  termes  successifs.  Par  suite,  on  aura  le 
même  théorème  pour  la   fonction  V  considérée  comme  fonction 
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de  X  et  jK-  Remarquons  de  plus  que  V  a  des  dérivées  pai^tielles  de 
tout  ordre  qui  se  trouvent  représentées  par  des  séries  de  même 
forme.  Ainsi 


dx 

7H  =  0 

m,  —  i 

l 

àu„, 

dx 

B,« 

ài>m 

dx 

Um  +  iVm 

=  (x  -^ 

f>) 

m 

Um- 

-1  + 

i^tn-~\ 

;  =  (^-h 

-^r 

\m  —  l 

don( 


ou 


du,n  .  àVm  ,  ,      •  X 

ox  ox 


àu,„  dv,n 

dx  dx 


Par  conséquent 


dY 


dx 

inz=l 


\    (  m  A„j U,n-i  +  m  B,n  f m-l )• 


Nous  avons  donc  une  série  de  même  forme. 
Prenons  maintenant  les  dérivées  secondes 

-dr^-2à\!^"'    dy-  -^  dy-  ]' 

t^Uin  =  O,  AP,„  =  O, 

AV  =  o. 


et  puisque 


on  aura 


Ainsi  la  fonction  \  {x^y)  représentée  par  la  série,  est,  comme 
chacun  de  ses  ternies,  une  fonction  harmonique  et  continue  à 
V intérieur  du  cercle  de  rayon  L. 

Cette  proposition  est,  en  quelque  sorte,  l'inverse  de  celle  que 
nous  x^appelions  au  paragraphe  précédent.  Il  est  clair  que,  si  dans 
les  expressions  précédentes  nous  remplaçons  x  par  x  —  x^  et  y 
par  y — jKo,  nous  aurons  des  fonctions  définies  dans  des  cercles 
ayant  pour  centre  (xo,yo)- 
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3.  Reprenons  une  fonction  harmonique  V(x,j}^),  continue  à  l'in- 
térieur d'un  cercle  G  de  trayon  R  ayant  l'origine  pour  centre.  On 
suppose  qu'on  ne  sache  rien  de  la  nature  de  la  fonction  sur  la  cir- 
conférence elle-même.  Pour  effectuer  le  développement  en  série 
de  la  fonction,  on  doit  prendre  une  circonférence  de  rayon  R', 
moindre  que  R,  et  le  développement  déjà  rappelé  au  §  1  de  ce 
Chapitre,  nous  donne  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R' 

ni  --  oo 

(2)  V(^,7)=  Ao-H  \    /-'«(A,»  cosmcp -H  B,„  sinmtf). 

On  peut  se  demander  si  ce  développement  est  indépendant  de  R'. 
W  est  aisé  de  voir  que  K„i  et  B,„  ne  dépendent  pas  de  R';  soit,  en 
effet,  pour  R"<<R'  un  autre  développement  de  V(^,jk);  en  fai- 
sant la  différence  de  ces  deux  séries,  on  aurait  une  identité  de  la 
forme 

o  =  ao-f-   ">_/■'"(«/«  cos  m cp -i- P/„  sin  7?^cp)  (/■<R"). 

7«  =  1 

La  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  qui  fi- 
gure dans  le  second  membre,  ne  peut  être  identiquement  nulle 

que  si 

a„j  cos/?^cp  -1-  ^m  sin/?icp  =  o, 

quelque  soit  cp,  c'est-à-dire  que  a,;î=  (3/„=  o,  et  les  coefficients 
des  deux  développements  supposés  sont  identiques.  La  série  (2) 
définit  donc  la  fonction  pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  C 
de  rayon  R. 

Ceci  posé,  prenons  à  l'intérieur  de  ce  cercle  un  point  arbitraire 
(^ojj'o)  autre  que  l'origine.  Du  point  (^ojJKo)  comme  centre,  dé- 
crivons le  cercle  C/  tangent  intérieurement  au  cercle  C;  la  fonc- 
tion V(^,j")  à  l'intérieur  de  ce  cercle  pourra  être  développée  en 
une  série  de  la  forme 

V(a?,jK)=  Po+  2  {^"iUm{^  —  ^o,r— 7o)+Q/«(^/«(iî?  — a7o,jK— JKo)], 

m  =  1 

les  P  et  Q  étant  des  constantes. 

Une  remarque  capitale  est  à  faire  sur  cette  dernière  série.  Son 
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cercle  de  convergence  a  un  rayon  au  moins  égal  à  celui  du  cercle 
(y),  mais  il  ne  lui  est  pas  nécessairement  égal.  Soit  Y  {fig.  3) 
ce   cercle   de  convergence;    supposons  son  rajon  plus  grand  que 


Fig.  3. 

y 

^.rt,^^,^ 

/^^ 

^T) 

[        /<c^^A;-'; 

% 

\      V  ''^J\ 

ê 

\        tT)     \ 

i  - 

celui  de  (y).  On  voit  que  la  fonction  V(^,y)  se  trouve  maintenant 
définie  dans  une  région  où  elle  n'était  pas  déterminée  par  le  pre- 
mier développement  en  série,  à  savoir  la  partie  ombrée  dans  la 
figure  intérieure  à  F  et  extérieure  à  C.  Ce  fait  est  extrêmement 
important;  on  dit  alors  que  Von  a  effectué  le  prolongement  ana- 
lytique de  la  fonction  V  au  delà  de  l'arc  a^  de  la  circonfé- 
rence C  (a  et  p  désignant  les  points  de  rencontre  des  circonfé- 
rences C  et  r). 

On  pourrait,  de  la  même  manière,  chercher  à  effectuer  le  pro- 
longement analytique  de  la  fonction  au  delà  d'un  arc  de  la 
circonférence  F,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche. 

Les  circonstances  les  plus  variées  peuvent  se  produire  dans  la 
recherche  de  ce  prolongement  analytique.  On  pourrait  tout  d'abord 
être  arrêté  dès  le  début,  c'est-à-dire  qu'il  pourrait  arriver  que, 
quel  que  soit  (^o^JKo))  le  cercle  F  fût  le  cercle  y;  alors  le  prolonge- 
ment analytique  de  la  fonction  au  delà  du  cercle  G  est  impossible. 
Dans  d'autres  cas,  en  prenant  pour  les  circonférences  F  une 
succession  de  centres  situés  sur  un  arc  de  courbe  joignant  le 
point  O  à  un  point  A  du  plan,  on  pourra  atteindre  le  point  A; 
il  pourra  arriver  aussi  qu'on  n'atteigne  pas  ce  point.  Enfin,  en 
allant  du  point  O  à  ce  même  point  A  par  deux  chemins  différents, 
on  pourra  ne  pas  trouver  la  même  valeur  à  l'arrivée  :  la  fonction 
prolongée  présentera  alors  quelque  singularité  dans  l'aire  limitée 
par  les  deux  chemins. 
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4.   Il  est  facile  de  citer  des  exemples  d'une  fonction  ne  pouvant 
être  prolongée  au  delà  d'un  cercle  C.  Reprenons,  en  effet,  l'inté- 


grale de  Poisson 

qui  définit  une  fonction  harmonique  V(x,j')  prenant  sur  le 
cercle  C  de  rajon  R,  ayant  l'origine  pour  centre,  la  succession 
des  valeurs  données  par  la  fonction  f{'^)-  Si  la  fonction  peut  être 
prolongée  au  delà  d'un  certain  arc  a^  de  la  circonférence  C,  il  fau- 
dra nécessairement  quey(J;)  soit  une  fonction  analytique  de  (|^  sur 
cet  arc;  en  effet,  \{x^y)  sera  alors  une  fonction  analytique  de  x 
et  y  dans  une  certaine  aire  comprenant  l'arc  a[3  à  son  intérieur,  et 
comme  x  et  j',  qui  sont  égaux  à  Rcos^  et  R  sin-i  sur  le  cercle, 
sont  des  fonctions  analytiques  de  t];,  il  en  résulte  que  \[x^y)  sera 
une  fonction  analytique  de  cd  sur  l'arc  a[3.  Or  nous  pouvons 
prendre  pour  f{'^)  une  fonction  continue  ayant  au  pour  période 
et  qui  ne  soit  pas  une  fonction  analytique  de  '|  :  telle  est  la  fonc- 
tion donnée  par  M.  Weierstrass,.  comme  premier  exemple  d'une 
fonction  continue  n'ayant  pas  de  dérivée, 

0 

où  b  est  une  constante  positive  plus  petite  que  l'unité,  a  un  entier 

impair  supérieur  à  un,  et  où  l'on  suppose  de  plus  «6^  i  H ■  [voir 

par  exemple,  pour  la  démonstration,  Jordak,  Traité  d'Analyse, 
t.  m,  p.  577). 

5.  Nous  allons  faire  deux  remarques  générales  sur  les  fonctions 
harmoniques,  qui  nous  seront  plus  tard  utiles  et  où  nous  aurons 
à  invoquer  la  notion  de  prolongement  analytique  qui  vient  d'être 
étudiée  dans  les  paragraphes  précédents. 

La  première  remarque  est  relative  à  une  fonction  harmonique, 
bien  déterminée  et  continue  dans  une  aire  A,  et  que  l'on  suppose 
constante  dans  une  aire  B,  intérieure  à  A,  et  d'ailleurs  aussi  petite 
qu'on  veut.  La  fonction  sera  constante  dans  A  ;  en  effet,  pour 
faire  le  prolongement  analytique  de  l'expression  en  dehors  de  B, 
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on  n'aura  à  employer  des  séries  de  la  forme  de  celles  considérées 

au  §  2, 

Aq-I-  ^  r'"-(A/ii  cosm  o  -r-  B„,  s'm  ni^). 

Tous  les  coefficients,  sauf  le  premier,  doivent  être  nuls,  puisque 
pour  r  assez  petit,  correspondant  à  des  points  dans  B,  la  fonction 
se  réduit  à  une  constante.  En  étendant  donc  ainsi  la  fonction  de 
proche  en  proche,  on  voit  qu'elle  sera  constante  dans  toute 
l'étendue  de  A. 

La  seconde  remarque  est  relative  aux  valeurs  d'une  fonction 
harmonique  U  à  l'intérieur  d'un  contour  C  sur  lequel  elle  prend 
une  succession  de  valeurs.  En  supposant  d'abord  cette  succession 
continue,  soient  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonc- 
tion sur  le  contour.  Je  dis  que,  pour  tout  point  à  l'intérieur,  on 

aura 

m  <  U  <  M         (on  suppose  M  ^  m), 

chaque  inégalité  excluant  l'égalité.  La  fonction  ne  peut  évidem- 
ment prendre  de  valeurs  supérieures  à  M  ou  inférieures  à  m,  car 
autrement  elle  aurait,  à  l'intérieur,  un  maximum  ou  un  minimum. 
De  plus,  il  est  impossible  qu'en  un  point  a  de  l'intérieur  on  ait 

U  =  M, 

car,  si  Ton  décrit,  autour  de  a  comme  centre,  un  cercle  F  de  rayon 
arbitraire  p,  on  aurait  (Chap.  I,  §  10) 


=  -  f' 


M  = U  ds, 

T 

inégalité  impossible  puisque,  sur  F,  U  ne  peut  être  constamment 
égal  à  M. 

Si  l'on  suppose  que  les  valeurs  de  U  sur  le  contour  soient  dis- 
continues, comine  au  Chapitre  I  (§  35),  désignons  toujours  par  M 
et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  ces  valeurs  (pour  les  points 
limites,  on  considérera  la  valeur  comme  double,  en  prenant  les 
deux  limites).  Les  inégalités 

m  <  U  <  M 

subsistent  pour  tout  point  intérieur.  En  effet,  quand  (x^y)  tend 
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vers  un  point  <_le  discontinuité,  la  valeur  limite  de  U  est  comprise 
entre  M  et  /;/  (Chap.  I,  §  IS)  ;  il  n'v  a  donc  rien  à  changer  au 
raisonnement  précédent. 

6.  Nous  terminerons  ces  généralités  en  démontrant  un  théorème 
dii  à  M.  Harnack(').  Considérons  d'abord,  dans  un  lemme  préli- 
minaire, la  suite 

Uo,      ii-i,      u<>,      .  .  . ,      K-m      •  ■  ■ 

de  fonctions  harmoniques  à  l'intérieur  d'un  contour  G.  On  sup- 
pose que,  sur  le  contour,  la  série 

(3)  .  Uo-^Ui  +  ...^-  U„+   .. 

des  valeurs  de  ces  fonctions  soit  uniforniéinent  convergente.  Je 
dis  que  la  série 

sera  uniforinément  convergente  à  V intérieur  de  l'aire  et  re- 
présentera une  fonction  liarnioniciue. 

D'après  la  définition  donnée  (t.  I,  p.  igS)  de  la  convergence  uni- 
forme, on  pourra  prendre  n  assez  grand,  e  étant  donné  à  l'avance, 
pour  que,  en  tout  point  du  contour,  on  ait,  quel  que  soit/?, 

I  U,i -I-  U/i-f-i -f- .  .  . -H  U„-^/,  I  <  £. 

Or,  d'après  les  propriétés  des  fonctions  harmoniques, 
à  l'intérieur  de  l'aire,  est  inférieure  au  maximum  de 
sur  le  contour  ;  il  en  résulte  immédiatement  que  la  série 

Mo  -i-  «1  H-  .  .  .  -l-  M„  -h  .  .  . 

est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  l'aire. 

Montrons  maintenant  que  cette  série  représente  une  fonction 


(')    V^oir  l'Ouvrage   déjà   cité   de   M.   Harnyck  :  Die  Grundlagen  der  Théorie 
des  los;oiitlimischen  Potentielles,  p.  ^7;  1887. 
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harmonique.  Nous  considérons,  à  cet  efFet,  une  circonférence  C  à 
l'intérieur  de  l'aire  i  soient 

Vo,    Vi.    ...,    v„,    ... 

les  valeurs  des  u  sur  cette  circonférence.  La  série 
(4)  Vo+Vi  +  ...H~V„  +  ... 

sera  évidemment  uniformément  convergente  sur  C. 
Prenant  alors  pour  le  cercle  l'intégrale  de  Poisson 

et  appelant  p„  le  reste  de  la  série  (4)  correspondant  au  rang  /i, 
nous  pourrons,  pour  les  points  de  l'intérieur  du  cercle,  écrire 
cette  intégrale  sous  la  forme 

R2- 


%ii  j        P"R2— siRrcosCti/  — cp)^r2    ^' 


Or  }  p^  { <<  £  pour  tous  les  points  du  contour;  par  conséquent, 
la  série 

?/0  -t-  "l  -I-  •  •  •  -H  M/j  +  .  .  . 

est  représentée  par  l'intégrale  (5)  à  l'intérieur  du  cercle  ;  elle  l'e- 
présente  donc  une  fonction  harmonique.  D'ailleurs,  d'après  ce  qui 
précède,  il  est  bien  évident  que  cette  série  tend  vers  la  série  des  U 
quand  {^x,y^  se  rapproche  d'un  point  du  contour. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  :  Soit 
une  série 

«u  -t-  «1  ^-  •  •  •  H-  U,i-^  .  .  . 

de  fonctions  harmoniques  toutes  positives  à  V intérieur  de 
l'aire  limitée  par  un  contour  C.  Si  cette  série  converge  en  an 
point  O  de  l' intérieur  de  l'aire,  elle  convergera  en  tous  les 
points  de  V intérieur  de  Vaire  et  représentera  une  fonction 
harmonique. 

Soit  V  une  fonction  harmonique  positive  définie  le  long  d'un 
cercle  F  de  centre  O  et  de  rayon  R;  on  a 

I    r'^"" 
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Pour  un  point  A  de  Tintérieur  du  cercle,  on  a 

R2—  7-2 


AM' 


en  désignant  par  /•  la  distance  OA  et  AM  représentant  la  distance 
de  A  au  point  variable  M  correspondant  à  l'angle  J;  sur  la  circon- 
férence. Il  est  clair  que 


R  —  /■         R2  —  7-2         R 


Donc,  puisque  les  V  sont  positifs, 


^=^Vo<v.<^ti:v„. 


Ceci  dit,  décrivons,  du  point  O  de  l'énoncé  précédent,  un  cercle 
qui  soit  intérieur  à  l'aire,  la  série 


Mo  -^  ïf  1  -+-  .  .  .  -4-  M„  H-  .  .  . 

convergera  pour  tout  point  intérieur  à  ce  cercle. 
On  a,  en  effet,  quels  que  soient  les  entiers  n  et  m, 

les  11*^  et  les  u'^  désignant  d'une  manière  générale  les  valeurs  de  u 
en  O  et  en  A.  La  série  convergente  pour  le  point  O  convergera 
donc  pour  le  point  A.  Il  est  évident  qu'elle  convergera  uniformé- 
ment sur  toute  circonférence  intérieure  à  la  circonférence  primi- 
tivement tracée  ;  d'après  le  lemme,  elle  représente,  à  l'intérieur 
de  celle-là,  une  fonction  harmonique.  En  allant  de  proche  en 
proche,  on  peut  atteindre,  en  considérant  une  suite  de  circonfé- 
rences, tout  point  de  l'intérieur  de  l'aire,  et  le  théorème  se  trouve, 
par  suite,  établi.  On  remarquera  que  la  série  sera  uniformément 
convergente  à  l'intérieur  de  toute  aire  comprise  dans  l'aire  que 
limite  G  et  n'ayant  aucun  point  commun  avec  cette  courbe. 
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II.  —  Fonctions  harmoniques  à  l'infini.  Problème  de  Dirichlet 
pour  l'extérieur  d'une  aire. 

7.  Nous  avons  toujours  considéré,  jusqu'ici,  des  fonctions  har- 
moniques pour  des  valeurs  finies  de  x  et  y.  On  étudiera  les  fonc- 
tions harmoniques  dans  le  cas  où  le  point  (ûs,  y)  s'éloignera 
indéfiniment,  en  s'appuyant  sur  la  propriété  suivante  de  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  On  sait  que  cette 
transformation,  quand  l'origine  est  le  centre  de  la  transformation, 
s'exprime  analytiquement  par  les  foi"mules 

^  —  Y  =  — - — ——  {k  étant  une  constante), 


OU  les  formules  équivalentes 


k^X  k^Y 

y 


X2+Y2  -^  X2^-Y2 

(^eci  posé,  si  W{x,y)  désigne  une  fonction  harmonique, 

sera  encore  une  fonction  harmonique. 

Ce  théorème,  que  vérifierait  immédiatement  un  calcul  direct, 
peut  encore  s'établir  en  se  rappelant  (t.  I,  p.  43i)  que,  si  la  trans- 
formation 

;r  =  P(X,Y),        jK  =  Q(X,Y) 

conserve  les  angles,  l'équation 

()2y       ()2V  _ 
dx"^        dy"- 

devient,  après  le  changement  de  variables, 

(9X2    "^    dY2     ~  °' 

Du  théorème  précédent,  on  conclut  que  l'élude  de  la  fonction 
harmonique  V(^,jk)î  pour  de  grandes  valeurs  de  x  et  dejK,  re- 
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vient  à  l'étude  de  la  fonction  harmonique  de  X  et  Y, 

dans  le  voisinage  de  X  =:^  o,  Y  =  o. 

8.  Nous  pouvons  définir  maintenant  ce  qu'on  doit  entendre  pai- 
fonction  harmonique  régulière  à  V infini.  Soit  une  fonction  har- 
monique V(:r,j'),  uniforme  et  continue  à  l'extérieur  d'un  cercle  F 
ayant  l'origine  pour  centre,  pour  toute  valeur  finie  de  x  eiy.  En 
faisant  la  transformation  précédente,  nous  avons  à  considérer  la 
fonction 

W(X,  Y")  est  une  fonction  harmonique,  bien  déterminée  et  con- 
tinue, pour  tous  les  points  (X,  Y)  de  l'intérieur  du  cercle  F'  trans- 
formé de  F  par  rayons  vecteurs  réciproques,  sauf  peut-être  pour 
l'origine  X  ^  o,  Y  =::  o.  Si  ce  dernier  point  est  aussi  un  point  or- 
dinaire pour  la  fonction  W(X,  Y),  on  dira  que  ia  fonction 
y(x,  r)  est  régulière  à  l'infini. 

Indiquons  une  forme  remarquable  pour  le  développement  de 
V(x,y)  à  l'extérieur  de  F.  Nous  avons  vu  cju'à  l'intérieur  de  F' 
on  a,  pour  W(X,  Y), 

(8)  W{X,Y)--2«^,„(X,Y), 

w,„(X,  Y)  désignant  un  polynôme  harmonique  homogène  et  de 
degré  m  en  X  et  Y.  On  a,  par  suite, 


(9)  ,         Y(a7,  jKj-^l 


^m{^iy)  désignant  un   polynôme   harmonique,   homogène  et  de 
degré  m  en  x  ely. 

Cette  forme  de  développement  à  l'extérieur  d'un  cercle  est 
d'ailleurs  cai'actéristique  pour  une  fonction  régulière  à  l'inlini, 
car  on  remonte  immédiatement  du  développement  (9)  au  déve- 
loppement (8). 
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9.  Posons-nous  maintenant  le  problème  de  Dirichlet  pour  la 
partie  du  plan  extérieur  à  un  contour  donné  C.  L'énoncé  sera 
alors  le  suivant  : 

Trouver  une  fonction  harmonique,  continue  et  uniforme 
dans  Vespace  extérieur  à  C,  régulière  à  V infini,  et  prenant 
sur  C  une  succession  donnée  de  valeurs. 

Ce  problème  se  ramène  immédiatement  au  cas  du  problème  re- 
latif à  l'intérieur  d'une  aire.  Transformons,  en  effet,  la  figure  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  pour  centre  de  transfor- 
mation un  point  intérieur  à  C.  Le  contour  G  se  transformera  en  un 
contour  C,  et  la  fonction  c|ue  nous  cherchons  Y [x^  y)  deviendra 
une  fonction  W(X,  Y),  uniforme  et  continue  pour  tous  les  points 
intérieurs  à  C  et  prenant  sur  C  la  succession  donnée  de  valeurs. 
Le  problème  extérieur  est  donc  ramené  au  problème  intérieur, 
et  l'on  voit  bien  que  c'est  l'hypothèse  faite,  que  la  fonction  \{x^y) 
est  régulière  à  l'infini,  qui  nous  permet  d'affirmer  que  la  fonction 
W(X,  Y)  n'a  pas  le  point  X  r^-  o,  Y  =:  o  comme  point  singulier. 

10.  Dans  le  cas  de  l'espace,  nous  n'avons  pas  parlé  au  Tome  i 
du  problème  extérieur.  Il  y  a,  à  cet  égard,  une  grande  différence 
entre  le  cas  du  plan  et  celui  de  l'espace,  et  l'on  se  tromperait 
gravement  en  posant  le  problème  de  la  même  manière  dans  les 
deux  cas. 

Considérons  encore  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques 

k^x  ,,  k-Y  „  k^z 


X  = 


x'^-^y'^^z'^  x^--y'^-{-z-  x^-hy'^- 


On  peut  vérifier,  avec  Sir  William  Thomson  ('),  que,  si  la  fonction 
V(^,  y,  z)  est  harmonique,  la  fonction 

k^-x  k^y 

(10) 


^x^^^yi^z^.      \x-^ -\- y^ -t- z^'    x^-^y^^z^    x^-+-y^-+-. 

sera  encore  une  fonction  harmonicjue.  C'est  ce  que  vérifie  sans 
difficulté  un  calcul  direct. 


('  )  Journal  de  Liouville,  L.  XII  (extraits  de  LeUres  adressées  à  M.  Liouville). 
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Il  en  résulte  qu'une  fonction  V(.r,  j^,  :;)  harmonique  et  con- 
tinue dans  le  voisinage  de  l'origine  conduit,  au  moyen  de  l'expres- 
sion (lo),  à  une  fonction  harmonique  bien  déterminée,  quand  le 
point  (^,  jK,  z)  est  suffisamment  éloigné  de  l'oiHgine,  et  qui  s'an- 
nule à  V infini. 

Cette  remarque  montre  immédiatement  comment  le  problème 
extérieur  doit  être  posé  dans  le  cas  de  l'espace.  Ce  problème  con- 
siste à  trouver  une  fonction  harmonique  continue  à  l'extérieur 
d'une  surface,  prenant  sur  cette  surface  des  valeurs  données  et 
s'annulant  à  l'infini. 

III.  —  Développement  en  série  des  fonctions  analytiques  d'une 
variable  complexe.  Théorème  de  Cauchy.  Fonctions  élémen- 
taires. 

11.  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  d'une  variable 

(il)  «0-1-  «1-  -+-•■•-+-  2t«  ■2"-+--  •  • 

jouent  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques  un  rôle  essentiel. 
Nous  avons  déjà  fait  leur  étude  (t.  I,  p.  199)  quand  le  coeffi- 
cient a  et  la  variable  z  sont  réels.  11  j  a  simplement  à  remplacer 
le  mot  valeur  absolue  par  module  pour  avoir  le  théorème  suivant 
entièrement  analogue  à  celui  qui  a  été  démontré  (t.  1,  p.  199). 

Si  pour  une  valeur  Z(,  de  z^  on  a,  quel  que  soii  n, 

|a„^«l  <M, 

M  étant  un  nombre  fixe,  la  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  z  de  module  inférieur  à  \zq\. 

En  particulier,  si  la  série  converge  pour  une  valeur  ^q,  elle 
convergera  pour  toutes  les  valeurs  de  z  de  module  moindre.  Il  en 
résulte  ([ue  la  courbe  séparant  les  parties  du  plan  où  la  série  con- 
verge de  celles  où  la  série  diverge  ne  peut  être  qu'une  circonfé- 
rence ayant  son  centre  à  l'origine.  Ce  cercle  est  ce  qu'on  appelle 
le  cercle  de  convergence  de  la  série. 

12.  Et  d'abord  il  est  essentiel  de  montrer  que  la  série  précé- 
dente est  bien  une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  z. 
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En  effet,  elle  rentre  dans  les  séries  que  nous  venons  d'étudier. 
Pour  le  voir,  posons 

a,,  =  a  11-^  ibii,         z"-=  /-"(cosnO  -+-  j  sinn6), 

la  série  (i  i)  devient 

%   r'^{a,iCo%n^  —  è„sin;i6)  -t-  ^^  /'"(è^cos/iO  -î-  «„sin/i6). 

Soit  ( —  L,  +  L)  le  domaine  de  convergence,  commun  aux  deux 
séries 

(12)  2""'"'  ^^  2^"''"' 

Le  cercle  de  convergence  de  la  série  (i  i)  sera  le  cercle  de  rajonL. 
En  effet,  pour  une  valeur  de  /'  supérieur  à  L,  l'une  au  moins  des 
deux  séries  (i  2)  est  divergente.  Or,  pour  Q  ^  o,  la  série  (i  i)  se  ré- 
duit à 

Le  rayon  de  son  cercle  de  convergence  ne  peut  donc  dépasser  L. 
Ceci  posé,  les  propriétés  de  la  fonction  définie  par  la  série  (i  i) 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rajon  L  résultent  immédiatement  des 
propriétés  établies  au  §  2.  Cette  fonction  peut  s'écrire 

2_t  (  '^"  ""  —b,i<^H)-^i^^{  h,i  u,i  -+-  cin  v„). 
(]'est  une  fonction  analytique  de  z,  car 


^mà  \    "  dx  ""  dx  j  jlaà  \    "   dy  "  dy  ) 


du,,        ,     dv,A  S^  /  ,     au,,  dDn 


i,.^~b,,-^)=-y(b„ 


a. 


dy  dy  j  A^  \        dx  dx 

puisque 

àUn,  _   àVa  àUn  _  _  dv^ 

dx         dy  dy  dx 

11  résulte  encore,  des  règles  de  dérivation  établies  (§  2),  que  la 
série  (•  i)  a  une  dérivée  qui  sera  représentée  par  la  série 

ai  -t-  2  a2  5  -h  .  . .  -t-  11%,,  ;3«-i  +  . .  . , 

d'où  l'on  conclut  encore  l'existence  des  dérivées  de  tout  ordre  à 
l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 
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13.  JNous  venons  de  voir  qu'une  série  telle  que  (i  i)  représente,  à 
l'intérieur  de  son  cercle  de  convergence,  une  fonction  analytique 
xiniforme  et  continue.  Nous  allons  maintenant  établir  la  réci- 
proque, qui  constitue  un  théorème  fondamental  dû  à  Cauchj  el 
qui  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Si  une  fonction  analytique  f\z)  est^aniforme  et  continue  à 
l' intérieur  d'un  cercle  ayant  r origine  pour  centre,  on  peut, 
à  U intérieur  de  ce  cercle,  la  représenter  par  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  va- 
riable z. 

Soit 

f{z)  —  tt  -(-  h\ 

D'après  le  théorème  établi  pour  les  fonctions  harmoniques, 
on  a 


Or  l'identité 


du 
dx 

dv 

es 

t  ici 

satisfaite  ; 

elle 

nous 

donne 

2  {"'- 

au  m 

dx 

-+-b,n 

dx  1  " 

-1 

'    ,    du,n        ,,    dv„i\ 


ou  encore 


ce  qui  exige  que 

Si  donc  nous  formonsy(^),  il  vient 

\  f(^)  =^  f^-^  ^^  =^{ <^m       ib„i  ) (  u.,„  - f-  iv,,,  )  —  \   a„,  ; 
\  («m  =  a,,,—  if},,,). 

puisque 

U/n  -T-  iv,n  =  /■'"  (  cos  m  çp  -+-  /  si  n  ///,  cp  )  =  z'" . 
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Le  développement  (i3)  constitue  le  théorème  de  Caucliy.  Si, 
au  lieu  d'avoir  l'origine  pour  centre,  le  cercle  avait  son  centre  en  a, 
la  série  procéderait  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —  a. 
On  aurait  ainsi  le  développement 


f{z)  =  ^o+U- 


a) 


,X^  —  a)' 


convergent  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  ayant  pour  centre  a. 
C'est  la  formule  de  Taylor,  car,  en  différentiant  m  fois  d'après  la 
règle  du  §  42,  et  faisant  s  =  «,  on  a 

Faisons,   à  propos   de  ce  développement,   une  remarque    qui 
nous  sera  utile  dans  la  suite.  Soient  (G)  {fig-  4)  le  cercle  de  con- 


vergence de  la  fonction  f{z),  z  el  z  -{-  h  deux  points  à  l'intérieur 
de  ce  cercle.  Considérons  la  différence 

f{z-^h)-fiz), 

dans  laquelle  nous  supposons  z  fixe  et  h  variable.  Ce  sera  encore 
une  fonction  analytique  de  h  qui  sera  certainement  développable 
en  une  série  convergente  si  le  point  z  -\-  h  est  à  l'intérieur  du 
cercle  (y),  ayant  pour  centre  le  point  z  et  tangent  intérieurement 
au  cercle  de  convergence  (C).  On  aura  donc,  pour  tout  point 
z  +  h  intérieur  au  cercle  (y), 


f^z  +  h)=f{z)  +  hf'{z) 


1 .2. .  .m 


/"'(^) 


Celte  série  est  toujours  convergente  dans  le  cercle  y  et  nous 
verrons  que,  dans  bien  des  cas,  elle  peut  converger  au  delà. 
P.  -  II.  5 
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14.  Donnons  quelques  applications  des  généralités  qui  précè- 
dent, et  proposons-nous  tout  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

de  ^ 

f{z)  =  oto-l-  ai^  +.  .  .+  a,„5'«-l-.  .  . 

satisfaisant  à  la  condition 

/(^)/(0=/(^  +  0. 

La  série  considérée  est  convergente  à  l'intérieur  d'un  certain 
cercle  (R),  dans  lequel  nous  supposons  situés  le  point  ;;  et  le 
point  t  ;  nous  prenons,  en  outre,  le  point  t  tel  que 

|s|  +  |^|<R, 

c'est-à-dire  de  manière  que /(^ -h  f)  soit  certainement  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  t. 
On  devra  avoir  alors  l'identité 

fin 

d'où  l'on  conclut  les  égalités 

«0=1,  <^mf{^)^ 

et,  en  changeant  m  en  tn  —  i  et  dérivant, 

■     =■»-/'('->  =  7:ï::.';,—/"'"(^>- 

On  en  déduit  la  relation  récurrente 

I 


/n 


et,  par  suite, 


1 . 2 . 3 . . .  /n 


La  série  jouissant  de  la  propriété  demandée  sera  donc,  si  elle 
existe,  de  la  forme 

a-  Z^  ri'"  '-.m 

(i4)  /(^)=H-a,^H i h...H- 


1.2  \  .2.  .  .  III 


On  vérifie  immédiatement  qu'elle  est  convergente  dans  tout  le 
plan,  c'est-à-dire  que  son  rayon  de  convergence  est  infini  et  elle 
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est  bien  telle  que 

f{z-i-t)=f{z)f{t). 

15.  La  série  précédente,  dans  le  cas  où  a  et  z  sont  réels,  re- 
présente e"^.  Faisons,  en  particulier,  a  =  i,  nous  obtenons  la 
série 


que  nous  prenons  comme  définition  de  e^  quand  z  est  une  quan- 
tité complexe  et  il  y  a  bien  accord  avec  les  résultats  connus.  On 
a,  quels  que  soient  z  et  if, 


g„-1-C     -_     g„    g£ 


La  fonction  e^  est  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan  ;  sa  dé- 
rivée est  la  fonction  e^  elle-même. 

16.  De  même  qu'on  définit  e^  par  une  série,  pareillement, 
lorsque  z  sera  imaginaire,  cosz  et  sin^  seront  définis  par  les 
séries 

COS-3  =    [   — •  -1- 


1.2.3.4 


sinjâ  = 


I        1.2.3        1.2.0.4.5 

Le  rayon  de  convergence  de  ces  séries  est  infini.  La  dérivée  de 
sin^  est  cos^,  et  la  dérivée  de  coss  est  —  sin^. 

Les  trois  transcendantes  e',  cos^,  sin^  ne  forment  pas  trois 
transcendantes  distinctes.  C'est  un  résultat  bien  connu  dû  à  Euler, 
et  que  je  ne  ferai  que  rappeler.  En  remplaçant  z  par  zi  dans  e^, 
on  obtient  immédiatement  les  relations  suivantes 


gs'    =  cos;;  -t-  i  sin. 
e—^'-  =  cos  G  —  i  sin . 


d'oîi  l'on  conclut 


e-'  —  e- 

sxnz  = .  - 

•2  t 


Il  est  facile  ensuite  de  vérifier  les  formules  fondamenlales 

cos(-s  -1-  ^)  =  cos^  cos/  —  sin  :;  sin  t, 
sin(^-l-/)=  sin^  cos  /  +  sin  ;;  cos  J, 
1  =  ces-::  -1-  sin^^. 


68 


CHAPITRE    II. 


17.  Une  conséquence  des  formules  d'Euler  sur  laquelle  j'insis- 
terai un  peu  plus  est  relative  à  la  périodicité  de  f{z). 

D'une  manière  générale,  on  dit  qu'une  fonction  uniforme  d'une 
variable  complexe  ;:  est  périodique,  s'il  existe  une  constante  a 
telle  qu'on  ait 

et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  variable  z. 
La  fonction  e^  admet  la  période  2.Tzi  ;  on  a,  en  effet, 

L'addition  d'une  demi-période  tî^  change  e^  en  —  e^ 

gz+ni  =  e-eTO  =  —  g-. 

Terminons  en  rappelant  que,  si  a  et  6  sont  réels,  on  a 

ga+ih  —  e«(cos6  -+-  isinb), 

et  que,  par  suite,  le  module  de  e«+'^  est  e^,  et  que  son  argument 
est  b  à  un  multiple  près  de  211:. 

18.  La  notion  de  l'extension  analytique  d'une  fonction  repré- 
sentée j)ar  une  série  entière 

f{z)  =  ao+ai^+...-i-a„^«-h.  ., 

repose   sur  la  même  idée  que  pour  les  fonctions   harmoniques 

(§  3). 

Soit  {/ig.  5)  (C)  le  cercle  de  convergence  de  la  série   précé- 

Fifif.  5. 


dente.  Si  l'on  considère  le  point  (^ojJKo)^  on  pourra,  dans  le  voi- 
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sinage  de  ce  point,  développer  la  fonction  suivant  les  puissances 
de  (;;  —  a),  (a  ^  ^o+  ^yo)>  et  nous  avons  vu  que  ce  développe- 
ment était  certainement  possible,  da  moment  que  le  point  z  était 
à  l'intérieur  du  cercle  (r)  décrit  du  point  (a)  comme  centre,  tan- 
gent intérieurement  au  cercle  de  convergence  (C).  Mais  il  se  peut 
que  le  cercle  de  convergence  (F)  de  la  nouvelle  série 

/(s)==/(a)  +  (^-a)/'(2)+... 

soit  plus  grand  que  (y)   et  sorte  du  cercle  (C).  On  aura  réalisé 
alors  l'extension  anal^ytique   de  la  fonction  le  long  de  l'arc  a[i. 
C'est  ce  qui  arrive  d'ailleurs  pour  la  plupart  des  fonctions. 
Considérons,  par  exemple,  la  série 


Elle  est  convergente  pour  |  ^  |  <^  i  et  divergente  pour  |  ^  |  ^  i  ; 
donc  son  cercle  de  convergence  est  le  cercle  de  rayon  un  décrit 
de  l'origine  comme  centre.  A  l'intérieur  de  ce   cercle,  la  série 

représente  la  fonction  ■ ^• 

Effectuons  le  développement  de  cette  fonction,  autour  d'un 
point  a  intérieur  au  cercle  C,  par  la  formule  de  Taylor  ;  on  ob- 
tient 


I 
I  — 


n- 


La  série  entre  crochets  est  convergente  pour 
I  ^  —  a  1  <  1 1  —  a\, 
c'est-à-dire  lorsque  z  sera  à  l'intérieur  d'un  cercle  (F)  décrit  du 

Fig.  6. 

y 


point  a  comme  centre  avec  un  rayon  aBégalàj  i  —  a\.  Le  point 
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y" 

pourra  donc  sortir  du  cercle  (C)  {fig-  6),  et,  en  conlinuant  de 

proche  en  proche,  on  effectuera  successivement  le  prolongement 

analytique  de  la  fonction sur  tout  le  plan. 

Voici  maintenant  un  exemple  simple  d'une  fonction  analytique 
ne  pouvant  être  étendue  au  delà  de  la  circonférence  de  conver- 
gence. Il  est  dû  à  M.  Weierstrass. 

Considérons  la  série 

h  désignant  une  constante  quelconque  et  c  un  entier  positif. 

Cette  série  est  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un 
et  sur  le  cercle  lui-même,  elle  diverge,  au  contraire,  à  l'extérieur 
de  ce  cercle,  puisque  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  étant 


augmente  indéfiniment  si  |  ^  |  >>  i .  ' 

Le  cercle  de  rayon  un  est  donc  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  précédente.  M.  Weierstrass  a  montré  que  la  fonction  ne 
pouvait  pas  être  étendue  analytiquement  au  delà  de  ce  cercle. 
Voici  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème  que  l'on 
trouve  dans  la  Thèse  de  M.  Hadamard.  Nous  allons  montrer  que, 
si  l'extension  analytique  de  la  fonction  est  possible  le  long  d'un 
arc  déterminé  a^  de  la  circonférence  de  ra^^on  un^  elle  est  pos- 
sible pour  tout  arc  de  la  circonférence.  En  effet,  remplaçons,  dans 
la  série,  z  par 

2  ki  7C 

k  et  h  étant  des  entiers  positifs  ;  la  série  ne  changera  pas  à  partir 
du   rang  h.    Or  on   peut  prendre  k  et  li  assez  grand  pour  que 

~  soit  aussi  voisin  que  l'on  voudra  de  tout  nombre  positif;  par 

suite,  au  point  z  de  la  circonférence  correspond,  par  cette  trans- 
formation, un  point  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  tout  point  de  la 
circonférence.  Si  donc  la  fonction  peut  s'étendre  le  long  d'un 
arc,  si  petit  qu'il  soit,  de  la  circonférence,  Vextension  sera  pos- 
sible pour  la  circonférence  tout  entière.  Mais  alors  la  fonction 
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serait  certainement  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  plus  grand  que  uii\  la  série  devrait  converger  à  l'exté- 
rieur de  son  cercle  de  convergence,  ce  qui  est  absurde. 

Dans  l'exemple  précédent,  la  série  dont  l'extension  est  impos- 
sible est  convergente  sur  sa  circonférence  de  convergence  si  6  a 
un  module  inférieur  à  un,  mais  la  série  des  dérivées  des  termes 
successifs  ne  converge  pas.  M.  Freedholm  a  indiqué  récemment 
un  exemple  dans  lequel  la  série  et  toutes  ses  dérivées  sont  conver- 
gentes sur  le  cercle  de  convergence,  etoii  l'extension  est  d'ailleurs 
impossible.  Cet  exemple  est  fourni  par  la  série  très  simple 


0 


OÙ  a  est  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité.  Le  cercle  de 
convergence  de  cette  série  est  le  cercle  de  rayon  un;  la  série  et 
toutes  ses  dérivées  convergent  sur  ce  cercle.  Je  me  bornerai  à 
affirmer  que  cette  fonction  ne  peut  s'étendre  au  delà  du  cercle 
de  rayon  un,  renvoyant,  pour  la  démonstration,  à  la  Note  de 
M.  Freedholm  ('). 

49.  Nous  avons  fait  connaître  (l.  I,  p.  211)  un  théorème  de 
M.  Hadamard  relatif  an  domaine  de  convergence  d'une  série  en- 
tière. I]  n'y  a  qu'à  remplacer  les  valeurs  absolues  par  les  modules 
pour  avoir  une  proposition  applicable  aux  séries  que  nous  étu- 
dions maintenant.  Soit  donc  une  série  entière 

(i5)  ao-l- «1 -S +..  .-f- «,j2" -+-... . 

Nous  envisageons  la  suite  à  termes  positifs 

Si  cette  suite  contient  des  termes  augmentant  indéfiniment,  la 
série  donnée  n'est  jamais  convergente,  sauf  pour  ;;  =  o.  Car  il 
existera  toujours  des  valeurs  de  m  en  nombre  infini  pour  chacune 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  24  mars  1890. 
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desquelles  on  aura 

Vl  a»i  I  >  rri  ' 

I  ^  I 

et  le  terme  correspondant  rt'"^'"  ajant  un  module  supérieur  à  un, 
la  série  ne  pourra  être  convergente.  Tous  les  termes  de  la  suite 
précédente  restant  compris  entre  deux  quantités  fixes,  nous 
pouvons  définir  un  nombre  a  correspondant  à  cette  suite  (t.  I, 
p.  212),  et,  par  conséquent,  le  rayon  du  cercle  de  convergence 

sera  e<raL  a  -  • 

*  a 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  a=:o.  Puisque, 
d'après  la  définition  même  de  a,  on  peut,  étant  donné  s  aussi 
petit  qu'on  voudra,  déterminer  m  assez  grand  pour  que  tous  les 

termes  de  la  suite  à  partir  du  rang  m  soient  inférieurs  à  a  -h  s,  il 

,      T  m  -. ;  ,  l'- 

en resuite  que    y  |  '^'-m  \  aura  zéro  pour  limite,    et  nous  pouvons 

énoncer  le  théorème  suivant  :  La  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série 
(i5)  soit  infini  est 

lim  Vl  a,n  1  =  0. 

20.  L'étude  de  la  série  (i  5),  sur  son  cercle  de  convergence,  pré- 
sente de  grandes  difficultés.  On  trouvera,  sur  ce  sujet,  d'intéres- 
santes propositions  générales  dans  la  Thèse  de  M.  Hadamard  (*), 
qui  s'est  efforcé  de  trouver  les  points  singuliers  de  la  fonction  sur 
son  cercle  de  convergence.  Dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  gé- 
nérale des  séries  (-),  M.  O.  Bonnet  a  utilisé  autrefois  les  rapports 
entre  la  théorie  des  séries  entières  et  celle  des  séries  trigonomé- 
triques  ;  citons  encore  le  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  {^)  sur 
l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres  où  la  nature  des 
points  singuliers  supposés  connus  sur  le  cercle  de  convergence 
est  utilisée  pour  la  recherche  d'une  valeur  approchée  des  coef- 
ficients. 


(  '  )  Essai  sur  l'étude  des  fonctions  données  par  leur  développement  de 
Taylor  {Journal  de  Mathématiques,  1892). 

(=)  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries  {Mémoires  des  Savants 
étrangers  publiés  par  V Académie  de  Belgique,  t.  XXIII). 

(')  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres 
{Journal  de  Liouville,  1877). 
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Nous  nous  bornerons  à  renvoyer  à  ces  Mémoires,  et  nous  nous 
contenterons  de  montrer  comment  le  théorème  démontré  (t.  I, 
p.  202),  dans  le  cas  où  les  coefficients  et  la  variable  sont  réels, 
peut  être  étendu  au  cas  actuel. 

Soit  Zq  un  point  du  cercle  de  convergence,  et  supposons  que  la 
série  (i5)  converge  pour  z  ^=  Zq;  on  peut  déduire  immédiatement, 
comme  l'a  fait  Abel,  du  théorème  cité,  que  la  limite  des  valeurs 
que  prend  la  série  quand  z  tend  vers  ^g,  en  suivant  le  rayon 
allant  de  l'origine  au  point  z^,  est  égale  à  la  valeur  même  de  la 
série  pour  z=^Zq.  Mais,  comme  nous  l'allons  voir,  on  peut  aller 
un  peu  plus  loin  en  montrant  que  le  théorème  subsiste,  quand  z 
(restant  bien  entendu  à  l'intérieur  du  cercle)  tend  vers  ^0  suivant 
une  courbe  qui  n'est  pas  tangente  en  Zq  au  cercle  de  conver- 
gence. Il  n'y  a  d'ailleurs  presque  rien  à  changer  au  raisonnement 
d'Abel.  Nous  supposerons,  comme  il  est  évidemment  permis, 
grâce  à  une  rotation  préalable  d'axes,  c[ue  Zf^  est  réel  et  positif. 
La  série 

étant  convergente  pour  z  =  Zq,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  les  sommes  suivantes 

Si  =  a  n  Zq -{- a  ,1+1  z'^'*' ^ , 


aient,  quel  que  soit/?,  leur  module  compris  entre  — e  et  +  e, 
e  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
Ceci  posé,  on  peut  écrire 

a,iZ'i-h. . .+  an+pZ"-+P 


—  ^re-Sy  (  I     -1- .  .  .  +  Clfi+pZQ 

(Z  \'^  /  Z   \  "+1 

=(f)"["-|]h""^'(l)""--"''-'(t)""]^ 

On  aura,  par  conséquent,  en  posant 

—    =  p,  I —  —  = /'(cosa -H  i  sina), 
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et  remarquant  que  p  est  inférieur  à  un, 

I  a„  5"  -f- .  .  .  -I-  an+pZ"+P  !</'.£.  -;- -^T   +  ^  < 


1  — 


4^.-]^ 


or,  quand  z-  tend  vers  ^o?  ''  lend  vers  zéro  et  o  tend  vers  l'unité,  et, 
comme  on  a 

p-  =  (i  —  /•  cosa)^-i-  /-^sin^a  =  i  —  ar  cosa  +  z'^, 

il  en  résulte 

/•      _       I  +  p 


1  —  p        2  cosa  —  r 


Or  l'angle  a  représente  l'angle  fait  par  la  droite  (^:;o)  avec  le 
rayon  allant  en  ;:;o  ;  donc,  d'après  l'hypothèse  faite,  cosa  ne  tend 

pas  vers  zéro,  par  suite reste  fini.  La  démonstration  s'achève 

^  ^  I  —  p 

maintenant  bien  aisément.  Il  résulte  de  l'inégalité  ci-dessus  que  le 
reste  de  la  série,  correspondant  au  rang  /?,  sera,  quel  que  soit  z, 
de  module  moindre  que  Me,  M  étant  un  nombre  fixe.  D'autre  part, 
la  somme  des  n  premiers  termes,  étant  un  polynôme,  est  une  fonc- 
tion continue  de  ^  ;  si  donc  z  est  suffisamment  voisin  de  Zq.,  la 
différence  des  valeurs  de  ce  polynôme  en  z  et  en  ^o  a^ira  un  mo- 
dule moindre  que  e.  Les  deux  séries  pour  z  et  ^o  différeront  donc 
d'une  quantité  dont  le  module  n'atteindra  pas 

(2M  +  l)£, 

ce  qui  revient  à  dire,  puisque  s  est  une  quantité  donnée  à  l'avance 
aussi  petite  qu'on  voudra,  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série, 
quand  z  tend  vers  ^o,  est  égale  à  la  valeur  même  de  la  série  pour 


!21.  Examinons,  comme  exemple  de  l'étude  d'une  série  sur  son 
cercle  de  convergence,  le  cas  particulier  assez  étendu  suivant  : 
On  suppose  que,  dans  la  série  entière 


les  coefficients  ao,  a,,  ...,  a,;,  ...  soient  tous  réels,  positifs,  et 
aillent  en  décroissant,  que  la  limite  de  -^~  soit  l'unité,  et  la 
limite  de  a,/,  zéi'o. 
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Remarquons  de  suite  que,  si  la  série  était  à  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  et  que,  si  les  coefficients  satisfaisaient  en 
valeur  absolue  aux  conditions  précédentes,  il  suffirait  de  changer 
z  en  —  z-  pour  obtenir  une  série  à  termes  positifs  de  la  nature  de 
celles  que  nous  avons  en  vue. 

Le  rayon  de  convergence  de  la  série  précédente  est  évidemment 

Vanité,  puisque  la  limite  de  —^^-z  est  z. 

Cela  étant,  nous  allons  démontrer  que  :  La  série  entière  con- 
sidérée est  convergente  pour  tous  les  points  du  cercle  de  con- 
vergence, sauf  peut-être  pour  le  point  z  =  \. 

Pour  un   point  quelconque  du  cercle  de  convegence  (R  ^=  i), 

on  a 

z  =  cos6  +  t  sin6. 

La  série  que  nous  avons  à  étudier  est  donc  de  la  forme,  en  sépa- 
rant la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire, 

A  -t-  i'B  =  ao4-  aiC0s6  -+■  a2COS2  6  -H.  .  .-i-  a„cos7iO  4-. . . 
-4-  i{a.i  sin0  -)-  «2  sin20  +...-{-  a„  sin/iô  -h.  .  .]. 

Or  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  23 1)  que  les  deux  séries  A  et  B  étaient 
convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  9,  sauf  peut-être  pour 
0  =:  sAtt;  notre  proposition  est  donc  démontrée. 

22.  Deux  séries  importantes  rentrent  dans  le  type  précédent. 
Considérons  d'abord  la  série 

I  2  i  'il 

Lorsque  z  est  réel  et  compris  entre  — i  et  +i,  elle  représente 
]og(i  -h  z).  Ses  coefficients  satisfont  aux  conditions  précédentes  : 
le  rayon  de  son  cercle  de  convergence  est  un  et  elle  est  conver- 
gente pour  tous  les  points  de  ce  cercle,  sauf  peut-être  pour  le 
point  ^  =  — ^  I  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  en  particulier.  En  ce 
point  on  a  la  série  harmonique  qui  est  divergente. 

23.  Considérons  en  second  lieu  la  série 

^       '  I  1.2  I  .2.  .  .« 
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dans  laquelle  nous  supposerons  m  réel.  Cette  série  représente 
(1+^)"*  lorsque  z  est  réel  et  compris  entre — i  et  +  i  :  son 
cercle  de  convergence  a  pour  rayon  l'unité. 

Cherchons  dans  quel  cas  la  série  des  coefficients 

171  {/7l  —  l)  ?il{7n  —  l)...(?7l  —  /l-\-l) 


satisfait  aux  conditions  précédentes. 

Nous  avons  déjà  étudié  cette  série  (t.  I,  p.  2o3). 

Si  171  -{-  \  <^  o,  les  coefficients  iront  certainement  en  croissant  à 
partir  d'une  certaine  limite.  On  ne  peut  donc  pas  appliquer  à  la 
série  (16)  les  conclusions  qui  précèdent.  Elle  sera  divergente  sur 
tout  le  cercle  de  convergence. 

Si  au  contraire  on  a  7?î  +  i  >-  o,  la  série  des  coefficients  est 
convergente,  et  ses  termes  à  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  ni  seront  alternativement  positifs  et  négatifs.  La  série 
proposée  (16)  est  donc  convergente  sur  tout  le  cercle  de  conver- 
gence, sauf  peut-être  pour  le  point  z-  =  —  i.  En  ce  point  même 
elle  sera  convergente  si  m  est  positif. 

On  trouvera  des  exemples  plus  étendus  dans  le  Mémoire  de 
M.  Weierstrass  [  Ueber  die  Théorie  der  analytischen  Faciil- 
tclten  [Journal  de  Crelle,  Band  51)]. 
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CHAPITRE  III. 

DE  LA  MÉTHODE  ALTERNÉE. 


I.  —  Procédé  alterné  de  M.  Sch^w^arz. 

1.  Comme  nous  l'avons  dit  (Chap.  I,  §  30),  on  peut,  dans 
des  cas  étendus,  passer,  pour  le  problème  de  Dirichlet,  d'un  con- 
tour convexe  à  un  contour  plus  compliqué.  C'est  ce  qu'a  montré 
M.  Schwarz  en  faisant  usage  d'une  méthode  que  nous  allons  ex- 
poser (^). 

Un  lemme  préliminaire  nous  sera  nécessaire.  Étant  donné  un 

contour  aCbÙ  et  une  courbe  adb  rencontrant  le  contour  en  a 
et  b  sans  lui  être  tangent,  nous  avons  considéré  {Jig'  7)  la  fonc- 

Fig.  7. 

,(C) 


(C) 


tion  u  harmonique  prenant  sur  aCb  la  valeur  zéro  et  sur  aC b  la 
valeur  un.  Nous  avons  vu  que  cette  fonction  tend  vers  une  quan- 
tité comprise  entre  zéro  et  un  quand  (^,  JK)  tend  vers  a  ou  6  sur  la 

courbe  adb.  D'autre  part  (Chap.  I,  §  37),  pour  tout  point  de  l'inté- 
rieur de  l'aire,  u  n'atteint  pas  la  valeur  un;  il  en  résulte  que  la 


(')  Schwarz,  Monatsberichte,  1870,  et  Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  157.    Voir 
aussi  une  Lettre  du  même  auteur  à  M.  Klein  {Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  3o3). 
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fonction   sur  l'arc  adb  est  inférieure  à  un   nombre  q  plus  petit 
que  un.  Nous  avons  donc 

u  <.  q         (sur  l'arc  adb), 
q  étant  plus  petit  que  l'unité. 

De  cette  remarque,  on  déduit  une  conséquence  qui  va  jouer, 
dans  la  suite,  un  rôle  fondamental.  Désignons  par  v  une  fonction 
harmonique,  prenant  sur  ai^h  la  valeur  zéro  et  sur  aOIh  des  va- 
leurs dont  le  module  (valeur  absolue)  ne  dépasse  pas  g.  La  fonc- 
tion 

gu  -1-  V 

sera  nulle  sur  aC6  et  positive  sur  aÇJh.  Donc,  pour  tout  point 
de  l'intérieur  de  l'aire, 

mais  nous  pouvons  écrire  cette  inégalité  sous  la  forme 

g{u  —  q)-]-V  +  gq  >0, 

et,  puisque  sur  adb^  u  <^q,  il  faut  nécessairement  que 

v> -h  gq  y- o         (sur  adb). 

De  même,  on  a 

—  gic  -1-  Ç"  <  o 

à  l'intérieur  de  l'aire,  et  l'on  en  conclut 

p  —  gq  <  o  (sur  adb). 

On  a  donc,  sur  l'arc  adb, 

k  I  <  ^^  : 

c'est  l'inégalité  fondamentale  que  nous  voulions  obtenir. 

2.  Nous  abordons  maintenant  l'étude  du  procédé  alterné  de 
M.  Schwarz,  et,  pour  plus  de  netteté  dans  l'exposition,  plaçons- 
nous  dans  les  circonstances  les  plus  simples. 

Nous  considérons  deux  contours  limitant  deux  aires  qui  ont 
une  partie  commune.  Appelons  a  la  portion  du  premier  contour 
extérieure  au  second,  et  a  la  portion  intérieure  à  ce  second  con- 
tour. De  même  6  et  j3  désigneront  respectivement  les  portions  du 
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second  contour  extérieure  et  intérieure  au  premier.  On  suppose 
que  l'on  sache  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  le  contour 
(aa)  et  pour  le  contour  (^[^);  nous  allons  montrer  qu'  on  pourra 
résoudre  le  problème  pour  le  contour  (ab). 

Nous  supposons  donnée  une  succession  continue  de  valeurs  sur 


Fie.  8. 


(ab);  on  désignera  par  g-  le  maximum  de  leur  valeur  absolue. 
D'autre  part,  à  l'arc  [3  considéré  par  rapport  au  contour  (aa), 
correspond  un  nombre  plus  petit  que  un,  d'après  le  paragraphe 
précédent,  et  de  même  pour  l'arc  a  considéré  par  rapport  au  con- 
tour {b'^)  correspond  un  autre  nombre  plus  petit  que  l'unité  ; 
soit  q  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

Formons  une  fonction  harmonique  U\  définie  dans  le  contour 
(aoi),  prenant  sur  a  la  succession  donnée  de  valeurs  et  sur  a  une 
succession  continue  de  valeurs  uniquement  assujettie  à  la  condi- 
tion de  prendre  en  m  et  p  les  mêmes  valeurs  que  la  première. 
Cette  fonction  aura  certaines  valeurs  sur  [3.  Nous  formons  alors 
une  fonction  Vi  définie  dans  [b'^),  prenant  sur  b  la  succession 
donnée  de  valeurs  et  sur  [3  les  mêmes  valeurs  que  Uf.  La  fonction 
Vf  prend  certaines  valeurs  sur  a  ;  on  formera  une  fonction  u^, 
définie  dans  (aa),  prenant  sur  a  la  succession  donnée  de  valeurs 
et  sur  a  les  mêmes  valeurs  que  Çi  et  l'on  continue  ainsi  indé- 
finiment. On  obtient,  de  cette  manière,  deux  suites  de  fonctions 

Ul,       ll-i,        ■■■,       Un,        ..., 
^1,        (^2,        ...,        ('„,        ... 

définies  respectivement  dans  (ay.)  et  dans  (^P).  Les  u  prennent 
sur  a  les  valeurs  données  et  les  ç  prennent  aussi  sur  b  les  valeurs 
données  ;  u,i  et  ('„  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  [3,  tandis  que 
u,i  et  ç,i_i   prennent  les  mômes  valeurs  sur  a  :  c'est  ce  que  nous 
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indiquons,  pour  plus  de  facilité  dans  la  suite  des  raisonnements, 
par  les  flèches  placées  à  gauche  des  deux  suites.  Nous  allons  éta- 
blir le  théorème  suivant  : 

Les  fonctions  Un  et  v,i  tendent  chacune  vers  une  limite  c/uand 
n  augmente  indéfiniment.  Ces  limites  représentent  deux  fonc- 
tions harmoniques  qui  coïncident  dans  Vaire  comprise  entre 

a  et  p. 

Remarquons  que 

"3 — i<2  =  f^2 — Vx         (sur  l'arc  a). 
Or,  Po —  ('i   est  nul  sur  b,  et  l'on  a 

P2 —  Pi  =  Ui —  «1         (sur  l'arc  P). 

Donc,  sur  l'arc  a,  |  (^o —  (^,  [  est  moindre  que  le  maximum  de 
I  u^ —  Ui  I  sur  [3  multiplié  par  q.  Si,  d'autre  part,  on  remarque 
que  Wo —  U\  s'annule  sur  a,  on  voit  que  le  maximum  de  |  M2 —  '^i  | 
sur  [3  sera  moindre  que  le  maximum  de  |  Mo —  w,  |  sur  a,  multi- 
plié par  q  ;  on  aura  donc,  d'après  ces  inégalités  successives, 

1  W3 —  î^2  I  <  3'^. (maximum  de  |  «2  —  "1  |)         (sur  l'arc  a). 

Le  raisonnement  est  général  ;  on  a,  de  même, 

I  u-ii —  w«-i  I  <  9'^. (maximum  de  [  iin-\ —  itn-%  |)         (sur  l'arc  a). 

Si  donc  l'on  pose  :  maximum  de  [  «o  — u^  |  =  g  sur  l'arc  a,  on 

aura 

I  u„—  Ua-i  I  <  5r2(«-2)^         (sur  l'arc  a). 

Or 

Un  =  Mi  +  (i<2—  «1)  +•  •  .+  (M/i—  U,i-i)- 

II  en  résulte  que  u,i  tend  vers  une  limite  déterminée  en  tous  les 
points  de  l'arc  a;  de  plus,  pour  tous  ces  points,  Un  tend  unifor- 
mément vers  sa  limite. 

La  série 

Ml  +  (  «2  —  "1  )+•••+  (  Un  —  Un-i  )  +  .  .  . 

formée  avec  des  fonctions  harmoniques,  étant  uniformément  con- 
vergente sur  le  contour  (<2,  a),  est  donc  convergente  à  l'intérieur 
de  ce  contour,  d'après  le  théorème  de  M.  Harnack  (Chap.  II,  §  6)  et 
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représente  une  fonction  harmonique  que  nous  désignerons  par  u. 
La  fonction  u  prend  sur  n  la  succession  donnée  des  valeurs.  Des 
raisonnements  tout  semblables  montrent  cjue  ('«  a  pour  limite  une 
fonction  harmonique  v,  définie  pour  le  contour  {h^),  et  prenant 
sur  b  les  valeurs  données.  Or,  sur  [3,  u,i  =  Vn  et  sur  a,  u,i  :=  i^rt_, . 
Par  conséquent,  sur  l'arc  a  et  sur  l'arc  [3,  on  a 


Ces  deux  fonctions  harmonicjues,  prenant  la  même  succession 
continue  de  valeurs  sur  les  arcs  a  et  [3,  coïncident  nécessairement 
dans  l'aire  limitée  par  ces  deux  courbes.  Une  conséquence  immé- 
diate en  découle  ;  la  fonction  v  est  le  prolongement  analytique  de 
la  fonction  u  au  delà  de  l'arc  a.  L'ensemble  des  deux  fonctions  u 
et  V  sert  donc  à  définir  une  mêiue  fonction  harmonique  à  l'inté- 
rieur de  l'aire  limitée  par  a  elh  \  k  l'intérieur  de  la  courbe  (aa), 
on  se  servira  de  u  pour  avoir  la  valeur  de  cette  fonction,  et  l'on  se 
servira  de  v  pour  avoir  sa  valeur  à  l'intérieur  de  la  courbe  {b^). 
L'unique  fonction  ainsi  définie  prend  sur  a  et  b  la  succession 
donnée  de  valeurs,  et  le  problème  de  Dirichlet  est,  par  suite, 
résolu  pour  Vaire  l'unité e  par  ces  deux  courbes. 

3.  Nous  nous  sommes  placé,  dans  l'exposé  précédent,  dans  des 
circonstances  particulièrement  simples.  Les  deux  courbes  consi- 
dérées avaient  seulement  deux  points  communs  m  elp.  D'autres 
cas  pourraient  se  présenter,  un  peu  plus  compliqués,  mais  où  la 
méthode  s'appliquerait  pour  ainsi  dire  sans  modification.  Ainsi, 
par  exemple  (Jig-  9),  dans  le  cas  où  les  deux  courbes  auraient 

Fig.  9. 


quatre  points  communs  /??,  /?,/?,  ^,  si  l'on  sait  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  chacune  des  deux  courbes,  on  pourra  le 
résoudre  pour  la  courbe  extérieure  à  chacune  des  deux  aires  con- 
sidérées. Les  arcs  appelés,  tout  à  l'heure,  a  et  ^  seront  ici  formés 
P.  — II.  6 
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chacun  de  deux  arcs  distincts,  ce  qui  n'entraîne  aucune  difFé- 
rence  dans  la  suite  des  raisonnements. 

Indiquons  encore  un  cas  un  peu  différent  où  l'on  pourrait  em- 
ployer le  procédé  alterné.  Je  suppose  que  l'on  sache  résoudre  le 
problème  de  Dirichlet  pour  toute  aire  limitée  par  un  seul  con- 
tour ;  nous  voulons  montrer  que  le  procédé  alterné  permet  de  le 
résoudre  pour  une  aire  limitée  par  un  nombre  quelconque  de 
contours.  Il  suffira  de  considérer  une  aire  limitée  par  deux  con- 
tours C  et  C  {fig.  lo). 

Nous  traçons  deux  courbes  nin^  pq  ne  se  coupant  pas  et  reliant, 

Fie.  10.     . 


l'une  et  l'autre,  un  point  de  C  à  un  point  de  C  Si  l'on  considère 
la  courbe  mn  comme  une  courbe  ajant  deux  bords,  on  peut  dire 
que  les  courbes  C,  C  et  mn  limitent  une  aire  A,  et,  par  hypo- 
thèse, on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  une  telle 
aire.  De  la  même  manière,  la  courbe/?^  avec  les  courbes  C  et  C 
limitera  aussi  une  aire  B  qui  n'a  qu'un  contour.  Ceci  posé,  don- 
nons-nous sur  les  deux  bords  de  mn  une  succession  continue, 
d'ailleurs  arbitraire,  de  valeurs  ;  nous  supposons  seulement  que 
ces  valeurs,  en  m  et  «,  coïncident  avec  les  valeurs  données  sur  C 
et  C  On  résoudra  le  problème  de  Dirichlet,  pour  l'aire  A,  en 
prenant  ces  valeurs  sur  tnn  et  les  valeurs  données  sur  G  et  C  ; 
on  obtiendra  ainsi  une  fonction  i/,  prenant  certaines  valeurs  sur 
pq.  Considérant  alors  l'aire  B,  nous  résolvons,  pour  cette  aire,  le 
problème  de  Dirichlet,  en  prenant  sur  C  et  C  les  valeurs  données, 
et  sur  les  deux  bords  de  pq  les  valeurs  de  ?/,  ;  on  obtient  ainsi  la 
fonction  V\.  On  continue  ainsi  indéfiniment,  en  considérant  alter- 
nativement les  aires  A  et  B.  Les  fonctions  ii,i  et  <'„  ont  respec- 
tivement deux  limites  u  et  p,  qui  prennent  les  mêmes  valeurs  le 
long  de  mn  et  le  long  de  pq.  Les  deux  fonctions  u  et  p  coïn- 
cident donc  pour  tous  les  points  de  l'aire  limitée  par  C  et  C 
Les  valeurs  de  //,  de  part  et  d'autre  de  mn,  pourraient  n'être 
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pas  le  prolongement  analytique  les  unes  des  autres,  et,  pour  la 
fonction  c,  la  coupure  pourrait  èlve  pg.  Mais,  puisque  u=zç  en 
tous  les  points  de  l'aire,  il  s'ensuit  que  ni  7nn,  ni  pq  ne  sont  des 
coupures  et  que  la  fonction  représentée  par  a  ou  par  v  résout  le 
|)roblènie  de  Dirichlet  pour  l'aire  limitée  par  C  et  G'. 

Quant  à  la  démonstration  des  résultats  précédents,  ils  résul  tent 
de  ce  que  le  lemme  du  §  1  est  ici  applicable.  Si  l'on  considère  une 
fonction  définie  dans  l'aire  A,  prenant  sur  G  et  G'  la  valeur  zéro 
et  sur  les  deux  bords  de  /7in  la  valeur  un,  on  aura  évidemment,  en 
tous  les  points  de  pq, 

q  étant  inférieur  à  l'unité,  et  c'est  cette  remarque  qui  a  joué  le 
rôle  essentiel  dans  l'exposition  de  la  méthode  alternée. 

4.  Faisons  une  application  importante  du  procédé  alterné. 
Nous  avons  démontré  plus  haut  la  possibilité  de  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  tout  polygone  convexe,  à  l'exclusion  seu- 
lement du  quadrilatère  et  du  triangle.  Il  est  clair  que  le  procédé 
alterné  nous  permet  de  considérer  ces  deux  cas.  Soit,  en  effet,  le 
triangle  abc  {Jig-  ii).  Nous  pouvons  tracer  le  pentagone  ca^yS 

Fis.  II. 


cl  le  pentagone  ab^''^'aJ.  Pour  ces  deux  pentagones,  on  peut  ré- 
soudre le  problème,  et  par  suite  le  procédé  alterné  nous  conduira, 
en  prenant  ces  deux  polygones,  au  triangle  abc. 

Montrons  maintenant  que  le  problème  pourra  être  résolu  pour 
tout  polygone,  qu'il  soit  ou  non  convexe.  Il  suffira  de  prendre  le 
(juadrilatère  concave  abcd  {fig.  12);  en  prolongeant  ad  et  de 
nous  avons  les  deux  triangles  aba'  et  bcd' ,  et,  par  suite,  nous  pou- 
vons passer,  à  l'aide  de  ces  deux  triangles,  au  quadrilatère  abcd. 


8A 
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Il  est  inutile  d'insister  pour  montrer  que,  dans  un  polygone  ayanl 
un  certain  nombre  n  d'angles  rentrants,  on  peut  résoudre  le  pro- 


Fig.  12. 


blême  si  l'on  suppose  qu'il  ait  été  résolu  pour  un  poljgone  ayant 
seulement  n  —  i  angles  rentrants. 

En  définitive,  nous  savons  maintenant  résoudre  le  problème  de 
Dirichlet /»o?/r  une  aire  limitée  par  une  ou  plusieurs  lignes  po- 
lygonales fermées  absolument  quelconques.  Pour  le  cas  des 
aires  limitées  par  plus  d'une  ligne  polygonale,  on  emploiera 
des  lignes  droites  comme  coupures  mn,  pq  du  paragraphe  pré- 
cédent. 


II.  —  Application  du  procédé  alterné  à  d'autres  équations 
que  l'équation  de  Laplace. 

5.  L'emploi  du  procédé  alterné  n'est  pas  limité  à  l'équation  de 
Laplace;  j'ai  montré  qu'il  pouvait  être  appliqué  à  toutes  les  équa- 
tions linéaires  à  caractéristiques  imaginaires  et  aussi  à  certaines 
équations  non  linéaires  (*).  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment 
à  l'équation  dont  nous  avons  déjà  parlé  (Chap.  I,  §  25) 


k^-u  =  o. 


Nous  avons  vu  qu'il  ne  pouvait  y  avoir  plus  d'une  intégrale  de 
cette  équation  prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour  fermé. 
De  plus,  d'après  un  théorème  général  énoncé,  les  intégrales  de 
l'équation  sont  analytiques. 

Ceci  rappelé,  supposons  que  l'on  sache  résoudre  le  problême 
de  la  détermination  de  l'intégrale  par  ses  valeurs  sur  le  contour 


(')  E.  Picard,  Acta  mathematica,  t.  XII,  et  Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, 1890. 


DE    LA    MÉTHODE    ALTERNÉE.  85 

(rta)  {fïg.  8)  et  sur  le  contour  (6(3).  Nous  voulons  montrer  qu'on 
pourra  le  résoudre  pour  le  contour  formé  par  les  arcs  a  et  b. 

Remarquons  d'abord  qu'une  intégrale  de  l'équation  précédente 
prenant  des  valeurs  positives  ou  nulles  sur  un  contour  fermé  ne 
peut  prendre  des  valeurs  négatives  à  l'intérieur.  Nous  avons  vu 
en  effet  (Ghap.  I,  §  2o)  qu'une  équation  de  la  forme  précédente 
ne  pouvait  avoir  d'intégrale  possédant  un  maximum  positif;  il  ne 
pourra  donc  y  avoir  d'intégrale  avec  un  minimum  négatif;  or 
c'est  précisément  ce  qui  arriverait  si  une  intégrale  positive  ou 
nulle  sur  un  contour  devenait  négative  à  l'intérieur.  Ajoutons  que, 
si  cette  intégrale  n'est  pas  nulle  sur  tout  le  contour,  elle  ne  pourra 
pas  s'annuler  à  l'intérieur,  car  si  elle  s'annulaiten  unpoint  (^ojJKo)5 
on  aurait  le  développement 

et  U/i(x  —  Xo,  y  — jKo)  serait  toujours  positif  dans  le  voisinage  de 
(^0;  JKo)?  ce  qui  est  impossible,  puisque  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  u  dans  l'équation  donne 

LUa  =  O. 

Désignons  par  u  une  telle  intégrale  prenant  des  valeurs  posi- 
tives ou  nulles  sur  le  contour  C,  et  appelons  Wq  la  fonction  har- 
monique prenant  sur  C  les  mêmes  valeurs.  Des  deux  équations 

Aî<  —  k-  u  =  o, 

on  conclut 

A(m  —  Uq)  =  k'^  u. 

Or  considérons  une  fonction  ç  satisfaisant  à  l'équation 

p{oc^y)  étant  une  fonction  qui  n'est  jamais  négative  ni  nulle  à 
l'intérieur  d'un  contour  G.  Si  la  fonction  v  s'annule  sur  ce  con- 
tour, montrons  qu'elle  sera  négative  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée 
par  ce  contour  (toutes  les  fonctions  considérées  sont,  bien  entendu , 
continues  et  même  analytiques  à  l'intérieur).  On  pourrait  tirer 
immédiatement  ce  résultat  de  l'expression  de  v  par  une  intégrale 
double,  mais  comme  nous  n'avons  pas  fait  jusqu'ici  l'étude  de  la 
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fonction  de  Green  qui  entrerait  clans  cette  expression,  nous  allons 
suivre  une  autre  voie.  Si  v  devenait  positif,  il  faudrait  nécessaire- 
ment que  pour  une  certaine  valeur  de  x  et  y,  on  ait  un  maximinn 
de  la  fonction;  on  peut  toujours  supposer  que  ce  maximum  sera 
atteint  pour  x  ^  o,  jk  =  o-  En  développant  i'  par  la  formule 

on  aura 

2(a-i-Y)  =^/)(o,o)>o. 

Gomme,  d'ailleurs,  a  et  y  sont  nécessairement  de  même  signe,  on 
a  a>>o,  y>>o,  ce  qui  implique  contradiction,  puisque  j:^o, 
j/  =  o  correspondent  à  un  maximum. 

Nous  déduisons  de  là  que  pour  tous  les  points  de  l'intérieur  de 

l'aire 

a  <  «0- 

6.   Ge  point  établi,  le  lemme  démontré  au  §  1  pour  l'équation 
de  Laplace  subsiste  pour  l'équation 

Soit  n  la  solution  prenant  la  valeur  zé/-o  sur  l'arc  aCb  {/Ig-  7) 
et  la  valeur  un  sur  aCb,  on  aura  sur  l'arc  adb 


q  étant  plus  petit  que  l'unité  ;  on  a,  en  effet,  a  <<  ^/q?  '^0  désignant 
la  fonction  harmonique  prenant  les  mêmes  valeurs  que  u  sur  le 
contour,  et,  puisque  UQ<iq^  l'inégalité  est  manifeste.  Les  consé- 
quences du  lemme  subsistent  évidemment,  et,  puisque  le  procédé  al- 
terné repose  uniquement  sur  ce  lemme,  nous  pourrions  maintenant 
répéter  ce  qui  a  été  dit  plus  haut:  les  fonctions  Un  et  r«,  obtenues 
en  intégrant  alternativement  l'équation  proposée  pour  le  con- 
tour («a)  et  le  contour  (^[3),  auront  des  limites  nous  donnant 
la  solution  du  problème  pour  le  contour  {cib). 
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CHAPITRE  IV. 


MÉTHODE  DE  M.  POINCARÉ  POUR  LA  SOLUTION 
DU  PROBLÈME  DE  DIRICHLET. 


I.  —  Propriétés  fondamentales  du  potentiel  logarithmique. 

1.  Avant  d'exposer  la  méthode  de  M.  Poincaré,  nous  devons 
faire  connaître  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  connue 
sous  le  nom  àe potentiel  logarithmique. 

Le  potentiel  logarithmique  est,  pour  le  cas  du  plan,  l'analogue 
du  potentiel  ordinaire  que  nous  avons  étudié  au  Tome  I  pour  le 
cas  de  l'espace.  Dans  l'espace,  la  loi  de  l'attraction  était  la  loi  de 
la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Dans  le  plan,  on  suppose 
que  les  points  s'attirent  en  raison  inverse  de  la  distance  :  les 
composantes  de  l'attraction  exercée  par  un  point  A(a,  h)  de 
masse  m  sur  un  point  M(.a;,  y")  de  masse  un,  seront  alors 

m{a  —  x)  m{b—y) 

^  -  —y,       '       ^  -       7^      ' 
où  7^-=  (x  —  «)-+  {y  —  b)'^.  En  posant 

V  =  m  log  - , 


dx  dy 

et  V  sera  dit  le  potentiel  logarithmique. 

Si  l'on  a  des  masses  remplissant  d'une  manière  continue  une 
certaine  aire,   avec  une   densité  p  fonction   continue  de  («,  6), 
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on  a 

V         r  r{a  —  x)acladb  .,        f  r{b —y)ç>  da  db 

^=JJ    ^- '  ^^JJ  r^'  ' 

les  intégrales  étant  étendues  aux  masses  agissantes.  Dans  tout 
ce  qui  suit,  p  sera  une  quantité  essentiellement  positive,  comme 
nous  l'avons  d'ailleurs  supposé  dans  la  théorie  de  l'attraction  pour 
le  cas  de  l'espace.  Le  potentiel  V  sera  défini  par  l'intégrale  double 


Y=JJp\og'-dadb. 


2.  L'étude  de  cette  fonction  V  est  entièrement  semblable  à 
l'étude  de  la  fonction  désignée  par  la  même  lettre,  que  nous 
avons  étudiée  au  Tome  I  (p.  i63  et  suiv.).  Nous  ne  croyons 
pas  utile  d'insister  sur  les  démonstrations,  et  il  nous  suffira  d'é- 
noncer les  résultats. 

Le  potentiel  logarithmique  est  une  fonction  continue  de  x  ely 
dans  tout  le  plan,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  et  l'on  a  pour  tout  point  (x,  y) 

dY  dY 

ox  oy 

L'étude  des  dérivées  secondes  se  fait  (voir  loc.  cit.)  en  suppo- 
sant que  p  ait  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  pour  tous 
les  points  intérieurs  à  la  masse. 

Des  raisonnements  analogues  montrent  encore  que  les  dérivées 
secondes  sont  aussi  continues  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  des 
masses  agissantes,  mais  elles  sont  discontinues  pour  la  courbe  de 
séparation. 

Pour  tout  point  extérieur  aux  masses,  la  fonction  V  est  harmo- 
nique; pour  tout  point  {x^  y)  intérieur,  on  a,  au  contraire, 

p  désignant  la  densité  au  point  {x,  y). 

Ajoutons  que  la  fonction  V  ne  s'annule  pas  à  l'infini  et  qu'elle 
peut  avoir  un  signe  quelconque;  ces  deux  circonstances  sont  fort 
importantes  et,  dans  les  applications,  elles  rendent  souvent  plus 
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difficiles  les  questions  concernant  le  cas  de  deux  dimensions.  En 
effet,  pour  l'espace,  V  est  toujours  positif  et  s'annule  à  l'infini. 

3.  Nous  venons  de  considérer  le  cas  où  la  distribution  des 
masses  est  superficielle;  nous  aurons  à  considérer  tout  à  l'heure 
des  masses  dont  la  distribution  est  linéaire,  de  telle  sorte  qu'on 
a  alors 

V  =    /  p  log  ^^  ds, 

l'intégrale  étant  étendue  à  la  courbe  sur  laquelle  est  étalée  la 
couche  attirante  de  densité  linéaire  p.  Dans  ce  cas  V  est  encore 
une  fonction  continue  dans  tout  le  plan,  mais  les  dérivées  du  pre- 
mier ordre  éprouvent  une  discontinuité  en  traversant  les  courbes 
attirantes.  C'est  ce  que  nous  avons  rencontré  pour  les  surfaces 
attirantes  (t.  I,  p.  177)  ;  les  démonstrations  sont  entièrement  ana- 
logues dans  les  deux  cas. 

4.  Développons  davantage  deux  propriétés  du  potentiel  loga- 
rithmique qui  vont  jouer  un  rôle  essentiel  dans  la  méthode  de 
M.  Poincaré. 

La  première  est  relative  à  la  substitution  aux  points  attirants  à 
l'intérieur  d'un  cercle  d'une  couche  linéaire  placée  sur  sa  circon- 
férence. 

Soient  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  A  un  point  extérieur 
et  P  un  point  intérieur. 

La  quantité  log-r-g?  dans  laquelle  nous  considérons  le  point  A 
comme  fixe  et  P  comme  variable,  est  une  fonction  des  coordonnées 
de  P,  harmonique  dans  tout  le  cercle.  En  tout  point  M  de  la  circon- 
férence, elle  prend  la  valeur  log-v^-  On  aura  donc 


^'^  ^'^h=J^''^m 


R2— OP     , 

=^ds, 

aTiR.MP" 


d'après  la  formule  de  Poisson  qui  résout  le  problème  de  Dirichlet 
pour  le  cas  du  cercle.  Nous  savons  d'autre  part,  d'après  la  même 
formule,  que 

J       2TrR.MP 
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Des  formules  (i)  et  (2)  on  conclut  le  fait  suivant  : 

Si  l'on  a  sur  la  circonférence  une  couche  attirante  dont  la  den- 
sité, en  chaque  point  M,  est  la  quantité  positive 


27rR.MP' 

la  masse  totale  de  cette  couche  sera  égale  à  l'unité  [d'après  la 
formule  (2)],  et  le  potentiel  de  cette  couche,  sur  un  point  exté- 
rieur A,  sera  le  même  que  si  toute  la  masse  était  concentrée  en  P. 
Cherchons  maintenant  ce  que  devient  le  potentiel  de  la  couche 
quand  le  point  A  est  intérieur  au  cercle.  Le  potentiel  est  toujours 
donné  parla  même  intégrale,  mais  l'égalité  (i)  n'a  plus  lieu,  quand 
A  est  intérieur;  elle  a  encore  lieu  quand  A  est  sur  la  circonférence, 
à  cause  de  la  continuité  du  potentiel.  Or  la  différence 


,        I  r,        I     R2_op' 


est  une  fonction  harmonique  des  coordonnées  de  A;  elle  est  con- 
tinue à  l'intérieur  de  la  circonférence  sauf  quand  A  est  en  P,  et 
dans  ce  cas  elle  est  égale  à  -f-oc.  Etant  nulle  sur  la  circonférence, 
elle  sera  donc  positive  pour  tous  les  points  de  l'intérieur.  On  a 
donc,  en  tout  point  A  intérieur, 


/ 


I     R2-0P      ,    ^,         I 
^^^^27:R.MP  ^^ 


Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  suivant  :  Quand  une 
masse  égale  à  l'unité  est  placée  en  un  point  P  de  l'intérieur  d'un 
cercle,  si  l'on  répartit  cette  masse  sur  toute  la  circonférence  de 
manière  que  la  densité  en  un  point  quelconque  M  de  celle-ci  soit 
inversement  proportionnelle  au  carré  de  MP,  la  couche  circulaire 
ainsi  obtenue  aura  même  potentiel  que  la  masse  primitive  en 
tout  point  extérieur  et  un  potentiel  plus  petit  en  tout  point  in- 
térieur. 

Si,  au  lieu  d'un  seul  point,  on  en  a  plusieurs  ou  bien  une  couche, 
soit  linéaire,  soit  superficielle,  on  pourra  substituer  aux  points  atti- 
rants à  l'intérieur  du  cercle  une  couche  linéaire  placée  sur  sa  cir- 
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conférence 5  cette  couche  aura  même  potentiel  sur  les  points  exté- 
rieurs et  un  potentiel  plus  petit  pour  les  points  intérieurs. 

o.  La  seconde  propriété  que  nous  avons  à  développer  est  rela- 
tive à  la  moyenne  du  potentiel  logarithmique  le  long  d'une  cir- 
conférence. 

Soit  une  circonférence  C  de  centre  O  et  de  rayon  R;  si  un 
point  attirant  P  est  extérieur  à  la  circonférence,  le  potentiel 

V  =  m  \os  -  , 

r  désignant  la  distance  de  [x^  y)  à  P,  sera  harmonique  et  continue 
dans  C,  et  par  conséquent,  d'après  un  théorème  établi  au  début 
de  l'étude  des  fonctions  harmoniques,  la  moyenne  de  V  sur  le 
cercle,  c'est-à-dire 


27rRj 


\  ds, 

sera  égale  à  la  valeur  au  centre,  c'est-à-dire  à  m  log  j=rp'  On  a  donc 

OIL.V  =  m  Iog-:Yp  (OlL  .V  =  moyenne  de  V  sur  la  circonférence). 

Si  le  point  attirant  P  est  à  l'intérieur  de  la  circonférence,  cette 
formule  n'est  plus  applicable.  Pour  obtenir  la  moyenne  de  V,  nous 
procéderons  de  la  manière  suivante  :  décrivons  des  points  O  et  P  des 


circonférences  F'  et  F  de  rayons  y'  et  y,  suffisamment  petits  pour 
qu'elles  soient  intérieures  à  C  et  extérieures  l'une  par  rapport  à 
l'autre,  et  désignons  par  /•'  la  distance  du  point  attiré  M.[x,  y) 
au  point  O  {fig-  i3).  On  a,  en  posant  V'--  in\o^—^  et  en  appli- 
quant la  formule  de    Green   à   la   surface    limitée    par  les    trois 
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courbes  G,  F  et  F', 


/ç,  \      du  dn  I  J^  \       dix  dn 


L 


les  dérivées  étant  prises  suivant  les  normales  anx  courbes  géo- 
métriques. 

Les  deux  intégrales  c^ui  forment  le  second  membre  de  cette 
égalité  sont  égales  et  de  signe  contraire,  car,  puisque  la  grandeur 
du  rayon  de  la  circonférence  sur  lac[uelle  on  intègre  est  indiffé- 
rente, on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  permutant  /'  et  /•'  et  en  chan- 
geant le  signe.  On  a  donc 

clN      .rdY\    , 

—j V  -  -—  ]  ds  =  o 

,„  \       an  dn 


D'autre  part,  on  a 


don  c 


ou 


/    -r-  ds  —  —    /  Y  ds  —  o. 
^(.  dn  RJ,. 


dV  ,         rdY  , 

---  as  =  2  Tt  m  ; 
,/j.  .w.  .,„  dn 


DTLY^mlog^' 


D'une  manière  générale,  en  désignant  par  tn  les  masses  exté- 
rieures et  par  [j.  les  masses  intérieures,  on  aura 

r  désignant  la  distance  du  point  de  masse  m  au  centre  de  la  cir- 
conférence. On  a  supposé  les  masses  isolées;  la  formule  s'étend 
d'elle-même  à  des  masses  continues,  linéaires  ou  superficielles,  et 
elle  conserve  sa  signification  si  les  masses  attirantes  rencontrent 
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la  circonférence  G  :  les  sommes  ^  sont,  bien  entendu,  à  remplacer 
par  des  intégrales. 

6.  De  cette  valeur  de  la  moyenne,  on  conclut  que  le  potentiel 
logarithmique  V  provenant  de  masses  positives  n'est  pas  suscep- 
tible de  minimum.  îl  suffît  pour  cela  de  démontrer  que,  quel  que 
soit  le  point  B  considéré  sur  le  plan,  on  ne  peut  avoir 

V  >  Vb, 

pour  tout  point  d'un  cercle,  concentrique  au  point  B,  ayant  un 
rayon  R  assez  petit.  On  a,  en  effet,  les  notations  étant  les  mêmes 
que  précédemment, 


01I.V=2'«l«8f^+»''42!^' 


d'autre  part, 


d'où,  en  retranchant, 

Or  logô  est  négatif,  les  masses  \).  sont  positives,  donc 

ortv<VB, 

et  ceci  est  en   contradiction   avec  l'hypothèse  du  minimum  qui 

entraînerait 

orc  V  >  Vc. 

Plus  généralement,  on  pourrait  démontrer  que,  quel  que  soit 
le  signe  des  masses  superficielles  attii-antes,  la  fonction  V  n^est 
pas  susceptible  de  minimum  dans  les  régions  du  plan  qui  appar- 
tiennent à  des  masses  positives  et  qu'elle  n'est  pas  susceptible  de 
maximum  dans  les  régions  du  plan  qui  appartiennent  à  des  masses 
négatives. 

7.  Terminons  par  une  dernière  remarque  qui  trouvera  aussi 
son  application.  Supposons  tracé  sur  le  plan  un  contour  simple 
ou  multiple  pour  lequel  on   sache  résoudre  le  problème  de  Di- 
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richlel,  la  fonclion  V  élant  d'ailleurs  supposée  provenir  unique- 
ment de  masses  positives.  Désignons  par  to  la  fonction,  harmo- 
nique à  l'intérieur  du  contour,  et  qui  prend  sur  ce  contour  les 
mêmes  valeurs  que  V.  Comme,  pour  tout  point  intérieur  B,  on  a 
011  oj  =  Wjj,  il  en  résulte  que  la  fonction  V  —  oj  n'est  pas  suscep- 
tible de  minimum;  or  elle  est  nulle  sur  le  contour  :  donc  elle  est 
positive  à  l'intérieur. 

II.  —  Méthode  de  M.  Poincaré  (  '  ). 

8.  Nous  partons  d'une  aire  quelconque  S  limitée  par  un  ou 
])lusieurs  contours  5.  Je  dis  tout  d'abord  que  Von  peut  toujours 
trouver  des  cercles  C/  tout  entiers  intérieurs  à  S,  formant  une 
suite  indéfinie  à  indices  entiers  positifs 

Cl,     C2,     .  • . ,     C«, 

et  tels  que  tout  point  intérieur  à  S  soit  intérieur  au  moins  à 
l' un  de  ces  cercles. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  dans  S  une  région  R  dont  tous 
les  points  soient  à  une  distance  de  s  supérieure  à  une  quantité  0. 
Soit  0'  une  longueur  plus  petite  que  0;  traçons  une  série  de  pa- 
rallèles aux  axes  de  coordonnées,  ajant  entre  elles  la  distance  —-• 

/a 

Nous  formons  ainsi  une  infinité  de  carrés  dont  la  diagonale  est  0'. 
Nous  ne  retiendrons  parmi  eux  que  ceux  c[ui  sont  en  totalité  ou 
en  partie  intérieurs  à  R  :  soit  n  le  nombre  de  ces  carrés.  Tout  point 
de  R  est  alors  intérieur  à  un  de  ces  n  carrés  ou  sur  son  contour. 
Ceux  mêmes  de  ces  carrés  qui  sont  partiellement  extérieurs  à  R 
sont  encore  intérieurs  à  S,  puisque  leur  plus  grande  dimension  S' 
est  inférieure  à  0. 


C)  M.  Poincai'é  a  développé  sa  méLliode  dans  son  Mémoire  de  V American 
.Journal  of  MatJiematics  (t.  IX)  en  considérant  le  cas  de  l'espace  à  trois 
dimensions.  Pour  le  principe  de  la  méthode,  il  n'y  a  aucune  différence  entre  le 
cas  de  l'espace  et  celui  du  plan;  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  de  même  des  démon- 
strations qui  doivent  être  assez  notablement  modifiées.  Dans  sa  Thèse,  soutenue 
récemment  devant  la  I^"aculté  des  Sciences  de  Paris,  M.  Paraf  a  exposé,  pour  le 
plan,  la  méthode  de  M.  Poincaré;  nous  avons  tiré  grand  parti,  pour  notre  rédac- 
tion, de  ce  travail  fait  avec  beaucoup  de  soin. 
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Soient  Oi ,  Oo,  ....  Ort  les  centres  de  ces  carrés  :  de  chacun  de  ces 

points  comme  centre,  avec  un  rayon  intermédiaire  entre -et-? 

décrivons  une  circonférence.  Chaque  carré  est  alors  tout  entier 
intérieur  au  cercle  correspondant,  lequel  est  toujours  intérieur 
à  S;  chaque  point  de  R  est  alors  intérieur  à  l'un  de  ces  ii  cercles. 
Imaginons  alors  une  série  de  longueurs  o, ,  ôo,  . . .,  S^,  . . .  décrois- 
sant et  tendant  vers  zéro.  Appelons  Ro  la  région  formée  par  l'en- 
semble des  points  de  S  dont  la  distance  à  s  est  supérieure  à  o,, 
puis,  d'une  manière  générale,  appelons  R,  l'ensemble  des  points 
de  S  dont  la  distance  à  s  est  comprise  entre  S/  et  ô/^.| .  Ces  diverses 
régions  ne  seront  d'ailleurs  pas  nécessairement  connexes,  mais 
cela  n'est  pas  utile.  Construisons  dans  Rq  les  cercles 

Cl,     Gj,     . . . ,     G,,^, 

comme  plus  haut,  puis  dans  Ri  les  cercles 

G«„+i,      ^-^nf,+-li       •••5       G/(, 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  L'ensemble  de  tous  ces  cercles 
forme  une  suite 

Gl,  G2,  •    •    •  )  G,;,  •    •    •  , 

qui  remplit  manifestement  les  conditions  énoncées. 

9.  Après  avoir  construit  dans  S  la  famille  des  courbes  C/,  tra- 
çons encore  une  courbe  fermée  L  qui  contienne  dans  son  intérieur 
l'aire  S;  nous  pouvons  supposer  que  ce  soit  une  circonférence  L 
d'un  rayon  suffisamment  grand.  Désignons  par  T  la  partie  du 
plan  intérieure  à  L. 

On  se  donne  par  hypothèse  sur  la  courbe  5,  qui  limite  S,  une 
succession  continue  U  de  valeurs. 

Admettons  que  l'on  puisse  trouver  une  fonction  Vo(j',  ,r), 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  trois  premiers  ordres 
dans  T,  et  se  réduisant  à  U  sur  s.  C'est  en  partant  de  cette  fonction 
Vo(.z^,jk),  prise  en  quelque  sorte  comme  première  approxima- 
tion, que  nous  voulons  arriver  à  la  solution  du  problème  de  Di- 
richlet. 

Supposons  d'abord  que  AVq  soit  constamment  négatif  dans  T. 


96  CHAPITRE   IV. 

Si  alors  on  pose 

AYo 

0  sera  une  fonction  positive  dans  T.  Imaginons  une  masse  répan- 
due d'une  manière  continue  sur  T  et  dont  la  densité  en  chaque 
point  soit  justement  la  fonction  p.  Cette  masse  aura  un  poten- 
tiel Wo,  et  l'on  aura  dans  toute  la  région  T 

AWo  =  — 27rp  =  AVo,         donc     A(Wo— Vo)  =  o. 

La  différence  Wq  —  Vo  est  donc  une  fonction  harmonique  ;  elle  est 
parfaitement  déterminée,  puisque  nous  connaissons  Wq  et  Vo 
pour  tous  les  points  de  T.  En  posant  Wq  —  Vo=0,  on  aura  sur 
le  contour  s 

e  =  Wo-  u, 

et  la  fonction  9  sera  harmonique. 

Les  masses  qui  donnent  naissance  au  potentiel  Wo  sont  toutes 
positives,  et  une  partie  d'entre  elles  est  intérieure  à  S.  Envisa- 
geons en  particulier  celles  qui  sont  intérieures  au  cercle  C/;  nous 
avons  appris  à  former  sur  le  cercle  une  couche  équivalente  à  ces 
masses.  Ayant  à  répéter  souvent  cette  opération,  nous  l'appelle- 
rons, pour  abréger,  le  balayage  du  cercle  Ci.  On  peut  dire  alors 
que  le  balayage  du  cercle  C^ne  change  pas  le  potentiel  en  un  point 
c[uelconque  extérieur  à  C^,  mais  le  diminue  en  tout  point  intérieur. 
Cette  opération  n'introduit  d'ailleurs  jamais  de  masses  négatives. 

Balayons  alors  successivement  tous  les  cercles,  dans  un  ordre 
tel  que  chacun  d'eux  soit  balayé  un  nombre  infini  de  fois.  Il  suf- 
fira pour  cela  de  les  balayer  dans  l'ordre 

I,     2,     I,     2,     3,     I,     2,     3,    4,     ...   : 

on  ne  tiendra  aucun  compte  de  ceux  qui  ne  contiendront  plus 
aucune  masse  cjuand  viendra  leur  tour  d'être  balayé. 

Appelons  enfin  W/t  ce  que  devient  le  potentiel  après  la  A-"^™'^  opé- 
ration; nous  allons  comparer  entre  elles  les  valeurs  des  différentes 
fonctions  Wa  en  un  môme  point  A  de  T  et  démontrer  qu'en  cha- 
cun de  ces  points  Wa  tend  vers  une  valeur  déterminée. 

10.  Il  est  évident  que,  si  A  est  extérieur  au  cercle  balayé  à  la 
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^.ième  opération,  on  aura 

W/,  =  W/t-i. 

J3ans  le  cas  contraire,  on  aura 

W/,  <  W/,_i . 
Donc,  dans  tous  les  cas, 

et  remarquons  que,  pour  tous  les  points  à  l'extérieur  de  S,  on  a 

W/,  =  Wo. 

Ainsi  W/t  ne  va  jamais  en  croissant  quand  l'indice  augmente. 
D'autre  part,  en  vertu  de  la  propriété  du  potentiel  logarithmique 
dû  à  des  masses  positives,  établie  au  §  7,  W/f  est,  en  chaque 
point,  supérieur  à  la  valeur  de  la  fonction  harmonique  to,  qui 
prend  sur  la  circonférence  T,  ou  sur  toute  autre  circonférence 
comprenant  S  à  son  intérieur,  les  mêmes  valeurs  que  Wq.  Donc 
W/v  tend  vers  une  limite  bien  déterminée  W  en  chaque  point  A 
de  T. 

11.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  limite  W, 
bien  déterminée  en  chaque  point  A  de  S,  tend  vers 

Ua  +  e^, 

quand  A  tend  vers  le  point  o-  du  contour  (').  La  même  propriété 
(§  7)  va  encore  nous  servir.  Nous  allons  considérer  comme  résolu 
le  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  d'un  contour  formé  de  deux 
circonférences  concentriques  et  dans  celui  d'un  contour  formé 
par  une  ellipse  et  la  portion  de  droite  qui  unit  les  deux  foyers, 
considérée  comme  droite  double  (-). 


(')  La  démonstration  dans  le  cas  de  l'espace  est  beaucoup  plus  simple  que 
dans  le  cas  du  plan  et  l'on  n'a  pas  besoin  d'employer  les  artifices  auxquels 
nous  avons  dû  recourir. 

(^)  Le  cas  de  deux  cercles  sera  traité  à  la  fin  de  ce  Chapitre  et  le  cas  de  deux 
ellipses  homofocales  au  Chapitre  X. 

P.  -  II.  7 
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Cela  posé,  considérons  d'abord  les  points  cr  du  contour  s  qui 
admettentnne  tangente  bien  déterminée.  Nous  pouvons  construire 
un  premier  cercle  tangent  en  o-  au  contour  s  et  tout  entier  exté- 
rieur à  S,  et  ensuite  un  second  cercle  concentrique  au  premier, 
contenu  tout  entier  dans  T  et  comprenant  S  à  son  intérieur,  ce 
qui  est  possible,  si  la  région  T  a  été  prise  assez  grande  et  si  le 
rajon  du  premier  cercle  est  assez  petit.  Soit  co  la  fonction  har- 
monique entre  les  deux  cercles,  et  prenant  sur  ces  cercles  les 
mêmes  valeurs  que  Wq,  on  aura,  pour  tout  point  A  de  S, 

Imaginons  maintenant  que  le  point  A  tende  vers  a-  ;  W^  et  w 
tendent  tous  deux  vers  la  valeur  de  Wq  en  c  :  donc  W  tend  aussi 
vers  cette  valeur,  qui  est 

(3)  Ua  +  ôa- 

Lorsque  la  tangente  en  crest  complètement  extérieure  à  S,  nous 
aurions  pu,  au  lieu  des  deux  circonférences  précédentes,  n'en 
considérer  qu'une  tangente  en  o-  à  s  et  comprenant  S  à  son  inté- 
rieur, et  cette  construction  s'applique  même  au  cas  où  le  point  cr 
serait  une  pointe,  pourvu  qu'on  puisse,  par  ce  point,  mener  une 
droite  complètement  extérieure  à  S. 

En  général,  lorsque  le  point  o-  est  une  pointe,  telle  que  A,  par 
exemple  {fig-  i4)î  oi^  ne  pourra  pas  tracer  toujours  une  ou  deux 

Fig.  lA. 


circonférences,  remplissant  les  conditions  précédentes,  mais  si 
l'on  peut  mener  par  A  un  petit  segment  de  droite  AA'  extérieur  à 
Taire  S,  on  prendra  alors  pour  déterminer  w  le  contour  formé 
par  une  ellipse  extérieure  à  S,  ayant  pour  foyers  A  et  A',  et  par 
Ja  portion  de  droite  AA'  considérée  comme  droite  double. 

La  méthode  précédente  ne  s'appliquerait  pas  si  l'on  avait  au 
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point  A  une  pointe  rentrante  formant  un  rebroussement  de  seconde 
espèce.  Une  discussion  plus  approfondie  est  alors  nécessaire;  on 
la  trouvera  dans  le  travail  déjà  cité  de  M.  Paraf. 

12.  Nous  avons  constaté  dans  les  paragraphes  précédents  l'exis- 
tence d'une  fonction  yV(x,y)  définie  dans  l'intérieur  de  S,  et 
tendant  vers  l'expression  (3)  quand  le  point  (.x,  y)  se  rapproche 
d'un  point  quelconque  a-  du  contour.  Nous  allons  maintenant  éta- 
blir que  cette  fonction  est  harmonique. 

Envisageons  un  des  cercles,  Ca  par  exemple,  et  supposons  que 
ce  cercle  soit  balayé  aux  opérations  a,,  aa,  ...,  a„,  ....  Après  cha- 
cune de  ces  opérations,  le  cercle  Ca  ne  contient  plus  aucune  masse. 
On  a  donc  à  l'intérieur  de  ce  cercle 

AWa;  =  o  ; 

or  les  fonctions 

Wa.,     Wa„      ...,     Wa„,,      ... 

sont  des  fonctions  harjnoniques  décroissantes,  et  ayant  W  pour 
limite.  La  série 

Wa,  ^  (Wa,— W«,)  +  .  .  .  ^-(  Wa„-Wa„_,)  -t-  .  .  . 

a  donc  tous  ses  termes  positifs,  sauf  peut-être  le  premier.  Tous 
ces  termes  sont  harmoniques,  et  la  série  converge  évidemment. 
Elle  définit  donc  une  fonction  harmonique  dans  Ca,  d'après  le 
théorème  de  Harnack  (Chap.  II,  §  6);  or  la  limite  de  la  série 
étant  W,  il  en  résulte  que  cette  fonction  est  harmonique  dans  Ca 
et,  par  suite,  dans  toute  l'aire  S. 
Si  l'on  forme  alors  la  fonction 

\V-0, 

on  aura  une  fonction  harmonique  dans  S  et  prenant  la  va- 
leur U  sur  le  contour  s.  Le  problème  de  Dirichlet  est  donc 
résolu. 

Dans  la  méthode  précédente,  on  part  d'une  fonction  quel- 
conque Wo,  assujettie  seulement  à  prendre  les  valeurs  données  sur 
le  contour.  Nous  avons  dû  faire  quelques  restrictions  sur  cette 
fonction;  nous  allons  les  lever  dans  un  moment.  Mais  on  voit  dès 
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maintenant  combien  la  méthode  de  M.  Poincaré  est  originale. 
Tandis  que,  dans  les  méthodes  de  Neumann  et  de  Schwarz,  on 
part  toujours  d'une  fonction  harmonique,  et  que  les  approxima- 
tions successives,  qui  doivent  faire  approcher  de  plus  en  pkis  de  la 
fonction  cherchée,  sont  toujours  des  fonctions  harmoniques,  il  en 
est  tout  autrement  chez  M.  Poincaré.  Ici,  on  part  d'une  fonction 
quelconque  prenant  les  valeurs  données  sur  le  contour,  et  l'on 
forme  une  succession  de  fonctions  qui  ne  sont  pas  harmoniques 
dans  toute  l'aire  S;  c'est  seulement  leur  limite  qui  donne  une 
fonction  harmonique  dans  cette  aire  tout  entière. 

13.  On  a  supposé,  dans  la  démonstration  précédente,  cpie  AV„ 
conserverait  un  signe  constant.  S'il  en  était  autrement,  on  pour- 
rait toujours  partagerT  en  deux  régions  T<  etTo,  la  première  con- 

av 
tenant  tous  les  points  pour  lesquels  ■ — -  est  positif,  la  deuxième 

tous  ceux  pour  lesquels  la  même  quantité  est  négative.  Définis- 
sons alors  des  fonctions  pi  et  po  par  les  conditions  suivantes 

pi  =  p  dans  Ti,         pi  —       o  dans  T,, 
p,  =  o  dans  Ti,         Pa  —  —  p  dans  T^. 

Ces  deux  fonctions  sont  continues  dans  toute  l'étendue  de  T, 
et  elles  sont  positives  ou  nulles.  De  plus,  on  a 

p  =   ?1  —  ?2- 

Considérons  alors  deux  systèmes  de  masses  ajanl  des  densités 
pi  et  pa  ;  elles  engendreront  deux  potentiels  W^  et  W^,  qui,  dans 
toute  l'étendue  de  T,  donneront  lieu  aux  relations 


AWJ 

AW,^ 

Donc 

A(WÎ-W^) 

—  2- 

=  pi  —  P2  = 

et,  par  suite, 

A(WJ-W? 

-Vo)=o. 

On  a  donc 

WJ-W2-Vo=:0, 

0  étant  harmonique  dans  T  et  complètement  connu.  Les  raison- 
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nemenls  précédents  s'appliquent  aux  deux  fonctions  W^  et  Wf,. 
Elles  engendrent  respectivement  deux  fonctions  W  et  W-  har- 
moniques dans  S  et  prenant  sur  le  contour  les  mêmes  valeurs  que 
W^  et  Wq.  La  fonction  W  —  W- —  8  résout  donc  le  problème. 

11.  La  méthode  qu'on  vient  de  lire,  suppose  qu'on  a  déterminé 
une  fonction  Vo  (^,  JK),  continue  dans  T,  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  des  trois  premiers  ordres,  et  prenant  sur  la  courbe  s 
la  succession  continue  donnée  des  valeurs  représentée  par  U.  On 
pourra  évidemment,  pour  une  infinité  de  fonctions  U  sur  s,  trou- 
ver une  fonction  Vo  (.27,  y)  satisfaisant  aux  conditions  requises. 
Toutefois,  certaines  conditions  seront  nécessaires  :  ainsi  U  devra 
sur  le  contour  admettre  aussi  des  dérivées  des  trois  premiers 
ordres.  Si  donc  on  ne  veut  faire  sur  U  d'autres  hypothèses  que  la 
continuité,  il  est  indispensable  de  compléter  la  méthode. 

15.  Examinons  donc  le  cas  général  où  la  succession  donnée 
des  valeurs  U  sur  s  satisfait  à  l'unique  condition  d'être  conti- 
nue. M.  Paraf  a  montré  de  la  manière  suivante  que  ce  cas  géné- 
ral pouvait  être  ramené  au  cas  particulier  que  nous  venons  de 
traiter. 

On  peut  toujours,  et  d'une  infinité  de  manières,  construire  une 
fonction  '\i(a;,y),  continue  dans  la  région  T  et  prenant  sur  s  les 
valeurs  données  U.  Ceci  fait,  nous  allons  construire  une  infinité 
de  polynômes 

-l*  1)        t^  2?         •  •  •  ?        ■t^  «5         •  •  •  ) 

croissant  et  tendant  uniformément  vers  (];  dans  la  région  T.  Ap- 
pelons 

U„    U,,     ...,    u„,    ... 

les  valeurs  de  ces  polynômes  sur  55  ces  fonctions  U^  sont  crois- 
santes et  tendent  uniformément  vers  U.  Sachant  résoudre  main- 
tenant le  problème  de  Dirichlet  pour  chacune  des  valeurs 

Ui,     U2,     .  •  • ,     U/,,,     . . . , 

données  sur  le  contour,  nous  aurons  une  suite  de  fonctions  har- 
moniques dans  S 

V,,     V,,     ...,     V,,     .... 


102  CHAPITRE    IV. 

Nous  montrerons  que  ces  fonctions  V^  tendent  vers  une  limite  V 
qui  est  la  fonction  cherchée. 

16.  D'après  ce  que  nous  avons  démontré  (t.  I,  p.  262),  on  peut 
toujours  trouver  un  polynôme  F  (^,  y)  qui  représente,  avec  une 
erreur  moindre  qu'un  nombre  s  donné  à  l'avance,  une  fonction 
•l  [x,  y),  arbitrairement  définie  dans  une  aire  T  et  assujettie  à  la 
seule  condition  d'être  continue. 

Soit  '^  [x,  y)  une  telle  fonction  prenant  sur  s  la  succession  de 
valeurs  U;  nous  pouvons  la  supposer  positive;  car,  dans  la  so- 
lution du  problème  de  Dirichlet,  on  peut  toujours  ajouter  une 
constante  à  U.  Désignons  par 

Xi,     X,,     . . . ,    X„, 

une  succession  de  nombres  positifs  croissants,  tendant  vers  l'u- 
nité. On  suppose  que 

0/  >  0^+1  ( '>^t+\  —  X/  =  ô/); 

conditions  qui  peuvent  être  réalisées  d'une  infinité  de  manières, 
par  exemple  avec  \i  ='i :• 

Considérons  enfin  la  suite  des  fonctions  continues,  positives, 
croissantes  et  tendant  vers  cj;, 

^l'I',      '^i']',       •••>       '^n'\>,       

En  appelant  m  la  limite  inférieure  de  t|>  dans  T,  je  construis  le 
])o]ynôme  ¥i(x^y),  qui  représente  'ki<\i  avec  une  erreur  moindre 

que  -  Oi/n.  Ces  polynômes  F^-  forment  une  suite  croissante,  car 


2 
on  a 


donc 


F4+I  >  >^i+i  4^—7  °/+i  '">  ^i  <  '^'^'\'  -"'  7  ^'  '"■ 


Fi+i  —  Fi  >  li+i  '\>  —  X/'i (  Si  +  0/+1  )  m 


Oitri 


-  (  S/ -I-  0/+1  )  /?7  =  -  m  ( 0;—  o,-+,  )  >  o, 
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et  cette  suite  croissante  tend  uniformément  vers  ^.  Si  donc  on 
appelle  Uj  la  valeur  de  F^-  sur  s,  les  Uj  forment  aussi  une  suite 
croissante  tendant  uniformément  vers  U. 

Maintenant  nous  savons,  au  moyen  de  chaque  fonction  F/, 
construire  une  fonction  Vj  harmonique  dans  S  et  se  réduisant 
à  U/  sur  s.  Ces  fonctions  V^  forment  une  suite  croissante,  puisque 
la  différence  V/4.1  —  V,  prend  sur  s  des  valeurs  positives;  d'ail- 
leurs V^est  toujours  inférieur  à  la  limite  supérieure  M  de  J;,  puis- 
qu'il en  est  de  même  de  U^-. 

Les  fonctions  V^  ont  donc  une  limite  V;  je  dis  que  V  est  la 
fonction  cherchée.  Considérons  en  effet  la  série  convergente 

V  =  Vi  +  (V2-Vi)+...4-(V„-V„_i)+.... 

Chaque  terme  de  la  série  est  harmonique  dans  S,  et  le  terme 
général  V^  —  Yn-i  tend  vers  U«  —  U,2_i  quand  le  point  mobile 
s'approche  du  contour.  D'ailleurs  la  série  de  ces  valeurs  sur  le 
contour  s 

Ui+(U2-Ui)+...+  (U„-U„_i)+... 

converge  uniformément  vers  U  sur  tout  le  contour;  donc,  d'après 
le  théorème  de  Harnack,  la  fonction  V  est  harmonique  dans  S 
et  prend  la  valeur  U  sur  s. 

17.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  l'examen  du  cas  particu- 
lier dont  nous  avons  eu  besoin  au  §  11,  oii  le  contour  se  com- 
pose de  deux  cercles  concentriques. 

Soient  donc  C  et  C  les  deux  cercles,  R  et  R'  leurs  rayons,  r  et  cp 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  couronne 

R'>/'>R. 

Nous  voulons  trouver  une  fonction y*(r,  iip),  harmonique  dans  la 
couronne  (S),  se  réduisant  à  des  fonctions  données  U(cp)  sur  (C), 
V(cp)  sur  (C),  quand  le  point  (r,  cp)  tend  vers  C  ou  vers  C  par  un 
chemin  quelconque. 

Nous  supposerons  seulement  que  ces  deux  fonctions  de  co  satis- 
font aux  conditions  de  Dirichlet,  et  forment  sur  le  contour  une 
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suite  continue.  Nous  pouvons  donc  poser 

U(o)=  ^0+  2    U,„(cp), 

)n  zz  l 

où  \J„i  et  Vot  désignent,  par  abréviation, 

U/«  =  a„,cosmcp  -i-  j3„jsin/«co, 
V/„  =  a'„j  cos  m  cp  +  P',„  sin  7?z  cf , 

et  ces  deux  séries  sont  uniformément  convergentes  sur  les  con- 
tours respectifs  (G)  et  (C)  (t.  I,  p.  289). 

Supposons  d'abord  que  les  valeurs  de  U  et  V  données  sur  les 
contours  C  et  C  se  réduisent  respectivement  à  i  et  o,  ou  à  o  et  1 . 
La  solution  est  immédiate  :  ce  sont  les  fonctions  harmoniques 

,      R'  ,      /• 

i°Sr  i«gR 

Soit,  en  second  lieu,  cos/?icp  et  o,  ou  o  et  cos/no  les  valeurs 
de  U  et  V  données  sur  les  contours  C  et  C.  Les  solutions  appa- 
raissent encore  d'elles-mêmes.  Ce  sont  les  fonctions  harmoniques 

R'  \  f"-      /  r  \  '"■  f  r\'"       /  R 


r  \K'  \R/  V'' 


(i 


R'y'^_/R.y«         '  /R'y«     /rx"^ 

r;  "\ïv;  U;  ~\^\ 

En  remplaçant  coswcp  par  sinmcp,  on  a  les  solutions  correspon- 
dantes aux  valeurs  o  et  sin/?i!p  sur  les  contours. 

Cela  posé,  la  solution  générale  va  s'obtenir  bien  facilement. 
Posons,  d'une  part, 
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et,  d'autre  pari, 

^°^^R  (r)     -(r'J 

on  obtient  ainsi  deux  suites  de  fonctions  harmoniques  dans  la  cou- 
ronne (S) 

«0)        Mil        ^2)         •  •  ■  -        U/m        •  •  •  ) 

PO,         (•'!,         (^2,         •••,       <^«,         

Sur  le  contour  C,  la  série  des  valeurs  que  prennent  ces  deux 
suites  sont  respectivement  U(cc)  et  o;  et  sur  le  contour  C,  o 
elV(cp). 

Donc,  en  appliquant  le  théorème  de  M.  Harnack  (Chap.  II,  §6), 
chacune  des  deux  séries 

u{r,(f)=  Uq  +  «1  -i-  if, -T-  •  ■  •  -T-  ii-in  -+-•.., 
v{r,  ce)  =  t^g  +  c,  +  p,  +•  ■  •-!-  v„i  -i-.  .  . 

sera  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  l'aire  (S)  et  repré- 
sentera une  fonction  harmonique.  La  première  tend  vers  U(o)  ou 
vers  o,  quand  le  point  (/',  ïi)  se  rapproche  de  C  ou  C  par  un 
chemin  quelconque.  La  seconde  tend  vers  o  ou  vers  V(c3)  dans 
les  mêmes  conditions. 

La  somme  de  ces  deux  séries 

répond  à  la  question  proposée.  C'est  une  fonction  harmonique 
uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  (S)  et  qui  tend  vers 
U(cp)  ou  vers  V((xi),  suivant  que  le  point  (/",  ^)  se  rapproche  de  G 
ou  de  C. 

On  peut  lui  donner  encore  une  autre  forme  en  l'écrivant  de  la 
manière  suivante 


/('■'?)=  — ^'(°^o'*^S7  ^^«'o§ 


loë  ^ 


R/    "U""'. 


!^)"*[(l)"'^"-v~.] 


Io6  CHAPITRE   IV.    —    SOLUTION    DU    PROBLÈME    DE    DIRICHLET. 

et,  par  suite, 


/  R  \  "' 


m  =  00 


R'\'" 


u,„-v 


/n  »  m 


R'y«     /^V" 


/R'y»_/_R  y« 


puisque  chacune  des  séries  sous  le  signe  ^  est  évidemment  abso- 
lument convergente. 
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CHAPITRE  V. 

ÉTUDE  DIRECTE  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE 
COMPLEXE. 


I.  —  Théorèmes  généraux  de  Cauchy. 

1.  Nous  avons  déjà  obtenu  les  résultats  généraux  relatifs  aux 
fonctions  d'une  variable  complexe,  en  les  déduisant  des  propriétés 
générales  des  fonctions  harmoniques.  Nous  sommes  arrivés  ainsi 
à  la  formule  fondamentale  de  Cauchy  (Chap.  Il,  §  13)  et  à  son 
théorème  relatif  aux  fonctions  bien  déterminées  et  continues  à 
l'intérieur  d'un  cercle.  Il  est  indispensable  que  nous  retrouvions 
ces  résultats  par  la  voie  même  qui  j  a  conduit  le  célèbre  auteur. 

Soity"(;r)  une  fonction  analytique  uniforme  et  continue  à  l'in- 
térieur de  l'aire  limitée  par  un  contour  G  (formé  d'une  ou  de 
plusieurs  courbes  distinctes)  (*);  nous  allons  montrer  que  Von  a 


(\) 


f(ce)  =  --.    fl^  dz 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  G  dans  le  sens  positif  et 
X  désignant  un  point  quelconque  de  l'intérieur  de  l'aire.  Pour 
démontrer  cette  formule,  décrivons  de  x  comme  centre  un  cercle 
y,  de  rayon  p,  intérieur  à  l'aire.  La  fonction 


(')  Nous  appellerons  souvent /oncfwn  /to/omo7'/?/ie  dans  une  aii'e  une  fonction 
analytique  uniforme  et  continue  dans  cette  aire. 
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est  continue  dans  l'aire  intérieure  à  G  et  extérieure  à  y  :  on  a  donc 


le  sens  d'intégration  étant  positif  sur  y  comme  sur  C.  La  seconde 
intégrale  ne  dépend  pas  du  rayon  p  ;  prenons  ce  rajon  p  assez 
petit  pour  que  l'on  ait,  z  étant  sur  y, 

\t\\  étant  moindre  c[u'une  quantité  positive  s,  donnée  à  l'avance, 
aussi  petite  que  l'on  voudra.  On  aura 

or,  dans  le  second  membre,  nous  avons  d'abord  l'intégrale 


"Y 


Si  l'on  pose 


on  a 


: — —    =:  27rj. 


La  première    partie   du   second   membre    est   donc    27zif[x)', 
d'autre  part 

le  module  de  cette  dernière  intégrale  est  donc  moindre  que  airs, 
mais  elle  est  indépendante  de  p,  puisqu'elle  est  la  différence  de 
deux  expressions  qui  ne  dépendent  pas  de  cette  grandeur;  la 
seconde  partie  du  second  membre  est  donc  rigoureusement  nulle, 
et  Von  a  par  suite  la  formule  fondamentale 

f\x)=  -'-.  f  ^^y  dz. 

2.   Cette  formule  n'est  autre  chose  qu'une  forme  particulière 
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de  la  formule  fondamentale  de  Green 
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démontrée  au  Chapitre  I  (§  10).  Il  est  facile  de  s'en  assurer.  Dési- 


Fig.  i5. 


0 

gnons  le  point  x  par  z',  pour  éviter  toute  confusion,  et  posons 

1/  et  ('  étant  deux  fonctions  harmoniques  qui  satisfont  aux  écjua- 

tions 

du        dv  du  dv 

dx        dy  dy  dx 

On  vérifie  sans  peine  que,  pour  tout  point  du  contour  C,  en 
désignant  par  s  l'arc  de  courbe,  les  relations  précédentes  pren- 
nent la  forme 


(3) 


du        dv 
ds        dix 


du 
dn 


dv 
ds 


Exprimons  les  deux  fonctions  u  et  v  au  moyen  de  la  formule  (2), 
et  ajoutons  les  résultats  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  /; 
on  obtient 


f(z')  =  U-+'  i 


iv  =  —    /      loj 

2T:  Jr     L 


d(u^  iv) 
dn 


■  (u  -h  iv) 


dlo^j 
dn 


1 


ou,  en  vertu  des  relations  (3), 


d(u-h  iv)  .        d\o'^,    . 

—  (u  -\~  iv)i  — i-^^—  I  ds 


ds 


dn 


'] 


I       ri        f/  r/  -NI        1       /  .     V dlos:/-       .dlos.''!). 
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Cette  intégrale  se  i^éduit  donc  à 

Désignons  par  a  et  '-p  les  angles  que  la  normale  intérieure  lait 
respectivement  avec  l'axe  des  x  et  l'axe  clesj)';  on  trouve,  par  un 
calcul  bien  simple,  les  relations 

dr        .  dr 

ds  =  —  dze^^.  -, i  ■—-  =  e-''-? 

ds  dn 

et  l'on  en  déduit,  en  substituant  dans  (4),  la  formule  fondamen- 
tale de  Cauclij 

I       C{u-\-iv)dz 

3.  Les  expressions  des  dérivées  successives  àef[x)  résultent 
immédiatement  de  la  formule  (i).  En  donnant  à  x  l'accroissement 
Ax,  on  aura  1|; 

Divisons  par  A^,  et  remarquons  que 


z  —  X  —  Aa?        z  —  X 
Aa7 

est,  pour  ^x^o,  égale  à  la  dérivée  de par  rapport  à  x, 

c'est-à-dire  :: ,  ce  rapport  tendant  d'ailleurs  uniformémenl 

[z  —  x)^  ^  ^ 

vers  cette  limite  cjuand  z  décrit  le  contour  C.  Il  en  résulte 

f{x)  =  ^    f -^^^dz- 

■^  ^  '     iT.i  jç^iz  —  xy- 

et  d'une  manière  générale,  en  continuant  de  la  même  manière, 

11  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  l'établissement  de 
la  formule  (i)  suppose  seulement  que  la  fonction  analytique/(5) 
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ait  une  dérivée  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  qu'en  posant 

P  et  Q  ont  des  dérivées  continues  et  bien  déterminées  du  premier 
ordre,  satisfaisant  d'ailleurs  aux  deux  relations  tant  de  fois  écrites. 
La  formule  générale  (5)  montre  quefÇz-)  a  des  dérivées  de  tout 
ordre  ;  ainsi  l'existence  de  la  dérivée  première ,  pour  une 
fonction  analytique,  entraine  V existence  des  dérivées  de  tout 
ordre. 

4.  Une  conséquence  de  la  formule  (5)  nous  sera  plus  tard  très 
utile.  Supposons  que  la  courbe  C  se  réduise  à  un  cercle  de  rayon 
R  ayant  l'origine  pour  centre,  et  que  :r  =  o  :  on  aura,  en  posant 

z  =  V,e^\ 

Soit  M  le  module  maximum  dey(^)  sur  le  cercle,  il  vient 

Nous  en  concluons  facilement  C[u'on  peut  constrviire  une  fonc- 
tion uniforme  et  continue  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R  ayant 
pour  centre  l'origine,  dont  toutes  les  dérivées  soient  positives 
pour  ^  =  o  et  égales,  pour  chaque  valeur  de  n,  à  la  limite  que  nous 
venons  de  trouver  pour  |/^"^(o)  |.  \\  suffît,  en  effet,  de  prendre  la 

fonction 

,    ,  M 


z 


qui  est  bien  telle  que 


tj5(«)(0)  = M. 


5.  De  la  formule  fondamentale  (i),  Cauchy  a  déduit  le  déve- 
loppement d'une  fonction  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'un 
cercle  en  série  de  Maclaurin.  Soit  un  cercle  C  de  rayon  R,  ayant 
l'origine  pour  centre  ;  on  a,  ^  étant  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 


*'  2TZI   J      z  X  ' 


il '2 

or  on  a  Tidentité 
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X" 

■r  II -hi 


et,  par  suite, 

iTU  Jç,         z  iru  Jç     z^ 

%-Kl   Jç.    Z"'+^ 


}.r,i  J„  z—x  \z  J 


On  voit  que  f{x)  est  représenté  par  un  polynôme  de  degré  /?, 
augmenté  d'un  terme  complémentaire.  Si  donc  celui-ci  tend  vers 
zéro  pour  n  infini,  nous  aurons  un  développement  de  f{jc)  en 
série  entière,  c'est-à-dire  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  entières  et  croissantes  de  la  variable  x.  Or,  lorsque  z  dé- 

crit  le  cercle  G,  ^  a  un  module  qui  ne  dépasse  pas  une  cer- 

taine limite  M;  si  donc  on  pose 


on  aura 


f{z)  (xy^y 


<M(- 


Par  conséquent  le  module  du  terme  complémentaire  sera  moindre 
que  le  produit  de  M  (^]  par  la  longueur  de  l'arc  d'intégra- 
tion, c'est-à-dire  que 


M 


2TCR 


:i  Ti  /'  M 


expression  qui  tend  bien  vers  zéro  puisque  r  -<  R.  On  a  donc  la 


série 


Ce  développement  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que   la  série  de 
Maclaurin,  puisque,  d'après  la  formule  (5), 
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Le  théorème  que  nous  venons  d'élablir  joue  dans  la  théorie  des 
fonctions  un  rôle  capital.  Nous  l'avions  déjà  établi  (Chap.  II, 
§  13),  en  développant  séparément  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire dey(^).  Les  deux  méthodes  ne  sont  d'ailleurs  distinctes 
qu'en  apparence;  dans  les  deux  cas,  on  fait  au  fond  usage  de  la 
même  formvile,  puisque  la  formule  fondamentale  de  Cauchy  n'est 
qu'une  forme  de  la  formule  de  Green,  comme  nous  venons  de  le 
voir  (§2). 

6.  Nous  dirons  quelquefois,  pour  abréger,  qu'un  point  est,  pour 
une  fonction,  un  T^oinl ordinaire  si  l'on  peut,  dans  le  voisinage  de 
ce  point,  développer  la  fonction  par  la  formule  de  Tajlor,  ou  en- 
core si  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

Si  tous  les  points  de  l'intérieur  d'une  aire  A  et  de  son  périmètre 
sont  des  points  ordinaires  pour  une  fonction,  on  pourra  pour  cha- 
cun d'eux,  d'après  la  définition  précédente,  trouver  une  quantité  p 
telle  que  la  fonction  soit  développable  dans  un  cercle  de  rayon  p 
autour  de  ce  point.  Il  est  clair  que,  pour  l'ensemble  de  ces  points, 
p  aura  un  minimum  différent  de  zéro.  Nous  allons  établir  qu'une 
fonction  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  à  l'intérieur  et 
sur  le  périmètre,  d'une  aire  A,  ne  peut  avoir  dans  cette  région 
qu'un  nombre  limité  de  racines. 

Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  :  une  série  f{z)^  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  ^  —  «et  s'annulant  pour 
z=^a^  ne  s'annule  pour  aucun  autre  point  à  l'intérieur  d'un 
cercle  de  centre  a  et  d'un  rayon  p'  suffisamment  petit.  On  a,  en 
effet,  y  (s)  s'annulant  pour  z-=a,  une  puissance  entière  et  finie 
de  {z  —  a)  en  facteur,  et,  par  suite, 

/(.-)  =  (:;-«)-[Ao+Ai(.'-a)  +  ...], 

Ao  n'étant  pas  nul.  Si  donc  |  ^  —  a\  est  inférieur  à  un  nombre  o' 
suffisamment  petit,  la  quantité  entre  parenthèse  sera  différente 
de  zéro. 

Pour  toutes  les  racines,  ce  rayon  p'  est  différent  de  zéro;  il  a 
donc  un  minimum  qui  n'est  pas  nul.  Ceci  suffit  à  établir  que  les 
racines  sont  en  nombre  limité  dans  la  région  indiquée. 

7.  L'analyse  de  Cauchy  a  été  généralisée  en  i843  par  le  com- 
P.  -  II.  8 
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mandant  Laurent,  qui  a  considéré  une  fonction /(x)  holomorphe 
entre  deux  circonférences  concentriques  C  et  C  Supposons  que 
l'origine  soit  le  centre  commun  et  désignons  par  P\.  etR'lesrajons 
de  C  et  C'(R>R').  L'application  de  la  formule  fondamentale 
donne 

Nous  prenons  la  seconde  intégrale  avec  le  signe  moins,  parce 
que  nous  la  prenons  dans  le  même  sens  géométrique  que  la  pre- 
mière. 

Développons  en  série  chacune  des  deux  intégrales;  pour  la 
première,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  au 
paragraphe  précédent.  Mais  la  seconde  donne  naissance  à  un  dé- 
veloppement en  série  d'une  forme  différente.  En  effet,  puisque 
sur  la  circonférence  C  le  module  de  r  est  inférieur  à  celui  de  Xy 
nous  partirons  de  l'identité 

r       _        T  :;  z"' 

JNous  avons  donc 

On  montrera,  comme  précédemment,  que  le  terme  complémen- 
taire tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment;  la  seconde 
intégrale  est  donc  développée  en  une  série  entière  par  rapport 

à  -•  Il  en  résulte  que  la  fonction /(.«)  se  trompe  développée  en 

une  somme  de  deux  séries  ordonnées,  la  première  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  et  entières  de  x,  la  seconde  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  -• 

La  première  de  ces  séries  est  convergente  pour  tout  point  in- 
térieur au  cercle  C,  la  seconde  série  converge  pour  tout  poinl 
extérieur  au  cercle  C.  L'ensemble  des  deux  séries  sera  conver- 
gent dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  circonférences. 


l 
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Il  pourra  arriver  que  la  seconde  circonférence  ait  un  ravon 
nul,  on  aura  alors  un  développement  de  la  fonction  valable  pour 
tous  les  points  du  cercle  C,  à  U exception  de  l'origine.  Ainsi, 
si  l'on  a  une  fonction  f  (z),  uniforme  à  l'intérieur  d'un  cercle  G 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  continue  pour  tous  les  points  de  ce 
cercle,  sauf  pour  le  centre,  on  peut  développer  .f{z)  en  série  de 
la  forme 

f{z)=  2]  B„^A'+  ^k„zi'. 

p^-cc  p=0 

8.  Les  développements  précédents  permettent  d'établir  facile- 
ment cjuelques  résultats  généraux  relatifs  aux  fonctions  uniformes. 
Considérons  une  fonction  y"(^),  uniforme  et  continue  dans  tout 
le  plan  de  la  variable  z;  on  suppose  de  plus  que  son  module  reste 
toujours  inférieur  à  une  quantité  fixe  M,  quelque  grand  que 
soit  z.  Nous  allons  montrer,  avec  Liouville,  que  la  fonction  doit 
se  réduire  nécessairement  à  une  constante.  Nous  pouvons  en  ef- 
fet développer /(s)  en  série  entière 

/(  :;)  =  Ao  +  A,  ^ -i- .  .  . -H  A,„ ^'«-4- .  . . , 

et  celte  série  sera  convergente   à  l'intérieur  d'un  cercle  C,  ayant 
l'origine  pour  centre  et  un  rajon  arbitraire  R.  Or  on  a  (§  5) 


1 .2. .  ./n    r 


,   dz 

C  ■^ 


f(^) 

et,  puisque  sur  le  cercle 

|/(^)I<M, 

(»n  a  (§  4) 

Or  R  est  aussi  grand  qu'on  voudra,  par  suite  la  quantité  fixe  A,„ 
est  rigoureusement  nulle  (sauf  pour  m  =  o),  et  la  /onction/(z) 
se  réduit  à  la  constante  Aq. 

Nous  avions  déjà  rencontré  ce  théorème  de  Liouville,  car  il 
n'est  pas  distinct  du  théorème  établi  (Chap.  I,  §  12)  et  relatif 
aux  fonctions  harmoniques.  Nous  avons  vu,  en  etfet,  que  si  une 
telle  fonction,  bien  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  de 
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X  et  j',  restail  toiijours  moindre  en  valeur  absolue  qu'une  quan- 
tité fixe,  elle  devait  nécessairement  se  réduire  à  une  constante. 

Or,  en  posant  ici 

/(.-)  =  P  +  Q/, 

on  aura  évidemment,  si  |/(-)    <  M,  les  deux  inégalités 

|P|<M,        |Q|<M, 
et,  par  suite,  P  et  Q  seront  des  constantes. 

9.  Le  théorème  de  Liouville  se  généralise  immédiatement,  en 
supposant  non  plus  que  le  module  de  /(s)  reste  toujours  infé- 
rieur à  M,  mais  que,  pour  des  valeurs  de  |^|  supérieures  à  une 
quantité  déterminée,  on  ait 


/(^) 


<M, 


m  étant  un  entier  positif  déterminé.  En  prenant  toujours  le  déve- 
loppement de/(5),  on  a,  p  étant  un  entier  positif  arbitraire  et 
en  intégrant  le  long  du  cerc  le  de  rayon  R, 


et,  par  suite, 


'"'+P-  ow./    ^m+P+i  ^- 


M 


et  l'on  en  conclut,  R  étant  aussi  grand  qu'on  voudra, 

La  fonction  /(s)  se  réduit  donc  à  un  polynôme  de  degré  m. 

II.  —  Pôles  et  points  singuliers  essentiels  d'une  fonction  uniforme. 

10.  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  la  fonction  .f{z)  était 
holomorphe  dans  la  région  considérée.  Soit  dans  cette  région 
un  point  a,  pour  lequel  la  fonction  cesse  d'être  continue  ;  oji 
suppose  que  si  de  a  comme  centre  on  décrit  un  cercle  C  d'un 
rayon  assez  petit,  la  fonction y(s)  est  uniforme  dans  ce  cercle  et 
continue  pour  tous  les  points,  sauf  le  point  a.  Dans  ces  condi- 
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lions  nous  avons  (§  7)  le  développement 

Si  les  termes  B^  sont  en  nombre  limité,  on  dira  que  le  point  a 
est  un  pôle.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 


(6) 


/(^)=7T 


r=. 


(z  —  a)' 


J-^  +  2A/,(s-«)^ 


ce  développement  étant  valable  pour  les  points  d'un  cercle  d'un 
rayon  suffisamment  petit  décrit  autour  du  poin  a.  On  aurait  pu 
prendre  la  possibilité  de  ce  développement  comme  définition  du 
pôle.  Le  pôle  a  est  dit  un  pôle  d'ordre  m,  si  —  ni  est  la  plus  pe- 
tite puissance  de  ^  ^ —  a  qui  figure  dans  le  développement.  On  voit 
que  le  produit 

f{z){z-ayn 

est  uniforme  et  continu  dans  le  voisinage  de  ;:;  =  «,  et  prend 
pour  ^  =  a  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro. 

D'après  la  définition  même  du  pôle,  il  est  clair  que,  si  une 
fonction  holomorphe  n'a,  dans  l'intérieur  d'une  aire  et  sur  son 
contour,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles,  ceux-ci  sont 
en  nombre  fini.  On  doit  pouvoir,  en  effet,  autour  de  chaque 
point  de  ce  domaine,  tracer  un  cercle  de  rajon  déterminé  et  dif- 
férent de  zéro,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  sera  développable 
soit  par  la  formule  de  Tajlor,  soit  par  la  formule  (6). 

11.  Parmi  les  coefficients  B,  il  en  est  un  particulièrement  im- 
portant :  c'est  le  coefficient  B(  que  Cauchj  a  appelé  résidu  de  la 
fonction  relatif  au  pôle  a.  L'importance  de  ce  coefficient  va 
apparaître  dans  la  recherche  de  l'intégrale 


(7) 


f  /{z)dz, 

r'r 


prise  le  long  d'un  contour  simple  entourant  le  pôle  a.  Nous  pou- 
vons substituer  au  contour  C  une  circonférence  F  ayant  son  centre 
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en  a  et  un  rajon  assez  petit  pour  que  la  fonction  puisse  être  dans 
ce  cercle  représentée  par  l'expression  (6).  On  aura  alors 


Or  on  a 


X 


^  =  o         {m^  i), 

r  (--«)'" 


comme  on  le  voit  de  suite,  en  posant 

et  faisant  l'intégration  deB=:oàB  =  2  7T.  On  a  de  même 


X 


dz 


'r  {z  —  a) 
Nous  avons  donc 

f{z)  dz  =  'iTri-Bi. 


Si  l'on  suppose  d'une  manière  plus  générale  que  le  contour 
simple  G  entoure  un  nombre  quelconque  de  pôles  a,  b,  ...,  t, 
on  aura  en  ajoutant  les  résultats  partiels  dus  à  chaque  pôle 


X 


f{z)dz=27zl^R, 


VR  désignant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  différents  pôles 

situés  à  l'intérieur  de  C. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  fondamental  suivant, 
dont  Cauchj  a  fait  d'innombrables  applications  : 

L'intégrale  d'une  fonction  unijorme  prise  le  long  d'un 
contour  simple  est  égale  au  produit  de  iizi  par  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  relatifs  aux  pôles  situés  à  l'intérieur 
du  contour. 

12.  Les  fonctions  uniformes  peuvent  présenter  d'autres  points 
singuliers  que  les  pôles.  Nous  dirons  d'une  manière  générale  qu'un 
point  O  qui  n'est  pour  une  fonction  uniforme /(-s)  ni  un  pôle,  ni 


I 
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un  point  ordinaire,  est  un  point  singulier  essentiel  isolé  pour 
cette  fonction,  si,  à  l'intérieur  d'un  cercle  ajant  O  pour  centre, 
la  fonction  est  uniforme,  et  si,  en  dehors  de  O,  elle  ne  possède 

dans  ce  cercle  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

1 
Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  e"  a  au  point  ^  =  o  un  point 
singulier  essentiel  isolé.  Ce  point  n'est  en  effet  pour  la  fonction 
ni  un  pôle,  ni  un  point  ordinaire.  L'étude  de  cette  fonction  si 
simple  va  nous  montrer  de  suite  l'indétermination  d'une  fonction 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel.   Considérons  en 

effet  l'équation 

1 

e^  =  A, 

A  étant  une  constante  quelconque  différente  de  zéro.  11  est  facile 
d'avoir  ses  racines.  Soit  en  effet 


et 


on  aura 


Le  module  du  premier  membre  est  égal  à  eP  et  son  argument 

'A  q;  on  a  donc 

e/-' =  R         ou         ^9=]ogR, 

ce  logarithme  étant  le  logarithme  arithmétique,  et 

^r  =  a  -+-  ikiz, 

donc 

I 

logR-+-(c!C-)-2A'Tt)i 

A*  étant  un  entier  arbitraire  positif  ou  négatif. 

Quand  A"  augmente  indéfiniment,  ces  valeurs  de  :;  tendent  vers 
zéro.  On  en  conclut  que  l'équation 

1 

e^  =  A        (A^o) 

u  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  5  =  0,  c'est-à-dire 
que,  quelque  petit  que  soit  le  rayon  d'un  cercle  décrit  de  Vori- 


A: 

= 

Re^"' 

I 

P 

^qi\ 

e/'+'7 

i  - 

=  Reî'' 
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gine  comme  centre,  il  y  aura  toujours  une  infinité  de  racines  de 
cette  équation  contenues  à  V intérieur  de  ce  cercle.  Cet  exemple 
montre  combien  est  profonde  l'indétermination  d'une  fonction  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel. 

13.  C'est  M.  Weierstrass  qui  a  fait  le  premier,  d'une  manière 
systématique,  l'étude  des  points  singuliers  essentiels  (*).  L'il- 
lustre auteur  a  montré  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  essen- 
tiel, la  fonction  f{z)  s'approche  autant  qu  on  veut  de  toute  va- 
leur donnée,  c'est-à-dire  que,  étant  donné  un  nombre  s  aussi 
petit  qu'on  voudra  et  un  nombre  quelconque  A,  il  y  aura  tou- 
jours, à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  a  pour  centre  et  un  rayon  si 
petit  qu'il  soit,  des  points  z  où 

\f{z)-k\<z. 

M.  Weierstrass  déduit  cette  proposition  de  ses  théorèmes  gé- 
néraux sur  les  fonctions  uniformes.  Nous  en  donnerons  une  dé- 
monstration différente  (2). 

Tout  d'abord  remarquons  que ,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel,  la  fonction  peut  admettre  une  infinité  de 
pôles.  Ainsi  la  fonction 


sin  I  - 


a  pour  point  singulier  essentiel  ;:;^  o,  et  elle  admet  les  pôles  en 

nombre  infini  ^  =  r—  (A'  entier). 

k'K  ^  ' 

Pour  établir  le  théorème  général  qui  vient  d'être  énoncé,  con- 
sidérons la  fonction 

(8) 


Deux  cas  pourront  se  présenter,  La  fonction  (8)  pourra  avoir  une 


(')  K.  Weierstrass,  Mémoire  sur  les  fonctions  uniformes  d'une  variable 
{Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1876). 

(^)  J'ai  donné  pour  la  première  fois  cette  démonstration  dans  mon  Cours  li- 
thographie de  1886. 


FONCTIONS    DUNE    VARIABLE    COMPLEXE.  121 

infinité  de  pôles  dans  le  voisinage  du  point  singulier  essentiel  «; 

dans  ce  cas,  l'équation 

/(.-)-A  =  o 

aura  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  a,  et  le  théorème 
est  alors  évident  :  la  fonction  non  seulement  s'approche  autant 
qu'on  veut  de  A,  mais  lui  devient  rigoureusement  égale. 

En  second  lieu,  la  fonction  (8)  n'a  pas  une  infinité  de  pôles 
dans  le  voisinage  de  a.  On  peut  alors  dans  ce  voisinage  se  servir 
de  la  formule  de  Laurent,  et  l'on  a,  dans  l'intérieur  d'un  certain 
cercle  C, 

Bi  Bj 


(5  —  a)        (5  —  af- 

La  première  série  sera  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  C,  la 
seconde  est  convergente  dans  tout  le  plan,  sauf  au  point  a.   Or, 

Isi  l'on  pose =  x,  nous  savons  qu'on  peut  choisir  x  de  mo- 
dule supérieur  à  tout  nombre  donné  R,  de  façon  que  le  module  de 


Bi^TH-  ^ïX^--'t-. 


soit  lui-même  supérieur  à  telle  quantité  positive  qu'on  voudra 
donnée  à  l'avance.  A  cette  valeur  de  x  correspond  un  point  z 
aussi  rapproché  qu'on  veut  de  rt,  pour  lequel  le  module  de 
/(^)  —  A  est  inférieur  à  tout  nombre  s,  si  petit  qu'il  soit,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 


\ 


14.   La  proposition  précédente  ne  nous  apprend  rien  sur  les 

racines  de  l'équation 

/(5)-A  =  o 

dans  le  voisinage  du  point  a.  Bornons-nous  à  énoncer  un  théorème 
sur  lequel  nous  reviendrons  plus  tard  (  '  )  : 

V équation  précédente  a  en  général  une  infinité  de  racines 
dans  le  voisinage  de  a.  Il  peut  arriver  cependant  qu'  il  n^  en  soit 


C)  E.  Picard,  Mémoire  sur  les  fonctions  entières  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1880). 
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pas  ainsi  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la  con- 
stante k,  mais  il  ne  peut  exister  plus  de  àen^valeurs  exception- 
nelles. 

Dans  cet  énoncé  la  valeur  A  =gc  esl  à  considérer  comme  une 
valeur  que  rien  ne  distingue  des  autres. 

De  ce  théorème  résulte  une  classification  pour  les  points  sin- 
guliers essentiels  isolés  d'une  fonction  uniforme  f{z).  On  peut 
les  partager  en  trois  classes  : 

1°  La  fonction /(;;)  peut  prendre  sans  exception  toutes  les  va- 
leurs que  Ton  voudra  dans  le  voisinage  de  a  ;  on  peut  dire  que 
c'est  le  cas  général. 

2°  Il  peut  j  avoir  une  valeur  exceptionnelle  que  la  fonction  ne 
prendra  pas  dans  le  voisinage  de  a.  Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 


ne  devient  pas  nulle  dans  le  voisinage  de  z  ^  o.  Nous  avons  ici 
l'unique  valeur  exceptionnelle  A  ^  o. 

3°  Deux  valeurs  exceptionnelles  peuvent  enfin  se  rencontrer. 
1 
La  fonction  e"  en  offre  un  exemple;  l'équation 

1 
e~^  =  k 

n'aura  pas  de  racines  dans  le  voisinage  de  l'origine  si  A  =  o  et  si 

A  =  00. 

15.  Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  le  point,  dans  le 
voisinage  duquel  on  faisait  l'étude  de  la  fonction,  est  à  distance 
finie.  Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  on 
considère  les  valeurs  de  z  d'un  module  infiniment  grand  comme 
formant  un  point;  on  le  désigne  sous  le  nom  de  point  à  Vinjini. 
[1  suffit  de  poser 


pour  que  le  point  à  l'infini  dans  le  plan  des  :;  soit  ramené  à  l'ori- 
gine dans  le  plan  des  z'. 
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Les  définitions  et  les  théorèmes  qui  en  résultent  s'étendent  donc 
sans  difficulté  au  point  à  l'infini.  Celui-ci,  par  exemple,  sera  un 
pôle  pour  la  fonction /(^),  si  la  fonction 

admet  comme  pôle  le  point  z'-=  o  :  on  aura  alors 


G(^')  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ^'r=:  o  :  donc 

/(^)=A„,5'"  +  ...-^A,^h-g(^ 


G  (  -  )  étant  une  séi'ie  entière  en  -;  convergente  quand  \z\  est  suffi- 
samment grand. 

Si  nous  considérons  en  particulier  un  polynôme  d'ordre  m, 
nous  pouvons  le  regarder  comme  une  fonction  de  z  ayant,  pour 
toute  singularité,  le  point  à  l'infini  comme  pôle  d'ordre  ;?z.  La  ré- 
ciproque est  vraie,  c'est-à-dire  qu'une  fonction  uniforme  dans 
tout  le  plan,  ayant  comme  seule  singularité  le  point  à  l' infini 
supposé  pôle  d'ordre  m,  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  m. 
Il  est  clair  en  eff"et,  que,  dans  ce  cas, 


reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  |  c  |,  inférieur  à  un  nombre 
fixe;  par  conséquent,  d'après  le  théorème  de  Liouville  généra- 
lisé (§  9),  la  fonction  entière  /(^)  doit  se  réduire  à  un  polynôme 
qui  devra  être  nécessairement  de  degré  m,  puisque  le  point  à 
l'infini  est  un  pôle  d'ordre  m. 

Ce  théorème  peut  se  généraliser.  Une  fonction  rationnelle  est 
une  fonction  uniforme  qui  n'a  dans  tout  le  plan,  y  compris  le  point 
à  l'infini,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles.  La  réciproque 
est  exacte  et  se  déduit  de  suite  du  théorème  précédent.  Soient  en 
effet  <7,  6,  . . . ,  /les  pôles  de  notre  fonction /(;;),  à  distance  finie 


\ 
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et  de  degrés  de  multiplicité  a,  j3,  . . . ,  )..  Formons  le  produit 

il  n'aura  plus  de  pôle  à  distance  finie,  et  le  point  à  l'infini  ne 
pourra  être  qu'un  pôle  ou  qu'un  point  ordinaire.  Ce  produit  est 
donc  un  polynôme  ou  une  constante  et  il  est  bien  établi  que  f{z) 
est  une  fraction  rationnelle. 

III.  —  Fonctions  analytiques  élémentaires 
d'une  variable  complexe. 

16.  Nous  avons  déjà,  à  propos  de  la  théorie  des  séries  entières 
(Chap.  JI),  défini  les  fonctions  élémentaires  e^,  sin^  et  cosz,  qui 
sont  uniformes  et  continues  dans  tout  le  plan.  Nous  nous  occu- 
perons dans  ce  paragraphe  des  fonctions  élémentaires  qui  ad- 
mettent des  points  singuliers  et  de  celles  qui  ne  sont  pas  uni- 
formes. 

17.  Les  fonctions  tangs  et  cotr;  sont  définies  par  les  quotients 

^^ — -et  .  " '  La  fonction  cos;  s'annulant  pour  certaines  valeurs 
COS3         sin^  ^ 

de  ;s,  tang5  deviendra  infini.  Cherchons  les  racines  de  cos;;,  on 
devra  avoir 


ou 


e-'-f-  g--'  =  o 


e'«'=:  — I  : 


donc,  en  posant  g  =  a  +  / [B, 

Or,  —  I  ayant  l'unité  pour  module  et  son  argument  pouvant  être 

pris  égal  à  tt,  on  aura 

e-^?=  t, 

2a  =  TT  -1-  Q.k'K. 

Par  conséquent,  les  racines  :;  sont  données  par  la  formule 

■^  7 

^  = 1-  A-TT, 
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/.-  étant  un  entier  positif  ou  négatif.  Ces  points  sont  des  pôles 
simples  de  tang:;. 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  pôles  de  cot:;  sont  don- 
nés par 

Ainsi,  tandis  que  les  fonctions  e^,  sine  et  cos:;  sont  des  fonctions 
entières,  les  fonctions  tang\;  et  col:;,  qui  sont  aussi  uniformes 
dans  tout  le  plan,  ont  un  nombre  infini  de  pôles. 

Nous  verrons  dans  le  Chapitre  suivant  comment  on  peut  les 
développer  en  séries  de  fractions  rationnelles. 

48.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  c[ue  des  fonctions  uni- 
formes, c'est-à-dire  n'ayant  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur 
de  Z-.  Prenons  maintenant  l'expression 

Il  =  \/ z  —  a  : 

pour  une  valeur  de  ^,  u  a  deux  déterminations,  mais  on  ne  doit 
pas  considérer  ces  deux  déterminations  comme  représentant  deux 
fonctions  distinctes  de::.  En  effet,  partons  d'une  valeur  ^0(^0^  <^)5 
et  soit  Wo  une  des  déterminations  du  radical  \/zq — a.  Traçons 
dans  le  plan  de  la  variable  z  un  chemin  allant  de  Zq  à  un  point  ^, 
et  ne  passant  pas  par  a]  suivons  par  continuité  la  valeur  de  u  à 
partir  de  la  détermination  choisie  «0  pour  z  =  Zq^  c'est-à-dire  pre- 
nons, pour  z  voisin  de  Zo,  la  valeur  de  u  voisine  de  Uq  et  ainsi  de 
suite  de  proche  en  proche.  Nous  arrivons  ainsi  au  point  Zi  avec 
une  valeur  déterminée  pour  u.  Deux  chemins  différents  allant 
de  Zq  à  Zf  donneront,  à  l'arrivée  en  :;i ,  la  même  valeur  pour  ?/,  si  le 
point  a  n'est  pas  compris  dans  l'aire  limitée  par  l'ensemble  des 
deux  chemins.  En  effet,  en  posant 

z  —  a  =  p(cosO  -}-  i  sinô), 
prenons  pour  Uq  la  détermination 

y/^o —  «  =  V  po  1  cos h  i  sin  —  1 

et  pour  valeur  générale  de  \/z  —  a 

\J z  —  a  =  yp  (  cos  — h  i  sin  -  I • 
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Eq  faisant  varier  p  et  G  d'une  manière  continue  depuis  (po,  0,,) 
correspondant  à  z^,  jusqu'à  (p,,B|)  correspondant  à  ^^i,  l'argu- 
ment Ç)|  est  bien  le  même,  que  l'on  ait  suivi  l'un  ou  l'autre  che- 
min, si  le  point  a  est  extérieur  à  l'aire  limitée  par  les  deux 
chemins.  11  en  est  autrement  si  l'on  a  deux  chemins  C  et  Q  for- 
mant la  limite  d'une  aire  comprenant  le  point  a  {Jig-  i6).  Si  l'on 


(C) 


part  de  ^o  avec  l'argument  Qo  pour  z^  —  «,  et  si  0(  désigne  encore 
l'argument  obtenu  en  arrivant  en  Z\  par  le  chemin  C,  il  est  clair 
que  le  chemin  G  nous  conduira  en  ^i  avec  l'argument  6,  —  2  7t  : 
nous  trouverons  donc,  par  le  chemin  C,  la  valeur 


/—  /        Oi        .  .    6i  \ 
11^  =  i/oi     cos i  sin  — 

'       V  2  2/ 

et  par  le  chemin  C/ 

/-/      0,  ,  .  .   e, 

u.  =  —  1/ Pi     cos h  i  sin  — 

'■  '       \  2  2 

Les  deux  déterminations  de  la  fonction  ne  forment  donc  pas 
des  fonctions  distinctes.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  part  de  :;,, 
avec  une  certaine  détermination,  on  reviendra  en  ce  point  avec 
l'autre  détermination  si  l'on  tourne  une  fois  autour  de  l'origine. 

Ces  remarques  sont  bien  simples;  elles  n'en  ont  pas  moins  joue 
un  rôle  considérable  dans  la  Science,  en  appelant  l'attention  sur 
les  fonctions  non  uniformes .  On  a  considéré  longtemps  les  deux 

valeurs  de 

u  =  y/s  —  a 

comme  formant  deux  fonctions  distinctes  de  z\  c'est  qu'on  ne 
s'attachait  pas  à  l'idée  de  continuité  pour  définir  au  juste  ce  que 
l'on  entendait  par  fonction.  Nous  venons  de  voir  que  c'est  en  sui- 
vant par  continuité  la  succession  des  valeurs  de  u  sur  un  chemin 
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donné,  que  la  valeur  finale  se  déduit  sans  ambiguïté  de  la  valeur 
initiale. 

19.   Un  autre  exemple  de  fonction  non  uniforme  va  nous  être 
fourni  par  la /o/ic^/o/i  logarithmique.  Cherchons  les  racines  de 

l'équation  en  u 

e"  =  :;, 

;:;  étant  une  quantité  donnée;  ii  eslpar  définition  le  logarithme 
de  z.  En  posant 

a  =  X  H-  i\,         z  =  /'(cosa  -T-  i  sina), 
on  a 


donc 


r  =  e^,         Y  ^  a  -i-  2/1  — 


et,  par  suite, 

(())  u  =  Log/'  -H  (a -!-  a/iTi)  ;', 

Log/-  désignant  le  logarithme  arithmétique  de  /■;  k  est  un  entier 
arbitraire.  Ces  valeurs  en  nombre  infini  sont  les  déterminations 
multiples  de  log:;. 

Si  maintenant  nous  voulons  considérer  u  comme  fonction  de  z, 
nous  partirons  d'un  point  z^  avec  une  de  ces  déterminations  et 
nous  suivrons  par  continuité,  comme  nous  l'avons  fait  au  para- 
graphe précédent.  On  voit  ainsi  que  la  fonction  log^  reprend  la 
même  valeur  quand  z  revient  au  point  de  départ  sans  avoir  tourné 
autour  de  l'origine.  Au  contraire,  si  le  chemin  partant  de  Zo  re- 
vient en  ce  point  après  avoir  tourné  ime  fois  dans  le  sens  direct 
autour  de  l'origine,  ao  augmentera  de  2  7t:  et  par  suite  logs  repren- 
dra sa  valeur  initiale  augmentée  de  2Tzi. 

La  fonction  log:;  a  donc  une  infinité  de  déterminations  qui  peu- 
vent s'échanger  les  unes  dans  les  autres  en  tournant  autour  de 
l'origine  qui  est  un  point  singulier. 

Cette  fonction  a  une  dérivée  qu'il  est  facile  de  calculer;  on  a 

e"=  5,         e"+A«:=  -  _i- As. 
Donc 


128 

ou 


CHAPITRE    V. 


J"  lu      l  -h 


lu 


Iz 


et,  par  suite, 


Ainsi 


.      lu 


du 


Il  en  résulte  que  \o^z  est  bien  une  fonction  analytique  de  ;.  On 
aurait  pu  le  voir  en  partant  de  l'expression  (9)  et  remarquant 
que  Log/'  et  a  +  ik-  satisfont  bien  aux  relations  fondamentales 


du 

dx 


du 


ôx' 


20.  Considérons  maintenant  la  fonction  log(i  -h  z).  Elle  admet 
comme  point  critique  le   point    ::  =  —  1 .    Soit  (C)   {Jig-  17)  le 


cercle  qui  a  pour  centre  l'origine  et  qui  passe  par  ce  point  sin- 
gulier A.  A  l'intérieur  de  (C),  l'une  quelconque  des  détermina- 
tions multiples  de  la  fonction  log(i  +  z)  est  uniforme  et  continue. 
Si  l'on  choisit  celle  qui  s'annule  avec  ::,  on  reconnaît  facilement 
que  sa  détermination  est  logAP  + /a,  a  désignant  l'angle  des 
deux  directions  A^  et  A  P. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  cette  détermination  est  déve- 
loppable  en  série  entière  relativement  à  ^,  pour  tous  les  points  in- 
térieurs à  C,  et  l'on  obtient 


log(i  +  ^)  = 


(- 


n 
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Nous  avons  déjà  étudié  ce  développement  (Chap.  II,  §22).  Nous 
avons  vu  qu'il  coïncide  avec  celui  que  l'on  obtient  pour  z  réel. 
Cette  série  est  convergente  dans  touales  points  de  C  sauf  au 
point  A;  elle  représente  donc  log(i  +  z)  pour  tous  ces  points,  et 
peut  être  prolongée  analjtiquement  dans  toat  le  plan.  En  allant 
du  point  P  à  un  point  P'  extérieur  par  deux  chemins  différents, 
on  obtiendra  pour  log(i+^)  la  même  valeur,  pourvu  que  ces 
chemins  ne  contiennent  pas  dans  leur  intérieur  le  point  A. 

Soit  M(i,  0)  un  point  du  cercle  de  convergence 


On 


et 


log(i  +  .^) 


z  =z  cosO  -+-  t  si  110. 

(l  +  i;)=log2(cos- j   - 

.0 

■2 

cos0-i-isin6        fcosO-i- 

-  i'sinOV^ 

ce  développement  étant  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  f),  sauf 
0  =  ±7r.  On  en  conclut  les  deux  développements 


et 


,  6'\         cosO        COS26        cos3  0 

los  (  î  cos  -,  . 


f)        sinO        siiisO        sin! 
212  3 


Nous  avons  vu  ])his  haut  que  la  fonction  u  =  log;  a  pour  dé- 

Fig.  18. 
M 


rivée  -  ;  elle  peut  donc  être  représentée  par  l'intégrale  curviligne 


P.  -  II. 
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le  chemin  qui  va  de  ^o  ^i  ^  élaiiL  douué.  Si  ron  va  du  poinl  A(;y) 
au  point  B(;;)  {fig-  i8)  par  deux  chemins  qui  ne  comprennent 
pas  l'origine,  le  résultat  sera  le  même.  ^lais  si  l'on  va  de  A  en  B 
par  deux  chemins  qui  comprennent  l'origine,  tels  que  AMB  el 
AM'B,  on  aura 

f  ~=f   -f  ■ 

'   AM'Ii  "  -'aM  A  AMI! 

Or  la  première  intégrale  est  égale  à  ii-  :  donc  on  a,  en  désignant 
|)ar  h'  la  seconde  détermination  de  u^ 

a  —  Il  —  1 1'-. 

Si  le  contour  AM'B  faisait  k  fois  le  tour  de  O,  on  aurait 

u'  =  «  -I-  'xhi-K. 

Nous  retrouvons  bien  de  la  sorte  les  déterminations  en  nombre 
infini  de  la  fonction  log:?. 

20.  La  définition  de  la  fonction  :;'"  se  déduit  de  celle  de  iog.;, 
<3n  posant 

qui  donne  un  sens  à  2'",  quel  cjue  soit  m.  On  voit  que  la  fonction 
z"^  a  comme  point  critique  le  point  ^=0,  et,  quand  :;  tourne 
autour  de  l'origine,  la  fonction  se  reproduit  multipliée  par  e-'"^', 
puisque  logs  s'augmente  de  iizi. 

Considérons  en  particulier  la  fonction  (i-i- ::;)'".  Elle  est  déve- 
loppable  en  série  convergente  en  tout  point  intérieur  au  cercle 
qui  a  pour  centre  l'origine  et  cjui  passe  par  le  point  singulier 
3  =  —  I.  Considérons  celle  des  déterminations  de  (i  +  g)'"  qui 
devient  égale  à  i  pour  ;;  =  o.  Elle  sera,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy,  représentée  par  la  série 


1  H Z  -+- 


m  (  m 


m  (m  —  I  ) .  . 


que  nous  avons  déjà  étudiée  précédemment  (Cliap.  II,  §  23).  De 
sorte  que  cette  série,  qui  représente  (i  H-  z)'"-  lorsque  z  est  réel,  le 
représente  encore  quand  :;  est  imaginaire  et  de  module  inférieur 
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à  un.  Sur  la  circonférence  de   convergence  nous  savons  que  le 
développement  est  ou  n'est  pas  convergent  suivant  la  valeur  de  m. 

21.   Le  développement  de  l'irrationnelle 


v/i  —  2  a.x  -{-  a^ 

suivant  les  puissances  de  a  se  rattache  à  la  question  précédente. 
Bornons-nous  au  cas  où  x  est  réel.  Cette  irrationnelle  est  une 
fonction  algébrique  de  a  qui  a  deux  déterminations.  Choisissons 
celle  qui,  pour  a  ^  o,  est  égale  à  +  i.  Le  rayon  du  cercle  de  con- 
vergence de  son  développement  suivant  les  puissances  entières 
de  a  est  évidemment  égal  au  module  de  la  racine  du  pol^'nôme 
I  —  aa-cT  -H  a-  qui  est  la  plus  voisine  de  l'origine. 

Si  I  iC  ]  <;  I,  les  deux  racines  x  ±  i  \J\  — ■  x-  sont  imaginaires  et 
leur  module,  indépendant  de  ^,  est  égal  à  un.  Le  rayon  du  cercle 
de  convergence  est  donc  aussi  égal  à  un  quel  cpie  soit  |^].  Si 
I  ^  I  >■  I,  les  deux  racines  sont  réelles  et  le  rajon  du  cercle  de  con- 
vergence variable  avec  \x  |.  Dans  les  deux  cas,  on  aura,  pour  tout 
point  a  pris  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  un  développement  conver- 
gent de  la  forme 


'  v/ï 


Xo-)-Xia-+-X2a2-t-. 


Les  coefficients  X„  sont  connus  sous  le  nom  de  poljnômes  de 
Legendre  ;  X«  est  de  degré  n  en  x. 

Cherchons  d'abord  une  relation  de  récurrence  qui  existe  entre 
trois  coefficients  X^  successifs.  En  posant 


(lo) 


y 


y/i  —  aaa;  -|-  a^ 
on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  a, 


Oi) 


ôa. 


(i  —  in.x  -\-  cC-^  =  y{x  —  a). 


Prenons  la  dérivée  /i'*^'"^  par  rapport  à  a  des  deux  membres  de 
cette  égalité.  En  appliquant  la  formule  bien  connue  qui  donne  la 
dérivée  d'un  produit  de  deux  facteurs,  et  en  faisant  a  =  o,   on 
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obtient 

D'ailleurs,  on  a 

-^        =1.2..  .n.\n 

et  finalement  la  formule  de  récurrence  cherchée  est 

(12)  (rt  +  i)X„_,.i— (2/n-i)a?X„+ «X„_i  =  o. 

On  en  déduit  que  X«  est  un  polynôme  de  degré  n  en  a:  :  les  deux 
premiers  sont 

Xfl  =  1 ,  Aj  =  X. 

Pour  X  =  -{-i  1  on  a  X„  =  i .  Pour  x  =  —  i ,  on  a  X„  =  ±:  i 
suivant  que  Ji  est  pair  ou  impair. 

Ces  polynômes  jouissent  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions 
de  Sturm,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement.  Pour  a;  =  —  i , 
la  suite  des  polynômes  Xo,  X,,  ...jX^  présente  manifestement 
/?  variations.  Pour  x  =-\-  i,  elle  n'en  a  plus;  donc,  x  croissant  de 
—  I  à  +  I ,  la  suite  a  perdu  n  variations  ;  donc  X„  a  passé  au  moins 
par  n  racines  ;  et  comme  ce  polynôme  est  de  degré  n,  ses  Ji  racines 
sont  comprises  entre  —  i  et  +  i . 

Pour  établir  maintenant  l'identité,  à  un  facteur  près,  des  poly- 
nômes X„  avec  les  polynômes  que  nous  avons  déjà  étudiés  (t.  I, 
p.  16),  il  suffira  de  démontrer  que  l'intégrale 


/_ 


+  1 

f(x)X,idjc 
1 


est  nulle  lorsque /(.a;)  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  au  plus 

égal  an  —  i .  Nous  nous  servirons  à  cet  effet  d'une  seconde  relation 

obtenue  en  dérivant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  (10). 

On  a 

—  (  1  —  iixx  -\-  c^)  =  ay 
dx  '         J 


et,  en  comparant  avec  (11), 


à  y  dy 

{x  —  o.)f-  =af-; 

dx  ÔOL 
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d'où  la  relation  cherchée 

(II)  xX'„  —  X',i_i  =  nX,i. 

Multipliant  les   deux  membres  par  x^dx  et  intégrant  de   —  i  à 
+  I,  il  vient 

n   I        x"^Xndx=   I        x"i+'^X'ii  dx  —    l       x>"X'n_^dx, 
d'où,  en  intégrant  par  partie, 

n  I       x"^Xndx=[x'n(xXa  —  X„-i)]t\ 

—  (/?n-i)   /       x"^Xadx  +  m  I       x'"--^X,i-idx. 

Or  (^X„  —  X„_,  )  est  nul  pour  les  limites  +  i  et  —  i  :  donc  finale- 
ment 

(l4)  /         X'nXndx  =   /         X'"-^Xn-idx. 

On  a  d'ailleurs 

/       Xo^^  =  2,  /       X,idx  =  o  (/i  =  i). 

Le  résultat  est  maintenant  immédiat  :  si  m  est  ^n  —  i ,  l'inté- 
grale (i4)  se  ramène  à  une  intégrale  de  la  forme 

/  Xndx  (n^ï) 

et  est  nulle.  Il  en  est  de  même  de  l'intégrale 

/      f(x)X,idx, 

oùf(x)  est  un  polj'nôme  arbitraire  de  degré  '^n  —  i.  Donc  X,/ 
satisfait  à  l'identité 

d"(x^-  -t)« 
^"-^ d^^ ' 
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OÙ  A  est  une  constanle  dont  on  trouve  facilement  la  valeur 


•2.^.{!>.  .  .2/1 


22.   Parlons   enfin,   pour   achever  l'énumération  des  fonctions 
élémentaires,  des  fonctions  circulaires  inverses.  La  fonction 

u  =  arc  Lan  g  ^ 

sera  définie  par  l'ëquation 

tang«  =  ;:. 

On  peut  trouver  aisément  lexpression  générale  de  u,  en  rem- 
plaçant tang?^  par  sa  valeur  en  fonction  d^exponentielles 

tangM  =  =:  -7- : =    .,    „    . -7 

°  cosu        i(e"'-+- g-"')        i{e^"'-+'i) 

donc 


et  enfin 


u  =   — :  log  -. = 1 ^.lOg- 

'21        ^  l  -i-  Z  -2  '2  1  . 


La  fonction  arctang;;  se   ramène  donc  à  la  fonction  logarith- 
mique. Ses  points  singuliers  sont  ;:;  =  -i-  ^  et  ^  =  —  i. 
On  définira  d'une  manière  analogue  la  fonction 

u  =  arcsin^ 


par  l'équation 

c[ui  donne 

ou 

et  par  suite 

d'où  se  conclut 


smu  =  ;: , 

e^iti-\-  ^zie"^ — I  =  o, 
c'"'  =  zi -h  \/ 1  —  z'^, 


La  fonction  arcsinx;  s'exprime  donc  à  l'aide  de  la  fonction  loga- 
rithmique. 
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23.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent  que  des  dé- 
veloppements suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  On 
peut,  dans  certains  cas,  par  un  simple  changement  de  variable, 
développer  une  fonction  sous  une  forme  différente.  L'exemple 
suivant  est  relatif  au  développement  d'une  fonction  en  série  d'ex- 
ponentielles. 

Soity(^)  une  fonction  uniforme  et  continue  de  r  à  l'intérieur 
d'une  aire  définie  par  deux  parallèles  à  Oy.  On  suppose  que  cette 
fonction  est  périodique,  l'amplitude  de  la  période  étant  2-/, 

de  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction  au  point  A  (Jîg-    19)  est  la 

Fig.   19. 


même  qu'au  point  B,   si  le  segment  AB  parallèle  à  Oj' est  égal  à 
2/2  7T,  n  étant  un  entier  quelconque. 
Posons 

et  cherchons  quelle  est  dans  le  plan  des  ^'  [Jig-  20)  la  région  qui 
correspond   à  la  bande,   indéfinie  dans  les   deux  sens,   comprise 


entre  les  parallèles  MP  et  NQ.  Soit  a:  =  a  l'équation  de  la  droite 
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AB;  Taffixe  d'un  quelconque  de  ses  points  est 

3  =  0  +  iy, 
et  le  point  correspondant  du  plan  des  ;;'  est 

z  --=.  e«  e>y, 

c'est-à-dire  qu'à  la  droite  AB  correspond  dans  le  plan  des  z'  une 
circonférence  de  rayon  e"  et  de  centre  O'.  Il  s'ensuit  qu'à  l'aire 
MNPQ  correspond  l'aire  limitée  par  les  deux  circonférences  con- 
centriques qui  correspondent  aux  parallèles  MP  et  NQ. 

La  fonction  y(^)  va  devenir  une  certaine  fonction  'f  (5')  uniforme 
et  continue  dans  l'espace  annvdaire  compris  entre  ces  deux  cir- 
conférences. Elle  sera  par  conséquent  développable  dans  celte 
région  par  la  formule  de  Laurent 

Par  suite  f{z)  sera  représentée  dans  toute  la  bande  MNPQ  par 
la  série 

;?z  =  —  00 

Si,  au  lieu  de  supposer  la  période  égale  à  2/71,  on  supposait  son 
amplitude  égale  à  a,  et  que  l'aire  soit  limitée  par  deux  droites  pa- 
rallèles à  celle  qui  joint  le  point  z  au  point  j  +  a,  on  obtiendrait 
l'expression 

'"  =  +°°  2;»/ 71. 


IV.  —  Sur  les  produits  convergents. 

24.  Quoique  nous  devions  faire  peu  d'usage  de  la  représentation 
des  fonctions  sous  forme  de  produit,  il  ne  sera  pas  inutile  d'in- 
diquer quelques  propositions  générales  relatives  aux  produits  con- 
vergents. La  théorie  des  produits  convergents  ne  présente  d'ailleurs 
aucune  idée  nouvelle,  puisque  la  convergence  d'un  tel  produit  se 
ramène  toujours  à  la  convergence  d'une  série. 


p 


l 


^ 
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-    Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  produit 

(i-hai)(n-  a,). .  .(i-H  ««)•  •  • 

sera  convergent  si  la  série 

I  «il -i- I  «2 [-+-...+ I  a„| +.. . 
est  convergente. 

Nous  pouvons  supposer  que  |  «/<|  <  i ,  quel  que  soit  n,  puisque 
nous  pouvons  laisser  de  côté  des  facteurs  nécessairement  en 
nombre  limité  où  cette  condition  ne  serait  pas  remplie. 

Ceci  dit,  supposons  d'abord  les  a  réels.  Le  produit  sera  conver- 
gent, si  la  série 

log(  I  4-  (2i)H-  log(i+  «2)  +  .  .  .-l-Iog(i  +  a,;)  +  .  .. 

est  convergente.  Désignons  par  6  les  termes  positifs  et  par  —  c  les 
termes  négatifs  parmi  les  a.  La  série 

log(i  -f-  6i)-^  log(i  +  bi)  +  . . .+  log(H-  bn)^..  . 

sera  convergente,  car  ]og(i  -\-  x)<ix  quand  x  est  positif. 
Pareillement,  la  série 

l0g(  I  —  C]  ) -H  ...-)-  log  ([  —  C„  )  +  ••  . 

sera  convergente,  car  on  a 

]og(i  — c„)  =  —     ""'    ,       o<e<i, 

1   D  c  ,j 

or  le  facteur —  tend  vers  un  :  la  série  convergera  donc  puisque 

la  série  de  terme  général  c«  est  convergente. 
Passons  maintenant  à  la  série 

(i-l-Mi)(i  +  a2)-.-(i-t-"«)--  ., 

les  u  étant  complexes.  Soit  u,i=  a,i-\-  b,ii',  les  séries  i^j««|  et 
S|6„|  sont  convergentes  par  hypothèse.  Le  carré  du  module  de 
{i  +  Un)  est 

(i-h  «;î)-+ 6,2j         ou         \  -\-  2aa+  an-\-  bfi. 
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La  série  de  Lernie  général 

■ittii  +  aj,  -i-  bl 

converge  évidemment;  par  suite  ie  module  du  produit   lend  vers 
une  limite.  Passons  à  l'argument;  celui-ci  est  pour  i  -f-  ii ,i 


\J{\^an)--T-bl 


et  il  faut  montrer  que  la  somme  des  arguments  a  une  limite  dé- 
terminée. Or  cet  arcsin  est  comparable  à  ^/, ,  ce  qui  rend  évident 
le  résultat  que  l'on  veut  établir. 

25.   Passons  maintenant  aux  produits  convergents  représenlanl 
une  fonction  de  :;.  On  considère  le  produit 

(.5)  [i^/,(.')][i^-/,(,^  )]...[!+/„(..  )]...; 

les  fonctions  f^  (;s),  .  . .,  f^i^z),  . . .  sont  des  fonctions  uniformes 
et  continues  dans  le  même  cercle  C  de  convergence.  On  suppose 
de  plus,  en  repi-ésentant  d'une  manière  générale  par 

FKZ)  (Z  =  |3|) 

la  série  obtenue  en  remplaçant  dans  fi{^)  chaque  terme  par  son 
module,  que  la  série 

Fi(Z)H-F,(Z)+...+  F„(Z)^-... 

converge  quand  Z  est  inférieur  au  rayon  du  cercle  C. 

Dans  ces  conditions  nous  voulons  montrer  que  leproduil  (i5) 
représente  une  fonction  holoniorphe  de  z  à  V intérieur  de  C. 

Considérons  d'abord  le  produit  convergent 

P(Z)=[i  +  Fi(Z)][n-F,(Z)]...[n-F„(Z)].... 

Soit  V,i(Tj)  le  produit  des  n  premiers  facteurs;  nous  pourrons 
mettre  Prt(Z')  sous  la  forme 

P„(Z)  =  Â«  -^  A'/ Z  +. . .  ^  A;'„Z'"  + .  . . , 

A"j  étant  une  constante  positive.  Or  P«  (Z)  est  plus  petit  que  P(Z)  ; 

donc  tous  les  termes 

A"  Z"' 
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sont  moindres  que  P(Z,).  Mais  quand  n  augmente  indéfiniment 
[m  restant  fixe)  les  A^^  augmentent.  Par  suite  A^^  pour  /z  =  co 
tend  vers  une  limite  que  nous  désignerons  par  A„,.  Ceci  dit,  re- 
marcjuons  que  l'on  a 

P„(Z)>A«H^AYZ-...-hA«Z'« 

(en  ne  prenant  que  m  tei^mes);  donc,  m  restant  fixe  et  n  augmen- 
tant indéfiniment,  P(Z)  est  au  moins  égal  à 

AoH-  AiZm-...-i- A„,Z"'. 
Puisque  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série 

(2)  Ao+ AiZ  +  ...-f- A„,Z"'  +  ... 

est  moindre  cjue  P(Zi),  on  en  conclut  que  cette  série  (S)  est  con- 
vergente et  a  au  plus  P{Z)pour  limite.  D'autre  part,  on  a 

P„(Z)  <  Ao+  A, Z  +. .  .-^  A,„Z'"  +  . . . . 

On  a  donc  les  inégalités 

P„(Z)<Ao  +  ...+  A„,Z'"  +  ...<P(Z), 

ce  qui  établit  que  la  série  (S)  a  ï^ÇL) pour  limite. 

Nous  allons  maintenant  achever  aisément  la  démonstration.  En 
prenant  le  produit  des  n  premiers  facteurs  dans  le  produit  (i5), 
on  a 


a'I^^  est  une  somme  de  termes  complexes;  pour  ji^cc^  c'est  la 
somme  des  termes  d'une  série  pour  laquelle  la  série  des  modules 
est  convergente;  nous  aurons  donc  une  limite  pour  o"^,  soit  a„i. 
La  série 


rlll  . 


convergera  manifestement,  et  o(z)  coïncide  avec  la  valeur  Q(^)  du 
produit  convergent  (i5);  on  le  voit  de  suite  en  remarquant  que 

|cj)(s)-Q„(z)|<P(:Z)-P„(Z); 

or  le  second  membre  de  cette  inégalité  tend  vers  zéro.  11  en  ré- 
sulte bien  que  ^{^)  est  égal  à  la  limite  de  Q«(^),  c'est-à-dire  à 
Q(x;).   Ce  produit  convergent  est  donc  mis  sous  la  forme  d'une 
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série  entière  dans  le  cercle  C  et  la  proposition  énoncée  est  com- 
plètement établie. 

V.  —  Décomposition  en  facteurs  des  fonctions  uniformes. 

26.  La  décomposition  d'un  polynôme  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires  est  la  proposition  fondamentale  de  l'Algèbre.  Considérant 
une  fonction  G(^),  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  on  a 
cherché  pareillement  à  décomposer  G(g)  en  un  produit  de  fac- 
teurs qui  mette  en  évidence  les  racines  de  cette  fonction,  Cauchy 
y  est  arrivé  dans  des  cas  étendus,  mais  sans  pouvoir  toutefois 
traiter  la  question  dans  toute  sa  généralité.  C'est  à  M.  Weier- 
strass  que  l'on  doit  d'avoir  étendu  aux  fonctions  G(^),  que  nous 
appellerons  avec  lui  fonctions  entières,  le  théorème  fondamental 
de  l'Algèbre.  Cet  admirable  résultat  est  le  point  capital  du  Mé- 
moire de  l'illustre  auteur  que  nous  avons  cité  plus  haut  (^). 

Soit  une  suite  de  quantités 

«1,        «2)        •  •  •  »        <^«)        •  •  ■  ) 

rangées  par  ordre  croissant  de  leurs  modules  et  telles  que 

hm  —  =  o. 

n:=oc  Cl  II 

Si  plusieurs  de  ces  cjuantités  ont  même  module,  on  rangera  les 
quantités  de  même  module  dans  un  ordre  arbitraire.  D'après  la 
définition  même  du  mot  Limite,  il  est  clair  qu'étant  donné  un 
nombre  quelconque  R  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
des  a  dont  le  module  soit  inférieur  à  R. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  c\\x' on  peut  former  une  fonction 
entière  G(^)  ayant  pour  racines  les  quantités  a  et  celles-là 
seulement.  Si  plusieurs  quantités  a  sont  égales,  la  racine  sera  d'un 
degré  de  multiplicité  égal  au  nombre  de  fois  que  figure  cette 
quantité. 

27.  Une  remarque  préliminaire  nous  sera  indispensable.  Soit 
une  série 

(i6)  /•„(3)+/i(a)+...-H/„(^)  +  ..., 


(')  On  trouvera  une  traduction  de  ce  Mémoire  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure  (1879). 
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dont  les  termes  sont  des  séries  entières  convergentes  dans  un 
cercle  G  de  rayon  R  ayant  l'origine  pour  centre.  Désignons  par 

F„(Z)        (Z==|^|) 

la  série  obtenue  en  remplaçant  dans  fu{~-)  chaque  terme  par  son 
module.  On  suppose  que  la  série  à  termes  positifs 

(17)  Fo(Z)  +  Fi(Z)  +. . .+  F„(Z)  +. .  . 

soit  convergente  pour  Z<;R-  Dans  ces  conditions,  il  est  manifeste 
que  la  série  (16)  sera  convergente  dans  le  cercle  G,  et  sera  suscep- 
tible de  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  entière  convergente 
dans  ce  même  cercle;  on  peut,  en  effet,  dans  la  série  (16)  modifier 
l'ordre  des  termes,  puisque  la  série  des  modules  de  tous  les  termes, 
représentée  par  (i^)  est  par  hypothèse  convergente. 

28.   Geci  posé,  laissons  de  côté  celles  des  quantités  a  qui  pour- 
raient être  égales  à  zéro,  et  considérons  l'expression 

Si  Ton  suppose  que  j  ::  |  soit  inférieur  à  |  (7v  |,  nous  pouvons  en- 
visager 

logi<v=  log  (1—  - 


V  —  i  \a 


log  (  I )  représentant  une  fonction  uniforme  et  continue  dans 

le  cercle  de  rayon  \a^\  et  s'annulant  pour  5=0.  On  aura,  par 
suite, 

d'où  l'on  conclut 

Nous  voulons  maintenant  montrer  que  le  produit  infini 

(18)  Ui  U2  .  .  .  lU)  .  .  . 

est  convergent  et  représente  une  fonction  entière  de  z  s'annulant 


I42 

pour 
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«1,       «2, 


«V, 


V  étant  un  entier  quelconque.  A  cet  effet,  montrons  que  le  pro- 
duit (18)  représente  une  fonction  uniforme  et  continue  de  z  dans 
le  cercle  de  rajon  «v  Laissant  de  côté  les  facteurs  en  nombre  li- 
mité correspondant  à  des  valeurs  des  a  de  module  moindre  que  a./, 
nous  avons 


2  [iik>'*,. 


■] 


La  convergence  du  produit  sera  rétablie,  si  nous  montrons  que  la 


série 


,„)  "\\L(±y\^(±y*'-...] 


est  convergente  pour  |  :;  |  <;  |  «v  |- 

Nous  avons  là  une  série  dont  chaque  terme  est  lui-même  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ^;  or  on  a 


+  .,.< 


n  -+-  I 


I 

z     "■ 

71 

Un 

Z 

an 

Nous  devons  montrer,  pour  pouvoir  appliquer  le  lemme  du  para- 
gi^aphe  précédent,  que  la  série  dont  le  terme  général  est 


I 

^ 

II 

n 

a,i 

-    1 

1  — 

a 

i  1 

est  convergente.  11  en  est  ainsi,  car  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent est 


rt/i+i 


<^«+i 


qui  tend  vers  zéro  à  cause  du  facteur  — 
^  a. 
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Nous  sommes  donc  assuré  que  la  série  (19)  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  le  ceircle  de  rayon  \ay\.  Le  produit  (18)  re- 
présente donc  une  fonction  de  z  holomorphe  dans  ce  cercle;  cette 
fonction  s'annule  pour 

«1,        rto,         .  .  .  ,        «V— 1 

et  elle  n'a  pas  d'autres  racines  dans  ce  cercle. 

L'entier  v  est  d'ailleurs  absolument  arbitraire.  On  en  conclut 
donc  bien  que  le  produit 


représente  une  ("onction  entière  de  z  ayant  pour  zéros  les  valeurs 
données  et  celles-là  seulement.  Les  facteurs  u  ont  été  appelés  par 
M.  ^eierslrass  facteurs prij7iaires;  on  voit  c[ue,  outre  le  facteur 

linéaire  [  i  —  "  )  '  ^^  facteur  primaire  Uy  contient  une  exponen- 
tielle. C'est  la  présence  de  cette  exponentielle  qui  rend  possible  la 
convergence  du  produit  infini  formé  avec  les  facteurs  11.  Dans  le 
cas  oii  z  =  o  devrait  être  racine  multiple  d'ordre  \,  on  mettrait  z^ 
en  facteur  devant  le  produit  trouvé. 

29.  Nous  venons  de  nous  placer  dans  le  cas  le  plus  général. 
Dans  certains  cas  particuliers,  il  sera  possible  d'employer  des  fac- 
teurs primaires  un  peu  plus  simples.  Ainsi,  supposons  que  la  série 
de  terme  général 


p  étant  un  entier  déterminé,  soit  convergente.  On  pourra  prendre 
pour  iiy 

,"v        2  \a.J  p-l  \a.J 


On  le  voit  de  suite,  en  se  reportant  à  l'analyse  précédente  :  la  série 
dont  on  a  alors  à  montrer  la  convergence  se  réduit  à  la  série  de 
terme  général 


I 

z 

p 

/L 

a„ 

1  — 

a 

II 
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dont  la  convergence  est  évidente  d'après  l'hjpothèse  faite  plus 
haut. 

30.  Une  première  conséquence  bien  remarquable  déduite  par 
M.  Weierslrass  du  théorème  précédent  est  relative  à  la  forme 
d'une  fonction /(;:)  uniforme  dans  tout  le  plan  et  n'ajant  à  dis- 
tance finie  que  des  pôles. 

On  peut,  en  effet,  former  une  fonction  entière  G(c)  ayant  pour 
racines  les  pôles  de  f{z)  et  avec  le  même  degré  de  multiplicité; 

le  produit 

/(.-)G(.-) 

sera  alors  une  fonction  entière  G,  [z]^  et  l'on  aura  par  suite 

/'(  z)  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme  d'un  quotient  de  deux 
fonctions  entières.  On  remarquera  que  les  fonctions  G  et  G),  ob- 
tenues par  les  considérations  précédentes,  n'ont  pas  de  racines 
communes,  car  les  racines  de  G(^)  donnent  au  produit /(^)G(^) 
des  valeurs  finies  et  différentes  de  zéro. 

31.    Si  au  lieu  d'une  succession  de  points 

(•20)  «1,        «2j        •  ■  ■  )        <^lt,        •  •  .  • 

s'éloignant  à  l'infini,  on  a  des  points  pour  lesquels 

lim  «!/;  =  <7, 

on  pourra  former  une  fonction  ayant  pour  point  singulier  essentiel 
le  point  <2  et  les  racines  «1,  «o,  •••,  <^n,  ••••  H  n'y  a  en  effet  qu'à 
prendre  pour  facteur  primaire 


e-  -  " 
a 


et  il  n'y  a  rien  à  changer  au  raisonnement  fait  plus  haut  pour 
établir  que  le  produit  converg^e  pour  toute  valeur  de  z  différente 
de  a.  On  suppose,  bien  entendu,  les  a  disposés  dans  un  ordre  tel 
que  I  cin  —  a  |  ne  croisse  pas  avec  n.  La  fonction  ainsi  trouvée  sera 


I 
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une  fonction  entière  de ^  et,  en  désie-nant  d'une  manière  sé- 

nérale  par  G(:;)  une  fonction  entière  de  5,  on   obtient  de   cette 
manière  une  fonction 


ayant  comme  unique  singularité  le  point  essentiel  a  et  les  zéros 
donnés  par  la  série  (20). 

32.  On  peut  bien  aisément  généraliser  le  résultat  précédent  (' ), 
en  l'étendant  aux  fonctions  uniformes,  continues  pour  tous  les 
points  du  plan,  à  l'exception  de  ceux  qui  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence G  de  rayon  R  et  dont  le  centre  est  à  l'origine. 

Soit  une  suite  de  quantités 

('2i)  Al,     Aj,     . . . ,     A„, 

telles  que,  en  posant  k„^=o,ie^^"^  p,i  étant  le  module  et  y.,i  l'argu- 
ment, on  ait 

ip«-R|èlp«+i-Rl 

et  de  plus 

lim  p„=  R. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  former  une  expression,  dépen- 
dant de  z-^  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan  en  dehors  de  la 
circonférence,  qui  représentera  une  fonction  analytique  de  z  à 
l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  circonférence  et  s'annulera  pour 
tous  les  termes  de  la  suite  (21). 

A  la  suite  (21),  associons  une  seconde  suite 

B,,    B2,     ...,     B„,     ... 

représentant  des  points  situés  sur  la  circonférence  G  et  telle  que 

lim  (A„— B„)  =  o. 

Ce  choix  peut  être  fait  d'une  infinité  de  manières;  il  en  est  une 


(')  E.  Picard,  Sur  la  décomposition  en  facteurs  primaires  des  fonctions 
uniformes  ayant  une  ligne  de  points  singuliers  essentiels  (  Comptes  rendus, 
21  mars  18S1  ). 

P.-  11.  10 
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immédiate  obtenue  en  faisant 
Ceci  jDOsé,  on  prendra  la  fonction 


G(  )=n:^ 


An  p^j>jz} 


Bn 


en  posant 


A„—  B„        I  /A„— B,A2 


B, 


B, 


■:;  —  B, 


La  démonstration  de  la  convei^gence  de  ce  produit  infini   est 
immédiate.  Ecrivons  en  effet  le  facteur  primaire  sous  la  forme 


-B„ 


><t>„(2) 


Pour  un  point  donné  z  qui  n'est  pas  sur  la  circonférence,  nous 
considérons  les  facteurs  primaires  à  partir  du  rang  v  tel  que 

1^-B„|>[A„-B„1        (;i>v), 

ce  qui  est  possible,  puisque  le  second  membre  de  cette  inégalité 
tend  vers  zéro  avec  -•  On  peut  alors  mettre  Ua  sous  la  forme 


1   /A„— B„ 


_Rji\'^_      1       /A„  — C,t\"+i 
B„  /         n  -H  1  \  =  —  B„  y 

tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  obtenue  clans  le  cas  du 
seul  point  singulier  a.  Il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  la  série 


^-)     m(^^"-M 


A„-B,A«+' 


•■] 


représente  une  fonction  analytique  de  :;  dans  l'une  et  l'autre  région 
du  plan  ovi 

I-  — B„|  >  I  A„— B,.  I  (/i=zv,v-M,    ...,co). 

On  pourra  prendre  pour  une  de  ces  régions  l'intérieur  d'un  cercle  T 
décrit  de  l'origine  comme  centre,  dont  le  rayon  convenablemeni 
choisi  sera  moindre  que  R,  et  pour  l'autre  l'extérieur  d'un  cercle  1" 
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dont  le  rajon  sera  supérieur  à  R.  Ces  deux  circonférences  sont 
d'ailleurs  bien  évidemment  d'autant  plus  rapprochées  de  la  circon- 
férence C  que  V  est  plus  grand. 

11  nous  suffira  de  supposer  :;  dans  le  cercle  F.  Chaque  terme  de 
la  série  (22)  est  une  fonction  analytique  continue  dans  ce  cercle. 
De  plus,  développons  le  terme  général 


M^)  = 


Bn 


-  B, 


^  — B, 


suivant  les  puissances  de  z  et  voyons  ce  que  devient  ce  dévelop- 
pement quand  on  remplace  chaque  terme  par  son  module.  Or, 
quand  on  développe  en  série  un  terme  quelconque  de  la  suite  pré- 
cédente, et  qu'on  remplace  chaque  terme  par  son  module,  on  ob- 
tient le  développement  de  ce  terme  où  A« — B^,  z  et  B^  ont  été 
remplacés  par  leurs  modules.  On  a  donc,  en  employant  les  nota- 
tions du  lemme  (§27) 


A„— B„  |«+i 


;i-t-i     (R  — Z)"- 


et,  par  suite. 


F„(Z)< 


n     (R  — Z)«  n     (R  — Z)'i+i 

I   |A„— B„i"  I 


n     (R-Z)« 


A,,-B„ 

(R-Z) 


Il  n'y  a  plus  rien  à  changer  à  la  suite  du  raisonnement  :  on  voit 
de  suite  que  la  série  de  terme  général  F«(Z)  est  convergente,  et, 
par  suite,  d'après  le  lemme,  l'expression  (22)  est  une  fonction 
analytique  dans  le  cercle  F.  On  verrait  de  la  même  manière  qu'elle 
jouit  de  la  même  propriété  à  l'extérieur  du  cercle  F'. 

D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit,  ces  deux  cercles,  si  l'on 
preadv  assez  grand,  sont  aussi  rapprochés  que  l'on  veut  du  cercle 
C.  Le  produit  convergent  0(5)  représente  donc  une  fonction 
analytique  et  continue  de  z  à  V intérieur  et  à  V extérieur  du 
cercle  C;  il  a  de  plus  pour  racines  les  points  de  la  suite  (21). 

Il  est  clair  que  si  la  série  de  terme  général 


Bn\P, 
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p  étant  un  entier  fixe,  est  convergente,  on  pourra  prendre  comme 
facteur  primaire 

en  posant 


—  B,j         2  \  ;s  —  B„  /        ■  ■  ■       ^  —  I  \  ^  —  B„ 

On  remarquera  qu'en  général  l'expression  précédente  repré- 
sentera deux  fonctions  analytiques  distinctes  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur  de  C,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  ne  seront  pas 
le  prolongement  analytique  l'une  de  l'autre  (Chap.  II,  §  48).  La 
circonférence  pourra  être  pour  la  fonction  une  Ligne  de  points 
singuliers  essentiels.  ISous  sommes  ainsi  conduit  au  type  de 
fonctions,  dont  nous  avons  déjà  indiqué  quelques  exemples 
(Chap.  II,  §  18),  pour  lesquels  le  prolongement  analytique  n'est 
pas  possible  au  delà  d'une  certaine  courbe. 

33.  Indiquons  deux  exemples  très  simples.  Soit  Pt  =  i  ;  posons 


2  ki  71 

A„  =  (i—  ^)e   «  [/l  =  0,  I,  .  ..,(n  — I)]. 


n 


On  aura,  sur  le  cercle  de  rayon  i ?  n  points  A  formant  les 

sommets  d'un  polygone  régulier.  Quand /i  augmente  indéfiniment, 
on  a  ainsi  une  suite  de  points  tendant  vers  la  circonférence  de 
rayon  un.  Nous  prendrons,  comme  point  B^  correspondant  à  A„ 


le  terme  A/^  —  B/^  sera  donc 

et,  par  suite, 

lA 


et  il  ne  faut  pas  oublier  que  n  racines  de  même  module  coj'res- 
pondent  à  l'indice  n.  Cherchons  s'il  y  a  une  puissance  p  telle  que 

la  série 

1A„-B,|/' 


B„ 

e   " 

2  la  TC 

II 

e   "■ 

II 

B 

A  = 

1 

—  j 

n 
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soit  convergente.  Cette  série  peut  s'écrire 

^d     IIP 

puisqu'il  y  a  n  termes  pour  lesquels    |  A«  —  B/;|   a  la   même  va- 
leur -•  On  pourra  donc  prendre 

/>  =  3, 
et  le  facteur  primaire  sera 

Z  —  kn  ._  ^    ■■    .  +r 


B„ 


-B„)= 


La  fonction  représentée  par  le  produit  de  ces  facteurs  ne  pourra 
certainement  pas  s^  étendre  au  delà  du  cercle  de  rayon  un,  car 
dans  le  voisinage  de  tout  point  du  cercle  elle  aune  infinité  de  ra- 
cines, ce  qui  est  incompatible  avec  la  possibilité  d'une  extension 
analytique. 

Je  donnerai  un  second  exemple  où  le  choix  des  quantités  B  sera 
fait  d'une  manière  différente.  Supposons  que  l'expression  générale 

des  racines  soit 

6  -f-  c  —  ( «  —  d)i 

k  ^—    î T"? ■•  ' 

a  -^  a  +{b  —  c)i 

«,    b^  c,    d  étant   quatre    entiers    réels    satisfaisant  à   la  relation 
ad  —  6c  =  I  ;  on  a  ici  R  ^  i . 

Nous  prendrons  B  =  -. r--')  le  point  B  est  bien  sur  la  circonfé- 

^  d-i-bi        ^ 

rence  de  rayon  un  et  l'on  aura 
I  A  — B 


v/(6-^-t-  cP){a^-^b'^-\-  c^-h  (P-^  -l) 


La  série  multiple  dont  le  terme  général  est  |  A  —  B  |-,  a,  6,  c,  d 
pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  possibles  satisfaisant 
à  la  relation 

ad—  bc  ^=1, 

est  convergente  :  c'est  ce  que  l'on  reconnaît  en  considérant  à  la 
place  de  la  série  une  intégrale  triple  convenable  dont  la  valeur 
reste  finie  quand  les  limites  deviennent  infinies.  On  pourra,  par 
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conséquent,  poser 


G(  =n 


-A 


A-B 


6" 


le  signe  |  I  indiquant  le  produit  de  tous  ces  facteurs  correspon- 
dant à  toutes  les  valeurs  entières  de  a,  b,  c,  d  qui  satisfont  à  la 
relation  ad  —  bc  =^\. 

34.  Revenons  à  la  décomposition  d'une  fonction  entière  en 
facteurs  primaires.  Nous  nous  sommes  donné  les  racines,  et  nous 
avons  obtenu  une  fonction  entière  G  (^)  ajant  ces  racines.  Toute 
autre  fonction  entière  G)  [z)  ayant  les  mêmes  racines  avec  le  même 
degré  de  multiplicité  sera  telle  que 

G(^) 

sera  une  fonction  entière  ©(-;)  ne  s'annulant  pas.  Or,  dans  ces 
conditions,    '  ;   :  sera  encore  une  tonction  entière;  donc 

cp(s)=  e"(--), 

H(^)  représentant  une  fonction  entière.  Par  suite  on  a 

Dans  la  pratique,  pour  une  fonction  donnée  Gi  (^),  la  recherche 
de  la  fonction  H  (5)  et  l'étude  de  ses  propriétés  pourra  présenter 
bien  des  difficultés.  Ainsi,  soit  la  fonction  sin^;  ses  racines  sont 
données  par 

n  étant  un  entier  positif  ou  négatif.  Nous  pouvons  former  une 
fonction  G{z)  ayant  ces  racines;  ce  sera 


n 


1 )e«' 


le  produit  11  étant  étendu  aux  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives de  «,  à  l'exclusion  de  n  =  o.  On  peut,  dans  le  cas  actuel, 
simplifier  beaucoup  en  groupant  deux  à  deux  les  facteurs  corres- 
pondant  à    des   valeurs  de    n   égales   et  de  signe  contraire.    Ce 
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groupement  est  d'ailleurs  celui  auquel  conduit  l'application  de  la 
méthode,  puisque,  les  racines  étant  rangées  par  ordre  croissant  de 
modules,  les  deux  racines  +  nr^  et  —  nr^  se  suivent  nécessaire- 
ment. On  obtient  ainsi 


G(.-)  =  ^J2 


n  —  l 

il  en  résulte  que  • 

Quant  à  la  détermination  de  la  fonction  entière  H(^),  elle  ne 
peut  résulter  en  rien  de  la  théorie  précédente.  Nous  verrons  dans 
le  Chapitre  suivant  que  H (5)=  o. 

3o.  Delà  décomposition  de  la  fonction  désignée  d'une  manière 
générale  par  G(::),  on  conclut  un  développement  de  la  dérivée 
logarithmique 

G(.-)' 
on  a 

G'(^) 


G(--j 


y  [—1————  -(±\~^~\ 


Nous  obtenons  donc  ainsi  un  développement  de   ^   ^    en  une 

série  de  termes  rationnels  en  z.  Cette  fonction  a  pour  pôles  simples 
les  points 

«1,       «21         •  •  •  j       «V)        ■  •  •  5 

et  le  résidu  correspondant  à  chacun  de  ces  pôles  est  -{- 1. 

Ce  résultat  conduit  à  se  poser  une  question  plus  générale.  En 
se  donnant  les  points  singuliers  (pôles  et  points  singuliers  essen- 
tiels isolés) 

«1,     «2,      ...,     an,     ...,     lima,2=:ao, 

et  pour  chaque  point  singulier  a,i  la  portion 

G„ 


(G„  étant  une  fonction  entière  donnée)  qui,  dans  le  voisinage  de 
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:;:  ==  a,i,  ne  sera  pas  holomorphe,  peut-on  former  une  fonction  y(z) 
ayant  les  points  a  comme  points  singuliers,  et  telle  que 

soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  «z^?  11  en  est  bien  ainsi, 
comme  l'a  montré  M.  Mitlag-Leffler;  nous  nous  contenterons 
d'énoncer  ce  beau  théorème,  renvoyant  pour  la  démonstration  au 
Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite  (4"  édition,  Hermann  ;  1891)  où 
l'on  en  trouvera  de  nombreuses  applications. 

La  décomposition  en  facteurs  primaires  d'une  fonction,  pouvant 
avoir  une  ligne  de  points  singuliers  essentiels,  dont  j'ai  donné  le 
premier  exemple  en  traitant  le  cas  de  la  circonférence,  conduisait 
à  une  question  analogue  relativement  au  cas  où  les  points  sin- 
guliers peuvent  tendre  vers  les  points  d'une  ou  plusieurs  lignes. 
M.  Mittag-Leffler,  s'inspirant  toujours  de  la  même  idée,  a  traité 
ce  genre  de  questions  dans  toute  sa  généralité;  nous  renverrons  à 
son  remarquable  Mémoire  où  l'on  trouvera  le  développement  com- 
plet de  cette  théorie  ('). 

36.  Nous  terminerons  ces  généralités  en  indiquant  un  théorème 
élégant  du  à  M.  Painlevé  (2),  et  qui  se  déduit  de  la  formule  fon- 
damentale de  Cauchy 


2Tïl  J„  Z  —  ce 


Supposons  que  le  contour  G  limitant  l'arc  S  soit  convexe;  de 
plus  admettons  qu'on  puisse,  en  chaque  point  M  de  ce  contour, 
tracer  un  cercle  tangent  en  M  au  contour  et  le  comprenant  à  son 
intérieur;  la  position  du  centre  de  ce  cercle  variera  d'une  ma- 
nière continue,  sauf  aux  points  anguleux  s'il  y  en  a.  On  vérifie 
sans  peine  que  la  construction  de  ces  cercles  est  possible  si,  en 


(')  G.  Mittag-Leffler,  Sur  la  représentation  analytique  des  fonctions  mo- 
nogènes  uniformes  d'une  variable  indépendante  {Acta  mathematica,  t.  IV; 
i884).  On  consultera  aussi  avec  un  grand  intérêt,  pour  tout  ce  qui  concerne 
ces  généralités,  le  Mémoire  de  M.  Painlevé  :  Sur  les  lignes  singulières  des  fonc- 
tions analytiques  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1888). 

{-)   Voir  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer  (p.  85). 
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chaque  point  d'un  contour  convexe  C,  la  couxbe  a  un  contact 
simple  avec  sa  tangente.  M  étant  donc  un  point  quelconque  du 
contour,  soit  F  le  cercle  tangent  à  C  en  M.  Désignons  par  ;:;  l'affîxe 
de  M,  para  l'affixe  du  centre  de  F;  nous  aurons,  x  étant  intérieur 

à  S, 

I       _        I  X  —  a  {x  ■ — a)"-  _\(    \ 

Faisons  parcourir  au  point  M  la  courbe  C,  a  variant  avec  :; 
d'une  manière    continue    (sauf  aux  points   anguleux  de   C).   La 

série  A(^)  converge  sur  G  uniformément  et  représente  z~_z_~'  ^" 

remplaçant  donc par  ce  développement  dans  la  formule  de 

Cauchj,  il  vient 

«  =  0  n  =  0 

P«(^)  désignant  un  poljnôme  en  x  de  degré  n.  Nous  sommes 
donc  conduit  à  ce  théorème  : 

Toute  fonction  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un 
contour  convexe  peut  être  développée  dans  cette  aire  en  une 
série  de  polynômes  (  ^  ). 


(')  Voir,  dans  un  ordre  d'idées  analogues,  le  Mémoire  de  M.  Appell  Sur  les 
développements  en  séries  dans  des  aires  limitées  par  des  arcs  de  cercle  [Acta 
mathematica,  t.  I). 
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APPLICATIONS   DES   THEOREMES   GENERAUX  DE  CAUCHY 
SUR  LES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 


I.  —  Recherches  de  quelques  intégrales  définies.  Développement 
en  séries  de  fractions  rationnelles. 

1.  Cauchy  a  donné  de  nombreux  exemples  de  recherches  d'in- 
tégrales définies  effectuées  à  l'aide  de  ses  théorèmes  généraux, 
particulièrement  du  théorème  sur  les  résidus. 

Prenons  tout  d'abord  le  cas  très  simple  de  l'intégrale 


/: 


Q(^)     ' 


P  et  Q  désignant  des  polynômes.  On  sait  que  cette  intégrale  aura 
un  sens  si  le  polynôme  Q(^)  n'a  pas  de  racines  réelles,  et  si  le 
degré  de  P  est  inférieur  d'au  moins  deux  unités  à  celui  de  Q. 

Dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z  =  x  -^yi,  considérons  la 
partie  supérieure  correspondant  ày  >-  o,  et  traçons  dans  ce  demi- 
plan  une  demi-circonférence  de  très  grand  rayon  l  ayant  l'origine 
pour  centre.  Cette  demi-circonférence,  avec  son  diamètre,  limite 
une  certaine  aire  ;  nous  pouvons  appliquer  le  théorème  des  ré- 
sidus à  l'intégrale 

P(^) 


/^ 


dz 


on  a  amsi 


Q(-) 
2R  désignant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  différents  pôles  de 
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— ^  contenus  dans  la   partie  supérieure  du  plan.   Or,   quand  / 

augmente  indéfiniment,  la  seconde  de  ces  intégrales  tend  vers 
zéro,  puisque,  en  posante  =  pe^S  le  degré  deP(^)  dz  enp  est  infé- 
rieur d'au  moins  une  unité  à  celui  de  Q(^).  On  aura  donc 


L 


dx  =  iir.z.i\  : 


L.   Q(^) 


P(z) 


il  suffira  de  calculer  les  résidas  de  ^^^  correspondant  aux  différents 

pôles  situés  au-dessus  de  O^. 

Voici  un  second  exemple  tout  aussi  élémentaire.  Soit  à  calculer 
l'intégrale 

I       f{sinx,cosx)d.v, 

"0 

/étant  une  fonction  rationnelle  de  sinjr  et  cos^.  Si  l'on  remplace 
sin.3:  et  cos.27  par  leurs  valeurs 


smx  =  — 


et  si  l'on  pose 


on  aura  l'intégrale 


/ 


¥{=.)dz, 


F(z)  étant  une  certaine  fonction  rationnelle  de  z.  Quand  x  varie 
de  o  à  27C,  le  point  z  décrit  la  circonférence  de  rajon  un;  l'inté- 
grale précédente  doit  donc  être  effectuée  le  long  du  cercle  de 
rajon  un.  On  aura  sa  valeur  en  appliquant  le  théorème  des  ré- 
sidus. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  par  cette  méthode 


f 


dx 


cosiP  -\-  a 


e'^-^  e- 


En  posant  cos.r  ^ et  e'-^^  z,  elle  se  réduit  à 

2    r         dz 

''  Jr  ^'^ -i-  '2.  a  Z  ^  l 
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Des  deux  racines  de  z^  -\-  2  a;:  -{-  i,  une  seule  z  =  —  «  +  \/a^ —  i 
est  comprise  à  l'intérieur  du  cercle  G  de  rajon  égal  à  un,  et  le 
résidu  correspondant  à  cette  racine  est 


d'où  l'on  conclut 


2  y/a-  — I  ' 


r 


dx 


cosa?  -H  a 


2  I  ~l  2TT 

^     1  y/«2  —  I  J  y/^2  —  y 


2.  Les  intégrales  précédentes  se  calculent  de  suite  par  des  mé- 
thodes élémentaires.  Voici  d'autres  cas  où  la  recherche  directe  de 
l'intégrale  est  plus  difficile. 


Prenons  l'intégrale 


/      dx, 


que  nous  avons  déjà  étudiée  (t.  I,  p.  34)-  On  peut  la  remplacer 
par  l'intégrale 

r 


dx, 
dont  la  valeur  est  évidemment  double. 

e'^  dz 


Or  considérons  l'intégrale 


/^ 


elï'ectuée  le  long  du  contour  suivant.  On  trace  dans  le  demi-plan 


supérieur  un  demi-cercle  y  d'un  très  petit  rajon  OB  et  un  demi- 
cercle  r  d'un  très  grand  rayon  OA  {fig.  21).  On  intègre  le  long 
du  contour  formé  par  A'B',  le  demi-cercle  y,  la  droite  BA  et  le 
demi-cercle  F.  Cette  intégrale  est  nulle,  puisque  la  fonction  —^  est 
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continue  à  l'intérieur  de  l'aire.  Quand  le  rayon  de  F  augmente 
indéfiniment,  l'intégrale  correspondante  à  ce  demi-cercle  tend  vers 

zéro,  car,  en  posant 

z  =■  R(cos8  ■+-  ifsinO), 

on  a 

/pi-  ri"        r^  r"^ 

J-Zi  =    l     em(cos8+/sin6)  j^/0  =    /     e-Rsin9e'Rcos9j-^e, 

et  l'on  voit  que  l'intégrale  est  nulle  pour  R  =  go,  puisque  sin8  >>  o. 
Prenons  maintenant  l'intégrale  le  long  du   demi-cercle  y.  On 

aura 

r^izd-r  /■" 

/    ■ =      /       e-Rsin9  g/Rcos8  j- ^Q 

et  pour  R  ^  G,  cette  intégrale  sera  égale  à  —  ni. 

11  reste  les  intégrales  le  long  de  A'B'  et  le  long  de  BA  :  les  par- 
ties réelles  se  détruisent.  Finalement  on  obtient,  en  passant  à  la 
limite, 


L 


dx  —  711  =  0, 
d'où  se  conclut 


£ 


si  n  .r  dx        iz 


3.    Soit  encore  à  calculer  l'intégrale 


L 


X  sin/na?   , 

— ~  dx  ( m  >  o,  a  >  o), 


qui  est  une  généralisation  de  la  précédente. 
On  va  considérer  l'intégrale 

ze'nzi 


L 


dz 


effectuée  le  long  du  périmètre  d'un  demi-cercle  tracé  dans  le  demi- 
plan.  On  voit,  comme  plus  haut,  que  l'intégrale  le  long  de  la 
demi-circonférence  tend  vers  zéro  quand  le  rayon  augmente  indé- 
finiment, et  il  reste  comme  valeur  de  l'intégrale  le  long  du  contour 


L 


X  sm  7JIX   j 
— dx. 
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D'aulre  part,  dans  le   demi-plan  supérieur,  existe  le  seul  pôle 

:;  =:  cii^  dont  le  résidu  est 

I 

_  ç  -ma^ 
1 

On  a  donc  la  formule 


L 


a^sinw.r 

— ^ dx  =  Tze-'"'^, 


qui,  pour  a  =  o,  donne  le  résultat  du  paragraphe  précédent. 

4.   L'intégration  de  la  fonction  e~^'  le  long  d'un  contour  conve- 
nable conduit  à  des  résultats  intéressants. 

Menons  {/ig-  22)  au-dessus  de  l'axe  des  x  la  demi-droite  OB, 

Fie-.  22. 


faisant  avec  Ox  un  angle  a  inférieur  à  77  et  décrivons  avec  un 

4 

rajon  OA  l'arc  de  cercle  AB.  On  a 

/  e--'  dz  =  o, 

l'intégration  étant  faite  le  long  de  OABO.  Or,  quand  le  rajon  du 

cercle  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  AB  tend  vers 
zéro;  en  efïet,  en  posant 

z  =:  Pi(cos6 -I- i  sin6), 
cette  intégrale  prend  la  forme 

I      Re-K=cos20e-u"-(sin26  ie^Uia  ; 
or  le  produit 

(l)  Re-R=cos20^ 

9  variant  de  o  à  a,  (  ^-  •<  7  )  '  tend  vers  zéro  quand  B  augmente  indé- 
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fîniment.  On  aura  donc 


0  «-'o 


dans  la  première  intégrale  x  va  de  o  à  co  sur  l'axe  réel,  dans  la 
seconde  z-    va  de   o  à   oo  en   suivant   la  demi-droite  OB.    Or  le 

premier  membre  est  égal  (t.  I,  p.  io4)  à  -\^r:  :  par  suite  on  a 
/      g-p2(cos2a+jsin2a) (  cos  a  -f-  i  sin  a )  ofp  =  -  Jt:. 
Cette  relation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
(i)      I      e-p-cos2a  [cos(p2  sinaa)  —  t  sin(p2sin2x)]  (cosa  -+-  t  siiia)  dp  =  -  /r:, 
fait  connaître  les  valeurs  des  deux  intégrales 
(3j         /      e-p'co*^«  cos(p2  sinaa)  <r/p,        /      e-p''^'^^^'-^  sia{p^  sin^x)  dp  : 

je  ne  m'arrête  pas  à  les  écrire.  Le  cas  le  plus  intéressant  est 
le  cas  limite  de  a=  -/,  a  priori  il  n'est  pas  rigoureux  de  faire 

directement  dans   la    formule   (2)  a.=z^,  cette    formule  n'avant 

été  établie  que  pour  a  <^  7?  puisque  pour  9  =  7  l'expression  (i) 

4  4 

ne  tend  pas  vers  zéro  pour  R  infiniment  grand. 

Le  résultâtes!  cependant  exact,  et  la  raison  en  est  que  les  deux 
intégrales  (3)  sont  des  fonctions  continues  de  a,  quand  a  est  m/e- 

rieiir  ou  égal  à  7*  C'est  ce  que  l'on  peut  établir  en  considérant  la 

4 
courbe 

y  =  c— ■'■°'^"'*2asin(a72siii2a) 

qui  se  compose  d'une  infinité  de  branches  alternativement  au-dessus 
et  au-dessous  de  Ox^  de  sorte  que  la  seconde  des  intégrales  (3) 
se  trouve  représentée  par  une  série  à  termes  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs  :  c'est  ce  que  nous  avions  déjà  vu  (t.  I,  p.  26) 

pour  le  cas  de  a  =^  --  •  Or  le  reste,  dans  une  telle  série,  est  moindre 
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en  valeur  absolue  que  le  dernier  terme  conservé,  et  ce  terme  est 
évidemment  une  fonction  continue  de  a,  pour  a  inférieur  ou  égal 

à  -•  Par  suite,  la  série  est  elle-même  une  fonction  continue  de  a 
4 

dans  les  mêmes  conditions.  On  raisonnerait  de  même  pour  la  pre- 
mière des  intégrales  (3). 

Faisons  donc  a  =  ,'  ?  dans  la  foi^mule  (2)  :  il  vient  ainsi 

fcosx-d.r  =    /      s\nx-dx  =  -t  /  -  • 

5.  Une  application  d'un  caractère  plus  général  du  théorème  des 
résidus  nous  sera  fournie  par  la  méthode  de  Gauchj  pour  le  déve- 
loppement (Tune  fonction  en  une  somme  cV une  infinité  de 
termes  rationnels. 

Soit  j\z)  une  fonction  uniforme  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
et  n'ajant  pour  points  singuliers  que  des  pôles.  On  considère  un 
contour  fermé  G,  qui  va  s'étendre  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 
L'intégrale 

prise  le  long  de  G,  x  désignant  un  point  quelconque  à  l'intérieur, 
sera  égale  à 

[\[x)  désignant   les  résidus   de  ^ — ^  par  rapport  aux   différents 
pôles  dey(^)  contenus  dans  G. 

Remarquons  d'abord  que  ces  résidas  sont  des  fonctions  ralion- 
nelles  de  x  :  car,  dans  l'entourage  du  pôle  z  c=  a,  /(z)  étant  repré- 
senté par  un  développement  de  la  forme 

/'  =  « 

f(z)  . 

le  résidu  de  __■,  relatif  à  ce  pôle,  est 

B„,        ^         ,         Bi 

{x  —  a)'"-       '''^{x  —  a)' 
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Cela  posé,  efFecLuons  le  développement  de en  nous  arrêlant 

au  premier  terme  :  l'intégrale  (4)  pourra  s'écrire  sous  la  forme 


/(^)^.  ^  /•/(3)(l-|-c) 


dz, 


£  tendant  vers  zéro  quand  |  :;  |   augmente  indéfiniment,  et  finale- 
ment on  aura  l'égalité 


^)  /*^)=.-^-./:4^^'--2:«<-)-~X^^^4^<'- 


le  signe  ^  exprimant  la   somme   des  résidus  R(^),    relatifs  aux 

c 
pôles  contenus  dans  G. 

Supposons  maintenant  que  l'on  puisse  étendre  indéfiniment  le 
contour  C  dans  tous  les  sens,  de  façon  que,  sur  les  contours  suc- 
cessifs 

G,,     G,,     ...,     C,,.     ..., 

le  module y(^)  reste  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe  M.  Dans 
ces  conditions,  la  deuxième  intégrale,  dans  le  second  membre 
de  (5),  tend  nécessairement  vers  zéro  quand  on  prend  un  con- 
tour C„  suffisamment  grand.  Il  suffit,  en  effet,  de  supposer,  comme 
il  arrive  en  général,  que  la  longueur  S„  du  contour  de  C„  soit  du 
même  ordre  que  la  distance  minima  R«  de  l'origine  au  contour; 
le  module  du  terme  considéré  est  alors  moindre  que 

1  X  I  MS,,  _ 

2  71:     R,j 

c 

Or,  77^  restant  fini  par  hypothèse,  ce  terme  tend  vers  zéro  avec  -• 


Deux  cas  pourront  alors  se  présenter.   Supposons,  en  premier 
lieu,  que  l'intégrale 

^  f 

■2tTr  J(. 


■f^^lé. 


ait  une  limite;  ce  sera  une  constante  A  qui  ne  dépendra  pas  de  .r, 
et  l'on  aura,  moyennant  ces  diverses  hypothèses, 

/(,r)=  A  — SR(.r). 

Les  termes  R  sont  en   général  en  nombre  infini;  l'ordre  dans 
P.  -  II.  u 
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lequel  ils  sont  écrits  est  déterminé  par  la  succession  des  con- 
tours C|,  Co,  ...,  C/i,  ••••  On  obtient  donc,  de  cette  manière,  le 
développement  de  /(^)  en  une  somme  d'une  infinité  de  termes 
rationnels. 

En  second  lieu,  il  se  peut  que  l'intégrale 


'■«-il*. 


./ 


n'ait  pas  de  limite  :  la  série  SPt(^)  est  alors  certainement  diver- 
gente. Dans  ce  cas,  on  peut  encore  représenter/'(^)  par  une  série 
convergente,  mais  à  la  condition  de  retrancher  de  chaque  terme 
de  la  série  divergente  SR(.2;)  une  constante  convenable. 

Pour  le  montrer,  supposons  d'abord  que  le  point  a;  =  o  soit 
un  point  ordinaire  def(x).  L'égalité  (5)  donne,  en  faisant  x  =o, 


f{o)  = 


d'où 


c„. 


c,.  '  ^'- 


f(^)(i^t) 


dz; 


et,  en  passant  à  la  limite, 

n  —  X 

(6)  /(^)  =  /(o)-2][R(^)-R(o)]. 

c„ 

Les  R(o)  ont  une  valeur  finie  puisque  le  point  ^  =  o  est  un 
point  ordinaire.  La  série  qui  forme  le  second  membre  est  con- 
vergente. 

Si  le  point  ^  =  o  était  un  pôle,  en  sorte  que,  dans  l'entourage 
de  ce  point,  on  ait 


il  suffirait,   dans   les  calculs  précédents,  de  substituer  k /[z)  la 
fonction 

6.  Le  raisonnement,  que  nous  venons  de  faire,  repose  sur  ce  que 
le  module  def{z)  reste  toujours  inférieur  à  un  nombre  fixe  M 
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sur  les  contours  successifs  C|,  . . . ,  On.  Il  se  peut  que  cette  con- 

f(z) 
dition,  n'étant  pas  satisfaite  \iO\xv  fi^z)^  puisse  V  être  pour  "^       • 

Nous  effectuerons  alors  le  développement  de  -_ jusqu'au  terme 

en  — —;  d'où  l'égalité 


zP+^- 


■i.i-J„        Z  2  17:  J,,       z-i 


(7) 


c„  ^      <^c„ 


^fûila.+'^  r /<'>"+'><<.-- y  R(.) 


Nous  supposons  d'ailleurs  que  5  =  0  n'est  pas  un  pôle  dey(^). 
Or  considérons  l'une  des  intégrales 

-U    f  ^^dz,      /<-</) -f  I. 

Elle  est  égale  à  la  somme  des  résidas  r/i  de  la  fonction  '^  f  ,  relatifs 
aux  pôles  de  /(^)  contenus  dans  le  contour  d  et  au  point  z  =  0; 
en  sorte  que  l'on  a 

-4-  r  ^  dz = — ^-/[^T^' + y  a-       ■   ■ 

Réunissant  ensemble   tous  les  résidus  relatifs  au  même  pôle, 
l'égalité  (7)  se  transforme  ainsi  dans  la  suivante 


—  ^[R(a?)— /'i— ^2^ 


[07 .  .  . —  Fp+iXP 

C,. 


^p+'    r  /(^)(,  +  s) 


«^  Je. 


c„  ^^^^ 


c/.s, 


d'où  l'on  conclut 


/(x)  =  /(o)+ ^/'(o)  +  ...+ -^-^/ÎS! 


^P+1     r  /(z)(i  +  e)^^ 
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En  passant  à  la  limite,  l'intégrale  qui  entre  dans  le  second 
membre  tend  nécessairement  vers  zéro,  et  l'on  a 

|/(^)=/(o)+^/'(o)-h...+  -^-£^/1{;î 

(8)      <  ^ 

j  — lim    >  [R(a7)— /'i  —  }\iX — .    . —  rp+xX:P\- 

'  "~°°    C„ 

7.  Un  cas  intéressant  à  considérer  est  celui  où  F(z),  désignant 
une  fonction  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  dont  les  ra- 
cines rangées  par  ordre  de  module  sont 

«1,       «21        •  •  •  1       Clriti        •  •  •  1 

on  pose 

'F'(z) 

/^^)-m' 
F'(^) 


avec  riivpothèse    „          -, r  <;  M,  sur  les  contours  successifs  C«. 

-^^  ¥{z)    \zP\  ^ 

Supposons,  en  outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  racines 
soient  simples  et  que  le  point  z  ■=^  o  n'en  fasse  pas  partie. 

f(z)  ■  ^  I        *  .  /"(  -3  ) 

Le  résidu  de  ;;  relatif  au  pôle  am  est ,  celui  de  '—^ 

est  -j-  et  l'on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (8), 


F{X)         ''  ,  y     .    '  1.2.../?'''"' 

lia"  xi' 


—  lim  2,  \  -2        •  •  ■         i>+\ 

c„. 

D'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et^,  et  en  posant  a/,  :=  — — y? 

lo"-  -~^  =  ao.27  +  — — -  + .  .  . -4-  -^ 

*  F(oj  2  />  H-  I 

~^  Zd  L     "  V  Clin  I        (hii        •i.yani)      '    '"       P  +  i\  a  m  /  J  ' 

et,  en  prenant  les  exponentielles, 

F(a')  =  F(o)e  2  /.  +  1    ll(i je"'-     2  V«,„/  /'  +  i  V"„./ 

Nous  obtenons  ainsi  la  décomposition  de  FÇx)  en  facteurs  pri- 
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maires  dans  le  cas  particulier  où  cette  fonction  satisfait  à  la  con- 
dition 

F'(^) 


F(z)zi' 


<M, 


sur  les  contours  C«,  et  cette  méthode  nous  donne  en  même  temps 
la  fonction  H(^)  dont  il  a  été  parlé  dans  le  Chapitre  précédent 
(§  34).  On  voit  que  l'on  obtient  ainsi  la  décomposition  de  la 
fonction  en  facteurs  primaires.  A  la  vérité,  nous  avons  dû  faire 
une  hypothèse  très  particulière  sur  F(.2;),  mais  nous  avons  l'avan- 
tage de  déterminer  le  facteur  exponentiel  qui  reste  inconnu  dans 
la  théorie  de  M.  Weierstrass. 

8.  Bornons-nous,  comme  application,  au  développement  de  la 
fonction  cot^.  Celte  fonction  a  une  infinité  de  pôles  simples,  don- 
nés par  la  formule 

z.  ^  nr^         (n  =  o,   ±1,  ±2,    ...) 

et  qui  sont  les  racines  de  sin:::.  On  va  prendre  comme  contour 
d'intégration  C„  un  carré  tel  que  BCB'C  i^fig-  aS)  dont  le  centre 


-211  A' 


Fig.  23. 

y 


0       +n:   A+2TI 


estàl'origine,  etdontles  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour  demi- 
longueur 


OA  =  /ni  H —  =  «rt, 

2 


de  telle  sorte  qu'aucun  pôle  ne  se  trouve  sur  ce  contour.  Cela 
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posé,  le  carré  du  module  de  cot:;  est 


(s  =  ^+  '>)• 


Sur  les  côtés  CB  et  C'B',  ou  a  cos2^  =  — i:  le  module  est  donc 
toujours  inférieur  à  U7i. 

Sur  les  côtés  BB'  et  C'C  ce  module  est  inférieur  à 


e2r+  e-2j_  2 


i-f-  e-2j|2 
I  —  e-2:>' 


Cette  expression  reste  finie,  lorsque  jk  augmente  indéfiniment. 

Donc  cot;:;  satisfait  bien  à  la  condition  que  nous  avons  imposée 
à/(^)  ;  son  module  reste  sur  le  contour  C^  moindre  qu'un  nombre 
fixe  M,  quelque  grand  que  soit  ji. 


Le  résidu  de 


COtJ 


pour  z-  =  iiTz  est 


j  et  par  suite  on  a 


(9) 


R(^) 


(n  =  o,  ±1,  ±2,   ...)• 


Or  la  série  \] est  divergente.  Nous  devons  donc  employer 

le  second  procédé  de  calcul,  et,  comme  le  point  ;;;  =  o  est  un  pôle 
simple,  nous  substituerons  à  la  fonction  cot^  la  fonction 

^(z)  =  cotz j 

qui  admet  les  mêmes  pôles,  sauf  ^  =  o.  Les  résidus  de  cette  fonc- 
tion sont  encore  donnés  par  la  formule  (9),  en  supprimant  ?i=i  o. 
Finalement,  en  appliquant  la  relation  (6),  on  trouve 


cota? 


Cn 


OU 


cota? 


Du  développement  précédent  on  peut  déduire  la  formule  de  dé- 
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composition  de  sin^c  en  facteurs  primaires.  On  a  en  eflPet 


-  _d 

CvtJu  Ju 


Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  dx,  et  inté- 
grant de  o  à  ^,  on  trouve 


,o,^^=2h(-^)-^J 


d'où 


sina?  =  X 


JJ.-     .--^  (.=±i,±.,    ...), 


et,   en  groupant  deux  à   deux  les  facteurs  correspondants  à  des 
valeurs  de  x  égales  et  de  signe  contraire, 


sin^  =  ^  I  I  (I 


Nous  avons  déjà  obtenu  cette  formule,  mais  affectée  d'un  fac- 
teur e"'^'  (Ghap.  V,  §  34)  qui  était  resté  indéterminé. 

II.  —  Méthode  de  Cauchy  pour  obtenir  la  série  de  Fourier 
et  des  séries  analogues. 

9.  Une  des  applications  les  plus  remarquables  que  Gaucby  ait 
faite  du  calcul  des  résidus  est  relative  à  certaines  séries  comprenant 
en  particulier  la  série  de  Fourier.  Nous  allons  traiter  avec  quelques 
détails  de  cette  belle  méthode  ('). 

Soit  S {  z)  une  fonction  analytique  ayant,  à  Tintérieur  d'un 
cercle  de  centre  G  et  de  rayon  /',  un  certain  nombre  de  pôles;  on 
aura 


(10) 


-1.  f£{z)dz^I.R, 

ITZlJ 


(')  On  trouvera  plusieurs  Mémoires  sur  ce  sujet  dans  le  tome  VII  (2^  série) 
des  OEuvres  complètes  de  Cauchy  ;  voir  particulièrement  :  Sur  les  résidus  des 
fonctions  exprimées  par  des  intégrales  définies  (p.  SgS).  Nous  avons  ctierclié  à 
combler  quelques  lacunes  dans  les  démonstrations  de  l'illustre  géomètre. 
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l'intégrale  étanL  prise  le  long  du  cercle  et  la  sommation  du  second 
membre  s'étendant  aux  résidus  R  des  pôles  situés  dans  le  cercle. 

En  posant 

z  =  /-e?', 

l'égalité  (lo)  s'écrit 

qui  peut  encore  prendre  la  forme 

■K  371 

ou,  eniin,  en  changeant  dans  la  seconde  intégrale  cp  en  cp  -f-  tï, 

-I 

-     /         -[£{reP)—£(—  re'r')]e¥  do  =  I,R. 

2 

Ceci  posé,  attribuons  à  /'  une  suite  de  valeurs  ;■,,  /'o,  •••,  /'«,  •••, 
augmentant  indéfiniment,  et  supposons  que,  n  augmentant  indé- 
finiment, le  produit 

(il)         -[£(z)—£(  —  z)]      ou      —e<?'[£{rne'?')—£(~rae'-{n] 

tende  uniformément  vers  une  limite  F  indépendante  de  o,  quand 

cet  argument  est  compris  entre et  -  ,  c'est-à-dire  quand  z 

augmente  indéfiniment,  sa  partie  réelle  n'étant  pas  négative.  On  en 
conclut 

(i2)  F  =  SR, 

le  second  membre  étant  une  sommation  indéfinie  étendue  aux  ré- 
sidus de  tous  les  pôles  de  la  fonction  '•S {z). 

On  pourra,  en  particulier,  appliquer  la  formule  (12),  si  le  pro- 
duit z -i^  [z)  tend  uniformément  vers  une  limite  fixe  F  indépen- 
dante de  cp  (variant  de  o  à  27:),  auquel  cas  l'expression  (i  i)  aura 
précisément  cette  valeur  F  comme  limite.  On  peut  aussi  supposer 
que  les  produits  z  S  [z)  et  ( — ^■)  ^  { — ^)  tendent  séparément  et 
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anifor  nié  ment  vers  deux  limites  différentes  quand  z  augmente 
indéfiniment,  sa  partie  réelle  n'étant  pas  négative. 

Enfin  la  formule  précédente  (12)  subsistera  si  l'on  fait  l'hy- 
pothèse que,  pour  un  nombre  limité  de  directions  cp^  de  es,  l'ex- 
pression (11)  n'a  pas  F  pour  limite,  pourvu  que  cette  expression 
reste  finie  dans  le  voisinage  de  cp^.  On  pourra  en  effet  isoler  un 
certain  nombre  d'intervalles  angulaires  (cco — s,  cpo+£)>  £  étant 
aussi  petit  que  l'on  voudra  :  la  part  de  ces  intervalles,  dans  l'inté- 
gration (10),  tendant  vers  zéro  avec  s,  la  formule  (12)  subsistera. 

10.  Appliquons  les  considérations  générales  qui  précèdent  au 
cas  où 


i(-)  = 


T.{Z) 


X  étant  un  paramètre  qui  va  être  supposé  réel;  les  fonctions  t|>,  71, 
y  sont  des  fonctions  holomorphes  de  z. 

S'il  existé  ici  une  limite  F,  celte  limite  dépendra  généralement 
de  x\  nous  la  désignerons  par  F(^),  et  la  formule  (12)  deviendra 
ici 

('3)  ^^•'')=2l'ii^-^^^'^^' 

la  sommation  dans  le  second  membre  étant  étendue  aux  racines  A 
de  l'équation 

■k{z)^  o.' 

C'est  de  la  formule  (i3)  que  Cauchj  a  déduit  divers  développe- 
ments intéressants,  en  particulier  le  développement  de  Fourier. 
Nous  allons  approfondir  les  conditions  dans  lesquelles  ces  déve- 
loppements sont  légitimes,  en  particularisant  la  fonction  y(^,  x). 

Nous  prenons  poury(5,  x)  la  fonction 

f{z,x)=   Ç   e-^^^-V-^  fiiJ.)  diL,        x>x^\ 

y'([j.)  désigne  une  fonction  de  [x  satisfaisant  aux  conditions  que 
nous  avons  appelées  conditions  de  Dirichlet  dans  l'étude  de  la 
série  de  Fourier  (t.  I,  p.  201). 
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Nous  devons  d'abord  étudier  l'expression  (i  1)  qui  devient  ici 

Il  faut  chercher  la  limite  de  cette  expression,  quand  z  augmente 
indéfiniment  de  telle  manière  que  sa  partie  réelle  ne  soit  pas 
négative  et  que  son  module  reste  dans  la  suite  r,,  /-o,  ...,  r„,  — 

Supposons  que  —, — ^  tende,  dans  ces  conditions,  vers  une  li- 

^   ^  *■  TC( Z)  ' 

mite  c,  à  l'exception  peut-être  seulement  de  certaines  directions  coq 

en  nombre  limité,  pour  lesquelles  d'ailleurs  le  quotient  précédent     ^ 

aura  un  module  inférieur  à  une  quantité  déterminée;  ce  que  nous 


suppose  pareillement  que 


exprimerons  en  disant  que  — — ^  a,  en  général^  c  pour  limite.  On 


jJi 1  gZiX—X^, 

7Z{Z) 


tend  en  général  vers  zéro. 


Remarquons  d'abord  que  le  produit 

z  I     e-^^V'-^»'>  f{\x)  dix 

reste  fini.  Il  suffit  évidemment  de  le  montrer  pour  l'intégrale 

e-=(!J--^o'/([j.)rf[ji., 


«^.r„ 


dans  laquelle  on  suppose  t  assez  petit  pour  c\\\e  f{\}.)  varie  dans  le 
même  sens,  par  exemple  en  décroissant,  de  ^0  à.roH-£.  Or,  en 
posant 

nous  avons  à  étudier  les  intégrales 

f  P/(li.)^i-i        et  /  (lf{ix)dix. 

Bornons-nous  à  la  première  ;  elle  peut  s'écrire,  d'après  le  second 
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théorème  de  la  moyenne  (t.  I,  p.  201  ) 
^  /(^o)  f^       Pdix     (o<r,<z). 

Oi^  l'intégrale  figurant  dans  ce  produit  est  la  partie  réelle  de 

f  ze-=(!J--^o' c/[jL  =:  1  —  e--1; 

elle  reste  donc  finie. 

Ces  diverses  hypothèses  faites,  nous  pouvons  trouver  la  limite 
de  l'expression  (i4)-  Le  premier  terme  de  cette  expression  peut 
s'écrire 


T.{z) 


gZix—Xi 


e-=(t^-^o)/([a)<i[jL; 


il  tendra  donc  vers  zéro.  Le  second  tend  vers 
—  -c\\mz(    e-"'-x-\>'^  f(ij.)  dix, 

'-.ro 

en  supposant  que  cette  dernière  limite  existe.  Nous  allons  voir 
qu'il  en  est  ainsi  et  qu'elle  se  réduit  précisément  k  f[x). 
11  est  évident  d'abord  que 


limz   f        e-2i'^-!J-)/((Jt.)  rf[jL  =  o         (£>o), 

quand  s  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  autre  direction  c{ue  Taxe 
des  y.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  étudier  l'intégrale 

-3   r    e-'^^-V-^  f{ix)  dix- 
^  x—z 

or  elle  peut  s'écrire 

J^x  ^x 

le  premier  terme  se  réduit  à 

/(a7)[i  — e--J. 
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Dans  le  second,  en  supposant  s  assez  petit,  la  différence 

variera  dans  le  même  sens,  puisque  la  fonction  n'a  pas  un  nombre 
infini  de  maxima  et  de  minima;  supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'elle  aille  en  décroissant  quand  [x  variera  de  ^  —  s  à  ^.  Si  nous 
posons 

Sg-:;U-jA)==  p  _,_  Qf^ 

l'intégrale  que  nous  discutons  ici  devient 

f     V{f{^^)-f{x)]d^  +  i  f     Q[/(!i.)-/(^)]<u, 
ou  bien,  d'après  le  second  théorème  de  la  moyenne, 

[f{x-z)-f{x)-\\  f^  Pdix  +  iJ^  qdJ, 

^  et  ^'  étant  compris  entre  x  —  £  et  ^.  Or  chacune  des  intégrales 
figurant  dans  la  parenthèse  a,  quel  que  soit  z,  une  valeur  finie  : 
ainsi  la  première  est  la  partie  réelle  de 


expression  finie,  quel  que  soit  z^  sa  partie  réelle  n'étant  pas  sup- 
posée négative. 

La  quantité  s  étant  aussi  petite  que  l'on  veut,  il  en  résulte 
que  le  second  membre  de  (i  5)  a  zéro  pour  limite  quand  z  augmente 
indéfiniment,  et  le  premier  a  f{x)  pour  limite,  si  toutefois  z  ne 
s'éloigne  pas  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  des  y.  Dans  ce 
dernier  cas,  on  ne  peut  pas  affirmer  que  l'expression 


=/ 


-V-^f{lx)di>. 


a  f{x)  pour  limite,  mais  seulement  qu'elle  reste  finie,  comme  on 
le  voit  par  un  calcul  analogue  où  l'on  applique  le  théorème  de  la 
moyenne. 

En  résumé,  la  fonction  F(^)  du  paragraphe  précédent  se  réduit 
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ici  à 

Les  directions  singulières  appelées  plus  haut  cço,  pour  lesquelles 

iln'japaslalimiteF,  sontici  —  -  et  H — ^  mais  nous  sommes  dans 

les  conditions  où  la  formule  (12)  n'en  sera  pas  moins  applicable, 
comme  il  résulte  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  §  9. 
Nous  avons  donc  la  formule 

la  sommation  dans  le  second  membre  étant  étendue  aux  racines  ). 
de  l'équation  7^(1)  =  o. 

Si  la  fonction  f{x)  n'était  pas  continue  pour  la  valeur  consi- 
dérée de  ^,  mais  éprouvait,  en  passant  par  cette  valeur,  un  saut 
brusque  fini,  il  j  aurait  simplement  à  remplacer  dans  la  conclu- 
sion précédente  —  |  cf{x)  par 

—    -c/(a7  —  7]), 

f{x  —  'f\)  désignant  la  limite  des  valeurs  que  prend  la  fonction 
quand  la  variable  tend  vers  x  en  lui  étant  inférieure;  c'est  d'ail- 
leurs la  notation  dont  nous  nous  sommes  servi  jadis  dans  la  théorie 
des  séries  trigonométriques. 

11.  La  formule  précédente  ne  conduit  pas  à  un  développement 
simple,  les  termes  étant  des  fonctions  compliquées  de  x.  Nous 
allons  établir  une  seconde  formule,  qui,  jointe  à  la  précédente, 
nous  donnera  un  développement  remarquable. 

Dans  la  formule  du  paragraphe  (10),  posons 


£{z) 
Nous  supposons  que  ^^^^^  tend,  en  général,  vers  une  limite  C, 


et  soit 

_._    X(z)f{z,.T) 
7Z{Z) 
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z  augmentant  toujours  incléfîniraent  dans  les  mêmes  conditions. 
De  plus,  nous  admettons  que 


qZ'.Xj—x) 


tend,  en  général,  vers  zéro.  Ces  deux  hypothèses  sont  parallèles  à 
celles  c[ue  nous  avons  faites  au  paragraphe  (10).  On  établira  en- 
core, par  des  raisonnements  entièrement  analogues  à  ceux  qui  ont 
été  employés  plus  haut,  que  ' 

f       e-:;te,-|x)/([jL)f/|jL 
reste  fini  et  que 

X 

tend  vers /(.a;),  et  l'on  arrive  alors  à  la  formule 

qui  présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  formule  (a). 

Dans  le  cas  où  x  serait  un  point  de  discontinuité,  on  aurait  à 

remplacer -/(^)  par 


12.   Des  formules  (a)  et  ([^)  nous  allons  déduire  un  nouveau 
développement.  Supposons  que 

on  aura  nécessairement  alors 

Iim  ^--—  =  1  ; 

Tliz) 

en  effet 

lim-î— ^  =0, 

comme  il  résulte  de  l'hjpolhèse 

hm  l-^e:(^--^o'  =  o. 
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Ainsi  la  quantité  désignée  par  C  doit  être  égale  à  l'unité.  On 
voit  de  la  même  manière  que  c  =  i. 

Nous  avons  donc,  en  supposant  x  compris  entre  Xq  et  X|,  les 
deux  formules 

-./(""^^^i^^  f^^^'^'^-^'f d"-^ '^l'- 
Or 

X(X)  +  ^(X)  =  o; 

nous  aurons,  par  suite,  en  retranchant, 

(Y)  fi^)=-^P^^ey-j''\-->^\>-f(lJ.)diJ.         [7r(X)  =  o], 

développement  remarquable  dont  les  termes  sont  des  exponen- 
tielles. Cette  formule  ne  sera  évidemment  légitime  que  si  les  di- 
verses hypothèses  faites  sur  les  fonctions  <|^(s)  et  r^{z)  sont  vé- 
rifiées. 

13.   Un  exemple  très  intéressant  est  obtenu  en  faisant 

r,{z)  =  e<^-  —  i,         ^{z)=  —  i         (a>o). 
Les  racines  de  l'équation 


sont  données  par 

0.  k  TT  i 


{k  entier  positif  où  négatif). 


La  succession  des  rayons  /'),  ro,  •  •  .,  Oo  -  •  •  sera  obtenue  en 

faisant 

{■>.n-+-^)7z 
''11= Wi>o), 

de  telle  sorte  que  les  circonférences  successives  ne  passeront  pas 
par  les  pôles. 

Nous  devons  d'abord  constater  crue  -4 — —.  a  «^l'ie  limite,  qui,  si 

'        •;t(  —  z)  1    \      ^ 
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elle  existe,  doit  être  égale  à  l'unité.  Or 


T.i-Z) 

Par  suite,  en  général, 

Si  ;:  est  sur  l'axe  des  quantités  imaginaires,  le  quotient  Z  ' 

qui  est  infini  pour  les  pôles  z  ^  —       ?  reste,  au  contraire,  fini  et 

,      1  ,    .                j          j              ,       1            1            (  2  rt  -h  I  )  ir  t 
égal  a  ^,  auand  on  donne  a  z  les  valeurs 

Il  faut  ensuite  montrer  crue  ^^^-^  e^^-'^~^«'>  a  zéro  pour  limite.  Or 
cette  expression  se  réduit  à 


Si  donc  X  <^Xo-'r  ^^:  ce  quotient  tend  £n  général  vers  zéro;  il 
reste  fini  pour  la  direction  singulière  de  l'axe  des  quantités  com- 
plexes, le  point  z  restant,  bien  entendu,  sur  les  circonférences  de 
rayon  r,i. 

Tl  faut  encore  vérifier  les  conditions  relatives  à  la  fonction  '/(^). 
Celle-ci  est  définie  par  l'égalité 


et,  par  suite, 
Nous  aurons 


^( 

^)  +  X(^)  = 

^{^) 

yJ-)  = 

--  e"- 

ï.( 

s) 

gaz 

-  = 

I 

7r( 

(>az__  , 

i  —  e- 

-az 

Sa  limite  sera  donc  un  en  général.  De  plus 

gzix^—x) 


et  sa  limite  sera  en  général  zéro  si 

xi  —  X  —  a  <C  o 


et,  pour  la  direction  de  l'axe  des  quantités  complexes,  l'une  et 
l'autre  expressions  précédentes  resteront  finies. 


APPLICATIONS   DES    THÉORÈMES    DE    CAUCHY.  177 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  formule  (y)  qui  devient  ici 

SOUS  la  condition  que 

Xi  —  a  <,x  <CceQ-{-  a. 

Prenons,  en  particulier, 

Xq  =0,         a?i  =  a. 
Nous  aurons,  pour  x  compris  entre  o  et  a, 

^\^'"  2 /r 71  i .r        _  a         2 /.■  TT  i  (J. 

En  réunissant  les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de  A'  égales 
et  de  signes  contraires,  on  obtient  le  développement 

A-==o 

(i6)     /(^)=^y  /([^)  ^1^  +  21/    cos^(a;-[x)/([a)f/[a, 

A"=:l 

c'est-à-dire  le  développement  en  série  de  Fourier. 

Dans  le  cas  où,  pour  la  valeur  considérée  de  ^,  la  fonction /(^) 
serait  discontinue,  il  suffit  de  se  reporter  aux  deux  développements 
d'où  nous  avons  tiré  la  formule  précédente  pour  voir  que  f{x) 
devra  être  remplacé  par 

/(.r  + 7))  -4-/(37  — 7)) 
2 

Remarquons  encore  que  la  série  de  Fourier  est  démontrée,  par  la 
méthode  précédente,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  o 
et  a,  mais  à  l'exclusion  de  ces  valeurs.  On  peut  trouver  facile- 
ment la  valeur  de  la  série  pour  x  =^  o  el  x  =  a.  Considérons  la 
série  (i6)  comme  définissant  une  fonction  de  ^;  ce  sera  donc,  si 
l'on  veut,  notre  fonction  primitive  /(^),  prolongée  en  dehors  de 
l'intervalle  (o,  a)  d'une  manière  périodique.  Appelons  o{x)  la 
fonction  représentée  par  la  série  :  c'est  une  fonction  ayant  a  pour 

P.  —    II.  12 
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période.  Pour  x  =  o  ei  x  =  a,  elle  n'a  pour  nous  aucun  sens; 
mais,  d'après  la  définition  même  de  cp,  on  a 

?(-^)^/(«)'        ?(+^)=/(o)- 
Ceci  posé,  développons  ^{cc)  en  série  de  Fourier,  dans  l'inter- 
valle (  —  -5  +  -j'y  on  aui"a 

(i7)cp(a^)  =  -    /       \([x)^ia+  V  ^    /        cos^(a7— I-^)cp(,a)o^[J.. 
--2  /'■  =  !  -"i 

Mais  la  fonction  cp,  dans  l'intervalle  de ^  à  o,  est  égale  à  la  fonc- 
tion /  dans  l'intervalle  de  -  à  a;  il  en  résulte  c[ue  le  développe- 
ment (17)  est  identique,  terme  à  terme,  au  développement  (16). 
Donc  la  série  (16),  pour  ^  =  0,  aura  la  même  valeur  que  la 
série  (17);  or  la  valeur  de  cette  dernière  série  est  égale  à 

cp(--0  +  cp(+-^)  ^^         /(a)+/(o) . 


la  valeur  de  la  série   (16)  pour  ^  =  o  et  pour  x  :=  a  est  donc 
donnée  par  la  demi-somme  précédente. 

14.  Prenons,  comme  second  exemple, 

71(2)  =  ^(e«--H  e-«-)  -H  A(e«-—  e-«-)        {a  >  0,  A  >  o), 

Nous   allons  choisir,  comme  succession  des  rayons  /',,   /"o,  ..., 

UT. 

a 
On  aura 

'7r(— 3)  ~  e-''-(— S-+- A)  +  e+^-(— -  — /i)' 


par  suite,  en  général, 


7r(— ^) 
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D'autre  part 

7:  (5)  °       e«-(z  + A) +  e-«-(s  — A)' 

qui  tend  vers  zéro,  si  ^  <<  .a^o  +  2 a. 

On  vérifiera  de  même  que  les  conditions  requises  sont  remplies 
pour  la  fonction  %{-■)•  On  a 


z(x^—x)  = 


Tzi  —  z)  e-«-(  — ^ -h  A)  —  (^-1- A)e«-' 

la  limite  sera  zéro  si 

Xi  —  X  —  2a<o         ou         X  ^  Xi — Q.a. 

Ceci  posé,  nous  avons  à  étudier  l'équation  7r(^)^  o.  11  est  d'a- 
bord manifeste  que  cette  équation  ne  peut  avoir  des  racines  réelles, 
sauf  z-  =  o,  car 

2(e«=+e-«~)        et        e«c_g-a; 

sont  de  mêmes  signes  quand  z  est  réel,  et  d'autre  part  h  est  po- 
sitif. 

Je  dis  que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  de  la  forme  ^^)u', 
X  étant  réel. 

Pour  le  voir  posons  dans  cette  équation,  az=^  x -\-  iy.  En  sé- 
parant les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  on  obtient  les 
deux  équations 


/>:a?(e^+  e-^)  +  (e-^—  e-^)(i  —  A-jk  tangj)=  o 


^y  \    _.    i       ^"  =  ;7Â>« 


I 


gX  ^  g—X  gX g—x  . 

Pour  œ  ^  o,  les  rapports  kx  — -,  kx  —- sont  positifs  : 

/  I  J    X  gX  ,    g  —  X  gX  .   I    .    g  —  X  I- 

k  y  •  -i        •  •  ' 

par  suite /:jK  tan g^  et — - — seraient  de  signes  contraires,  ce  qui 

est  impossible.  11  faut  donc  faire  x  =  05  la  première  équation  est 
alors  satisfaite  quel  que  soitj^,  et  la  seconde  se  réduit  à  l'équation 

A-jK-+-tangjK  =  o. 

11  est  d'ailleurs  très  aisé  de  montrer  que  cette  équation  a  une 
infinité  de  racines  réelles.  11  suffît  pour  cela  de  construire  les  deux 
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courbes 

^  =  tangjK,         x^  —  ky, 

et  l'on  voit  de  suite  qu'elles  ont  une  infinité  de  points  de  rencontre. 
En  définitive,  l'équation 'n:(:;)^  o  a  une  infinité  de  racines  de 
la  forme  z  =  \i,  \  étant  réel;  en  faisant  cette  substitution,  l'équa- 
tion devient 

(i8)  X  cos(aX) -1- /i  sin((7X)  =  o. 

On  a 

.        .        .       ^  ^       sinaaX  —  o.a\ 

T.'(ki)=i\(\-\-  ah  )cos  a  k  —  la  sinak\=  -. ^ , 

^      '         '  '  -"  sinaÀ 

d'où,  par  suite,  le  développement 

''^    '     ^smaaX  — aaX  / 

la  sommation  étant  étendue  aux  racines  de  l'équation  (i8). 

En  groupant  les  valeurs  de  ).  égales  et  de  signe  contraire,  il  vient 

la  sommation  s'étendant  seulement  aux  valeurs  positives  de  \.  Si, 
en  particulier,  on  prend  X(^=.  —  a,  ^,  =  +  rt,  on  aura  le  déve- 
loppement d'une  fonction  /(^)  définie  entre  —  a  et  +  a. 

13.  11  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'indiquer  dans  quel  problème 
Fourier  a  rencontré  pour  la  première  fois  le  développement  pré- 
cédent, mais  sans  traiter  rigoureusement  de  sa  convergence, 
comme  permet  de  le  faire  la  méthode  de  Cauchy.  Partons  de  ce 
résultat  fondamental,  dû  à  l'illustre  auteur,  que,  dans  un  corps 
isotrope,  l'équation  à  laquelle  satisfait  la  température  V  d'un 
point  est 

k  étant  une  constante.  Supposons  que  l'on  ait  un  solide  terminé 
par  une  surface  S;  on  donne  l'état  calorifique  initial  du  solide 


v^  iX 
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pour  t=  G,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fonction  V(^,  y,  z,  t) 
pour  ^  =  0.  De  plus,  nous  avons  une  condition  à  la  surface,  en 
écrivant  que  la  loi  de  la  déperdition  à  la  surface  est  la  loi  de 
Nevs^ton  ;  si  l'on  suppose  que  le  milieu  ambiant  soit  à  la  température 
zéro,  cette  condition,  qui  doit  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  t, 

peut  s'écrire 

dW 

^-i-AV  =  o        (A>o), 

an 

-j-  désignant  la  dérivée  de  V  dans  le  sens  de  la  normale  extérieure 

à  la  surface  S  (').  Prenons  maintenant  le  cas  particulier  d'une 
sphère  de  rajon  R,  ayant  son  centre  à  l'origine,  et  supposons  que 
la  température  soit  fonction  seulement  de  t  et  de  r 

('■=\/^'  + 7' +  -"')• 
L'équation  (19)  se  réduit  alors  à 

et  la  condition  à  la  surface  devient 

(21)  — -i-AV  =  o         (pour/'  =  R), 

et  cela  quel  que  soit  t.  Nous  avons,  d'autre  part,  pour  ^=;o,  la 
donnée 

(22)  V  =  F(r) 

relative  à  l'état  initial;  F(r)  est  une  fonction  arbitrairement 
donnée  de  r  =  o  à  7'  =  R. 

L'équation  (20)  se  simplifie  immédiatement,  si  l'on  pose 

J  =  V/-; 

on  a  alors,  pour  j^,  l'équation 

dt  dr'-  ' 


(')   Voir  FouRiER,  Théorie  analytique  de  la  chaleur  {OEuvres  de  Fourier, 
publiées  par  les  soins  de  M.  G.  Darboux). 
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Fourier  commence  par  chercher  ce  qu'il  appelle  une  solution 
simple  de  celte  équation.  En  posant 

y  =  e"'^u, 
a  étant  une  fonction  de  /',  l'équation  devient 

m  u  =  k  —, 

dr- 

En  posant  alors  i7i  =  —  An-,  n  étant  une  constante  arbitraire, 
on  obtient  la  solution 

y  =  e- ''■«■'(  A  cos nr-{-  B  sinnr) 
et,  par  suite, 


-Kn''t 


V  =  (  A  cos  nr  +  B  sin  7?./'  ). 

Gomme  nous  voulons  avoir  une  solution  restant  finie  à  l'intérieur 
de  la  sphère,  nous  devons  prendre  seulement  la  solution 


La  constante  n  jusqu'ici  est  arbitraire,  mais  si  nous  voulons  que 
cette  solution  particulière  satisfasse  à  l'écjuation  à  la  surface,  nous 
aurons 

nr  cos  nr -\- { Iir  —  i)sin/ir  =  o,         pour     ;■  =  R, 
ou 

Rai 


(23)  tang/zR 


AH  — I 


Nous  allons  supposer,  pour  ne  pas  avoir  <à  sortir  du  cas  examiné 
plus  haut,  que  hK  —  i  est  positif;  /zR  satisfait  à  une  équation 
transcendante  de  la  nature  de  celle  que  nous  avons  étudiée.  Soient 
/11,  /Zo,  ...  les  valeurs  de  Ji  en  nombre  infini  satisfaisant  à  cette 
condition,  la  série 

,  o  ,  sin  n,r        ,         ,  »    sin  no'' 

A 1  e-/'«î  ' ^  -4-  A2  e-/'"5  ' J—  -f- . . . , 

si  elle  est  convergente,  satisfera  à  l'équation  (20)  et  à  la  condition 
limite  (21).  On  voit  quel  problème  fort  intéi^essanl  se  pose  alors  : 
peut-on   déterminer  les  coefficients  A,  de  façon  que  la  série 


APPLICATIONS   DES    THÉORÈMES   DE    CAUCHY.  l83 

converge  et  représente  F(;')  pour  t  =  o,  c'est-à-dire  soit  telle  que 

(24)  rF{r)=  Aisinriir  -{-  A^sin/i^r  -+-. . . . 

Il  s'agit  donc  du  développement  d'une  fonction  détinie  entre 
o  et  R  en  une  série  procédant  suivant  des  sinus  dont  les  argu- 
ments sont  de  la  forme  nx,  les  n  étant  racines  d'une  équation 
transcendante.  Or,  si  nous  considérons  une  fonction  co(r)  définie 
de  —  R  à  4-  R,  égale  à  rF(i^)  de  o  à  R  et  prenant  de  o  à  —  R  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  on  peut  développer  ©(/•),  en 
série  de  la  forme  (paragraphe  précédent) 


2RX 


y-»-r  M\ 


la  sommation  étant  étendue  aux  racines  positives  de  l'équation 

tangKA  -1-  —  =  o, 
ri 

équation  qui  coïncidera  avec  (aS)  si  l'on  pose  77  =  -j-^ 

D'ailleurs,  d'après  la  définition  même  de  ^{r),  le  développe- 
ment de  cette  fonction  ne  renfermera  que  des  termes  en  sinus,  les 
termes  en  cosinus  ajant  des  coefficients  nuls.  Nous  obtiendrons 
donc  ainsi  le  développement  (24)  dont  nous  avons  besoin,  et  la  so- 
lution du  problème  est  donnée  par  la  formule 

T7/        N        .     sinriir       ,   =,       ,    sin/i^r       ... 

\(r,  t)  =  Ai  ■ —  e-A«î«_^A2 —€-'"''-'-+-..., 

r  r 

les  n  étant  les  racines  positives  de  l'équation  (28). 


III.  —  Nombre  des  racines  d'une  équation  contenues 
dans  un  contour.  Théorie  des  indices. 

16.  Nous  ferons  encore  une  application  du  théorème  des  ré- 
sidus en  recherchant  le  nombre  des  racines  d'une  équation 
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contenues  dans  un  contour  C,  à  l'intérieur  duquel  f{^)  est  une 
fonction  holomorphe. 

Considérons,  en  effet,  l'intégrale 


Les  pôles  de  la  fonction 


Je   J\-) 


fjz) 

sont  les  racines  de  la  fonction  f{z).  Or,  si  a  désigne  une  racine 
d'ordre  m^  on  aura 

f{z)^{z-aY^o{z)         [cp(a)^o], 
donc 

f{z)        z-a'^o(z)- 

le  résidu  correspondant  est  donc  égal  à  ?n.  Par  suite,  en  désignant 
par  N  le  nombre  des  racines  de  l'équation  contenues  dans  C, 
comptées  avec  leur  degré  de  multiplicité,  il  vient 


2TCf  Je    /(^) 


17.   On  peut  donner  une  autre  forme   au  résultat  précédent; 
l'intégrale  précédente  est  égale  à  la  variation  de 

log/(s), 

quand  jz  décrit  le  contour.  Or 

log/(^)=  Log[mod/(z)]-i-  iav^fiz),  ^ 

et  Log[mod/(^)],  qui  est  un  logarithme  arithmétique,  reprend  la 
même  valeur  quand  z  revient  au  point  de  départ.  La  variation  de 
log/(;:)  est  donc  égale  à  la  variation  de  son  argument  multiplié 
par  i.  La  variation  de  arg/(::)  sera  de  la  forme 

2  7171, 

n  étant  un  entier,  et  l'on  aura 

N  =  n. 
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18.  Prenons,  comme  application,  le  cas  d'un  poljnôme/(^)  de 
degré  m.  Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  (Cliap.  V,  §  15)  que, 
à  l'extérieur  d'un  cercle  d'un  rajon  suffisamment  grand,  on  a  le 
développement 

/(^)  z    -^  z-^  -"•••' 

cette  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  -• 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  A,  =  m,  comme  on  le  voit  en  multipliant 
par^  les  deux  membres  de  cette  identité  et  faisant  ^  ^  ce. 


Le  calcul  de  l'intégrale 


X 


le  long  d'un  cercle  C  de  très  grand  rayon,  est  maintenant  immé- 
diat; on  aura 

Je  /(-")  Je   ^ 

puisque 

r$=o  ip>i). 

•' c  *■■ 

On  en  conclut  donc 

N  =  m, 

c'est-à-dire  qu^ un  polynôme  de  degré  m  a  m  racines. 

19.  Considérons  particulièrement,  avec  Cauchj,  le  cas  où  le 
contour  C,  à  l'intérieur  duquel  on  veut  calculer  le  nombre  des  ra- 
cines de  l'équation 

/(-s)  =  o, 

f{z)  étant  un  polynôme,  serait  formé  de  segments  de  courbes  uni- 
cursales.  On  peut  alors,  par  un  calcul  régulier,  trouver  le  nombre 
des  racines,  et  Cauchy  a  donné  à  ce  sujet  des  développements  ex- 
trêmement intéressants.  Soit  un  segment  F  de  courbe  unicursale 
obtenu  en  faisant  varier  le  paramètre  ?,  dont  dépendent  rationnel- 
lement .r  e\.  y,  depuis  t=z  a  jusqu'à  i=6  (ckC.^)-)  ^^  ^i  pour 
cet  arc, 

Jr  f'(i'\  (  l*^          /'''  F'(  f)  dt 
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en  posant 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  en  t  faciles  à  former. 

L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  doit  être   cal- 
culée 5  c'est  elle  qui  nous  intéresse. 
L'intégrale  indéfinie  est 

arc  tangF(^). 

On  peut  partir  d'une  détermination  quelconque  de  cet  arc  tan  g 
pour  t  ■=  a,  et  il  faut  suivre  d'une  manière  continue  [voir  t.  I, 
p.  9)  la  détermination  choisie  depuis  la  valeur  initiale  t=^a 
jusqu'à  la  valeur  finale  t=^  b. 

On  remarquera  d'abord  que  l'intégrale 


¥'{t)dt 
n-F2(ï) 


a  un  sens  déterminé  même  quand  F(^)  devient  infinie.  Supposons 
en  effet  P  et  Q  premiers  entre  eux;  l'intégrale  pouvant  s'écrire 


X 


PQ'-P'Q^^^ 


P2  ^-  Q2 

sera  finie  pour  toute  racine  t  du  polynôme  P. 

Ceci  posé,  en  désignant  par  arc  tangF(a)  l'arc  ayant  F(<2)  pour 
tangente  et  compris  entre et  H — ?  on  aura,  sans  ambiguïté, 

'  F'(t)dt 


I. 


FHt) 


=  arc  tangF(^)  —  arc  tangF(a), 


tant  que  i  en  variant  d'une  manière  continue  ne  passe  pas  par  une 
valeur  rendant  F  infinie.  Dans  cette  formule  arc  tangF(i)  repré- 
sente toujours  l'arc  compris  entre et  H — •  Mais  supposons 

que  t  en  croissant  d'une  manière  continue  passe  par  une  valeur  i, 
rendant  infinie  la  fonction  rationnelle  F.  Si  F(«)  passe  de  -|- 00  à 
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—  GO,  on  pourra  éciure  pour  t  un  peu  supérieur  à  t^ 

•'  F'{t)dt 


I 


arc  tangF(?)  —  arc  tangF(a)  -1-  tt, 


F^(0 

arctangF(i)  étant  toujours  l'arc  compris  entre ^  et  4-  -•  En 

effet,  une  fois  que  t  a  dépassé  ^i,  c'est 

arc  tangFCi')  +  TT 

que  l'on  doit  prendre  pour  suivre  l'arc  choisi  d'une  manière  con- 
tinue. Si,  au  contraire,  la  fonction  F  (i)  avait  passé  de  —  ce  à  -+-00, 
on  aurait  eu,  après  i  =  ^,, 


/ 


'  V'{t)  dt  _,  .  _,,    , 

arc  tangr  {t)  —  arc  tangr  (a)  —  tt. 


FHO 
Lorsque  t  varie  de  a  à  6,  on  aura  donc 


/ 


^  ¥'{t)dt  ^,    ^  „,,, 
=r-7— 7  =  arc  tangF(a)  —  arc  tangJb  (o)  -(-  «tt, 

I-+-F2(i!)  b       \      J  t>       \      J  ) 


Jes  arc  tan  S'  étant  touiours    compris    entre et  H —  ei  11  de- 

D  J  I  2  2 

signant  l'excès  du  nombre  de  fois  pour  lesquelles  F(^)  a  passé  de 
H-  <X)  à  —  00  sur  celui  pour  lesquelles  cette  fonction  a  passé  de 
—  00  à  H-  GO  quand  t  varie  de  a  à  b.  Caucliy  a  appelé  ce  nombre 
indice  de  la  fonction  entre  a  et  b;  nous  poserons 

20.  Montrons  maintenant,  en  suivant  toujours  Gauchy,  com- 
ment on  peut  trouver  par  un  calcul  régulier  l'indice  d'une  frac- 
tion rationnelle  entre  deux  limites  a  et  b. 

Une  première  remarque  sera  très  utile  dans  cette  recherche; 
elle  a  pour  objet  de  chercher  une  relation  entre 


l2tF(0]        et        «(îrf^)): 


on  a 


f   TT^)  =  ^'■'^  tangF(o)  -  arc  tangF(6)  +  ^]'>[F{t)], 
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et,  en  changeant  F(ï)  en  p-r-.  j 

r''  F'(t)dt  .  I        T6  r  ï  1 

par  suite,  en  additionnant, 

o  =  arc  tangF(a)  -+-  arc  tang 


-  arc  tangF(6)  -  arc  tang  ^^  -^  r,  j  Ifj[F(0]  -  I«  [p^fj 
[1  en  résulte  que,  si  F(rt)  et  F(^)  sont  de  même  signe. 

Si  F(rt)  >■  o,  F(6)  <;  o,  on  aura 

Si  F(rt)  <^  o,  F(^)  >  o,  on  a,  au  contraire, 


I^(F)+IfUp 


Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  ce  que 


arc  tanga?  -i-  arc  tang  -  =±  -  ■, 


suivant  que  x  est  positif  ou  négatif. 

Nous  posons  donc 

I^(F)  +  I^(^)=s, 

et  l'on  a 

£  =  o      pour  F(«)  F(6)  >  O, 

£  =  -4-1      »      F(«)<G,  F(^*)  >  o, 
£=  — I      ),      F(a)>o,  F(b)<o. 

Faisons  encore  la  remarque  évidente  que  deux  fonctions  ra- 
tionnelles, dont  la  différence  est  un  polynôme,  ont  même  indice. 
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et  que  deux  fonctions  égales  et  de  signes  contraires  ont  des  indices 
égaux  et  de  signes  contraires. 
Ceci  posé,  soit 

F(0=  y; 

V  et  V,  étant  deux  polynômes  premiers  entre  eux,  on  peut  sup- 
poser que  le  degré  de  V  est  supérieur  au  degré  de  V).  Effec- 
tuons sur  V  et  Vi  les  opérations  que  l'on  fait  sur  le  polynôme  et 
sa  dérivée  dans  l'application  du  théorème  de  Sturm  ;  soit  donc 

V       =ViQ.-V„ 
Vj     =V,Q2-V3, 


V„-i=V„Q„; 
on  aura,  en  supprimant  les  indices  a  et  6, 


ul^^i'"' 


'■y. 


Vi/  VV 


(v^)=°' 


D'autre  part. 


I  (  ^ 


l(I^      +I^'^ 


I  i^)  -^i^^" 


y  a  j      \yn 

les  î  étant  égaux  à  o,  -h  i,  —  i  et  étant  déterminés  d'après  la  règle 
indiquée  plus  haut. 

En  additionnant  ces  égalités  et  tenant  compte  des  précédentes, 
il  vient 
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Le  calcul  de  V indice  de  kt  fraction  -—  peut  donc  être  com- 
plètement effectué  par  de  simples  opérations  algébriciues. 

Nous   pouvons   trouver  racilenieot,    d'après  ce  qui  précède,  le 
nombre  des  racines  de  l'équation  algébrique 

dans  un  contour  formé  de  segments  de  courbes  unicursales;  il 
suffira  de  calculer  l'indice  d'une  fonction  rationnelle  convenable 
pour  chacun  de  ces  segments.  D'après  la  formule 


/(^)  ' 


et  en  se  reportant  à  la  formule  (aS),    on   voit    que  le   nombre 
cherché  sera  égal  à  la  demi-somme  de  ces  indices. 

On  peut,  dans  beaucoup  d'autres  cas,  trouver  par  un  calcul  ré- 
gulier le  nombre  des  racines  de  l'équation  f{z)  =  o,  contenues 
dans  un  contour:  c'est  un  sujet  sur  lequel  nous  reviendrons  au 
Chapitre  suivant. 

21.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre  en  démontrant  le  théo- 
rème fondamental  relatif  à  la  continuité  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique,  (jauchj  énonce  ce  théorème  de  la  manière 
suivante.  Soit 

(26)  '  f{x,y)  =  o 

une  équation  algébrique  avec  les  deux  variables  x  et  j-.  Si,  pour 
^  =  o,  l'équation 

f(o,  y)  =  o 

a p  racines  nulles,  Vécjuation  (26)  aura,  pour  x  voisin  de  zéro, 
p  racines  et  p  seulement  voisines  de  zéro. 

La  démonstration  précisera  complètement  ce  qui  reste  d'un  peu 
vague  dans  cet  énoncé.  Ecrivons  le  polynôme  f{^iy)  sous  la 
forme 

J{x,  y)  -  Ao+AijK-1-...H- A/;7/'  +  ...4-A,„7'»; 
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les  A  sont  des  polynômes  en  x^  et  l'on  a 
(27)  Ao=  Ai  =  . .  .  =  Ap_i  — o         pour        x  =  o, 

tandis  que  A^  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  o. 
On  peut  écrire 

en  posant 

= -T— r  +  •  •  •  +  ^-7'"-'% 

y    _      J_       Ao_         ,  _U    i.      ^"-<     . 


Décrivons  autour  de  ^  ^  o,jk  =  o  comme  centres,  dans  les  plans 
respectifs  des  variables  x  et  y,  deux  circonférences  C  et  F  de 
rayon  r  et  p.  On  peut  prendre  /•  et  p  suffisamment  petits  pour  que 
les  deux  conditions  suivantes  soient  vérifiées. 

On  veut  d'abord  que,  les  points  ^  et  jk  étant  quelconques  à 
l'intérieur  des  deux  cercles  précédents,  on  ait 

|U|<i. 

En  second  lieu,  on  veut  que,  y  étant  sur  la  circonférence  F, 
et  X  quelconque  à  l'intérieur  du  cercle  C,  on  ait 

Pour  la  première  condition,  aucune  explication  n'est  nécessaire. 
Pour  la  seconde,  il  suffit  de  remarquer  que 


'       0''    A,, 


et,  d'après  les  équations  (27),  si  /-  est  assez  petit,  il  est  clair  que 

Ceci  posé,  nous  pouvons  aisément  trouver  le  nombre  des  racines 
de  l'équation  enjK 

contenues  dans  le  cercle  F,  x  étant  un  point  quelconque  à  l'inté- 
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xùcur  de  C.  Le  nombre  de  ces  racines  est  en  effet  égal  au  quotient 
par  2  7t  de  la  variation  de  l'argument  de 

quandjK  parcourt  la  circonférence  T.  Or,  puisque  |  U  [  <<  4,  |  V  |  <^  |, 

H-U-+-V 


l'argument  de 


redevient  le  même  quand  y  revient  au  point  de  départ.  L'argu- 
ment àe yP  a  augmenté  de  2pTz',  par  suite,  le  nombre  des  racines 
que  nous  cherchons  est  égal  à  p.  C'est  dans  ce  résultat  fonda- 
mental que  consiste  le  théorème  de  la  continuité  des  racines  d'une 
équation  algébrique.  Nous  verrons  bientôt  comment  ce  théorème 
peut  s'étendre  à  une  îoucûon  f{ x ^  y)  holomorphe  par  rapport  à  x 
et  ky. 
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NOMBRE  DE  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES. 


1 .   La  recherche  du  nombre  des  racines  de  l'équation 

F(^)=o, 

contenues  dans  un  contour  C,  revient  à  chercher  le  nombre  des 
racines  des  deux  équations 

(    f{x,  r)=  o     1 
(0  [F(5)  =  /(^,7)+.cf(^,y)], 

(  <p(a7,  jk)  =  o     ) 

contenues  dans  G.  Dans  ce  cas  les  fonctions  réelles  f  et  cp  ne  sont 
pas  arbitraires  (t.  I,  p.  86).  Nous  allons  nous  poser  maintenant 
le  problème  dans  toute  sa  généralité.  En  ne  faisant  aucune  hypo- 
thèse sur  les  fonctions  y  et  cp,  que  nous  supposons  seulement  con- 
tinues dans  C,  nous  nous  proposons  de  trouver  le  nombre  des 
racines  communes  à  ces  deux  équations  contenues  dans  un  contour. 

Nous  allons  avoir  à  reprendre  une  intégrale  déjà  étudiée  dans 
le  Tome  ï  :  c'est  l'intégrale  de  M.Kronecker(t.I,  p.  laS).  Dans  cette 
étude,  nous  avons  posé  a  priori  une  certaine  intégrale  ;  il  est  in- 
téressant de  montrer  comment  on  peut  j  être  conduit  :  c'est  par 
quoi  nous  allons  commencer. 

La  formule  de  M.  Kronecker  se  déduit  immédiatement  d'une 
propriété  élémentaire  des  fonctions  V,  continues  dans  un  certain 
domaine  et  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace -,  nous  la  présente- 
rons de  la  manière  suivante. 

Si  la  fonction  V(X,  Y,  Z)  est  uniforme  et  continue  dans  un 
P.  —  II.  i3 
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espace  limité  par  une  surface  S  et  satisfait  à  l'équation 


c)2V       d^       d^_Y  _ 


on  a 


l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S. 
Appliquons  cette  formule  à  la  fonction 

V=-  (/■  =  v/X2+ Y2-)-X2), 

et  transformons-la  en  faisant  le  chang-ement  de  variables 

Z  =  'b{x,j,z), 

f,  (0  el  <h  étant  continues  dans  le  volume  où  nous  aurons  à  les  con- 
sidérer. 

L'intégrale  (i)  peut  s'écrire 


// 


X  clY  cVL  ^Y  dZdX^ZdKdX 

(X2-+-Y2-i-Z-2)2 


Pour  trouver  l'élément  de  l'intégrale  transformée,  concevons 
que  oc^y,  z  aient  été  exprimés  en  fonction  de  deux  paramètres  u 
et  V.  L'élément  dX cVL  devra  être  remplacé  par 

comme  on  le  voit  de  suite  en  calculant 

DfY,  Z) 

et  l'on  a  des  expressions  analogues  pour  t/Z  <:/Xet  âfX^iY.  En  substi- 
tuant dans  l'intégrale,  on  trouve  alors  de  suite  la  nouvelle  inté- 
grale 

(  2  )  11^  '-^y  dz  ^  Vi  clz  dx  -\-  Q  dx  dy, 
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A  = 


/ 

dy 

àf 

dz 

? 

d^ 
^ 

Iz 

^ 

d^ 
¥ 

dz 

B  = 


/ 


^  il 

dz  dx 

'       dz  dx 

dz  dx 


C  = 


/ 

àf 
dy 

? 

d<!> 
dx 

dp 

<!> 

d^ 
dx 

d'^ 
dy 

(/2+a.2+(|;2)2 


(/2^^2+^2)2 


(Z^- 


(|;2)2 


D'après  l'égalité  (i),  l'intégrale  (2),  étendue  à  une  surface 
fermée  S,  sera  nulle  si,  à  l'intérieur  de  S,  il  n'j  a  pas  de  points 
[x,y,  z)  pour  lesquels  y,  cp  et  tj;  s'annulent  à  la  fois. 

Si,  au  contraire,  les  fonctions  f,  cp,  ^  s'annulent  à  l'intérieur 
de  S,  l'intégrale  (2)  ne  sera  pas  nulle  en  général.  En  supposant 
que  les  racines  du  système  d'équations 


(3) 


f{x,y,z)  =  o, 
(   ^{x,y,z)=o 


soient  simples,  c'est-à-dire  que  le  déterminant  fonctionnel 


dx 

àf 
dy 

àf 

dz 

do 

do 

do 

dx 

dy 

dz 

d^ 
dx 

dy 

dz 

ne  soit  pas  nul  pour  les  racines  considérées,  nous  avons  montré 
(loc.  cit)  que  V intégrale  (2)  est  égale  à 

ni  désignant  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  contenues 
dans  S,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  est  positif  et 
celles  pour  lesquelles  il  est  négatif. 

2.  Le  problème  de  la  recherche  du  nombre  exact  des  racines 
n'est  donc  pas  résolu  par  la  formule  de  M.  Rronecker.  Je  me 
propose  maintenant  de  montrer  qu'en  s'appuyant  sur  le  résultat 
de  l'illustre  géomètre,  on  peut  arriver  à  représenter  par  une  inté- 
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grale  double  le  nombre  des  racines  communes  à  deux  équations 
simultanées  contenues  dans  un  contour  C  ('). 

Considérons,  à  cet  effet,  le  système  des  trois  équations 

(4)  j     ?  =  0' 

(  ^D  =  o, 

aux  trois  inconnues  ^,  j',  ^,  en  posant 

df  d^         df  à^ 
dx  dy        dy  dx 

J'envisage  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (x,jk,  z)  l'ensemble 
des  valeurs  de  ces  variables  correspondant  à  des  points  (^,  jk), 
contenus  à  l'intérieur  de  C,  et  à  des  valeurs  de  z  comprises  entre 
—  £  et  +  £  (s  désignant  une  constante  positive  arbitraire).  Cet  en- 
semble définit  un  domaine  A,  et  le  nombre  des  racines  du  système 
(4)  correspondant  à  des  points  de  ce  domaine  sera  précisément  le 
nombre  des  racines  du  système  (i)  contenues  dans  C  (nous  sup- 
posons que  toutes  les  racines  considérées  sont  simples,  c'est-à-dire 
que  D  ne  s'annule  pas  pour  ces  racines).  Or  le  déterminant  fonc- 
tionnel des  trois  fonctions,  formant  les  premiers  membres  des 
équations  (4),  se  réduit  à  la  quantité  essentiellement  positive 

La  difficulté  relative  au  signe  du  déterminant  fonctionnel 
a  donc  disparu,  et  l'on  pourra,  par  suite,  représenter  par  une 
intégrale  double  le  nombre  des  racines  communes  aux  équa- 
tions (i)  contenues  dans  C. 

3.  On  peut  remarquer  qu'une  méthode  analogue  s'applique  au 
cas  d'une  seule  équation 

dont  on  veut  avoir  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  b. 


(')  Dans  deux  articles  publiés  dans  les  Comptes  rendus  (t.  CXIII,  1S91)  cl 
dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  (1892),  j'ai  traité  de  la  déter- 
mination du  nombre  des  racines  communes  à  n  équations  simultanées. 
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Nous  formons  les  deux  équations 

f{x)  =  o, 
yf'{x)  =  o, 

et  nous  avons  à  chercher  le  nombre  des  racines,  communes  à  ces 
deux  équations,  contenues  dans  le  rectangle  formé  par  les  droites 

x  =  a,         x=h,         j'  =  +  E,         j=_£. 
Or  le  nombre  des  racines  communes  aux  deux  équations 

contenues  dans  un  contour  G,  est  représenté  par  l'intégrale  curvi- 
ligne 

2^  Je      /'+?'     ' 

prise  positivement  le  long  du  contour,  quand  on  est  assuré  que  le 
déterminant  fonctionnel  ne  change  pas  de  signe  (t.  I,  p.  86). 
Appliquons  ici  cette  formule  :  on  aura  de  suite,  en  intégrant  le  long 
du  rectangle,  pour  le  nombre  n  des  racines, 


11  = /     -^ TTTT  "^-^  -ai'c  tan  g -''ttxv arctang 


/(«) 


1  ,  •  Tt  -JT 

les  aj'c  tang  étant  compris  entre et  H 

L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  pourrait  être  cal- 
culée; du  moins,  on  a  de  suite  l'intégrale  indéfinie  qui  est 


<im 


arc  ta 


et  alors  on  voit  bien,  a  priori,  que  le  second  membre  représente 
le  nombre  des  racines.  11  faut  donc  garder  l'intégrale  telle  qu'elle 
est  écrite,  et  cette  formule  ne  pourrait  être  intéressante  qu'au 
point  de  vue  pratique  :  elle  permet,  en  calculant  par  approxima- 
tion le  second  membre,  d'avoir  la  valeur  exacte  de  n. 

4.  Prenons  maintenant  le  cas  de  deux  équations 

.  '?(^>  y)  =  o- 
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Comme  nous  l'avons  dit,  nous  devons  considérer  le  système  des 

trois  équations 

f{x,y)  =  o, 

df  d(f        df  d^\  _ 
dx  dy        dy  dx  j 

Nous  allons  chercher  le  nombre  des  racines  de  ce  système,  com- 
prises dans  le  volume  limité  par  le  cylindre,  ayant  pour  section 
droite  la  courbe  C,  et  les  deux  plans 


Calculons  d'abord  la  partie  de  l'intégrale  relative  à  la  surface  la- 
térale du  cylindre.  En  prenant  les  notations  du  n°  1,  elle  se  réduira 

à  l'intégrale 

/*  r 

A  dy  dz  -{-^  dz  dx. 


Il' 


D'une  manière  générale,  on  a 

dy  dz  =  de  cosa,         dz  dx  =  da  cos  j3, 

d<j  désignant  l'élément  positif  de  la  surface,  a  et  [3  les  angles  que 
fait  avec  les  axes  la  normale  extérieure  à  la  surface.  Ici  nous  pou- 
vons prendre  pour  a  et  ^  les  angles  que  fait  la  normale  extérieure 
à  la  courbe  C  avec  les  axes  Ox  et  Oy  et 

du  =  ds.dz, 

<i5  étant  l'élément  d'arc  de  C,  et  dz  étant  positif.  Nous  aurons 
donc,  pour  l'intégrale  précédente, 

/         j  (A  cosoc -r- B  cos'^)  ds  dz; 

mais,  sur  la  courbe  C, 

dx  —  —  ds  cos  j3, 

dy  —  -+-  ds  cosa. 
Nous  pouvons,  par  suite,  écrire  l'intégrale  sous  la  forme 

f       f{kdy  —  Bdx)dz, 
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et  l'on  a 


A  = 


ày  ày  j 


(/2+cp2-|-D'-'z2)l 


do 
•^  dx 


dx 


D 


dx  dy        dy  dx 


(/2+C52+D2^2)^ 


11  en  résulte  que,  dans  l'évaluation  du  nombre  des  racines,  Ja 
portion  de  l'intégrale  double  provenant  de  la  surface  latérale  du 
c_ylindre  se  réduit  à  l'intégrale  curviligne,  prise  positivement  le 
long  du  contour  C, 


(«) 


ou 


fpdx  -hQ  dy, 


4TZ  \     dx        '  dx 


Bdz. 


HT^y  dy        ^  dy 


<i  =  ~   f'S:-9 


y: 


V>dz 


(/2^_,p2  +  D2, 


L'intégrale  qui  figure  dans  P  et  Q  peut  s'obtenir  immédiate- 
ment ;  on  trouve  ainsi 


P  = 


T        dx 

2^  /'+  ?- 


Di 


iP 


■D2£2)S 


/ 


do 


àf 


Q  ^    I        t)jK        '  dy  Ds 

,  Passons  à  la  portion  de  l'intégrale  relative  aux  deux  premiers 
plans  de  base  du  cylindre.  Ils  donneront  l'intégrale  double,  étendue 
à  l'aire  limitée  par  le  contour  G, 


(P) 


-ff 


R  dx  dy 


iP 


.  D2£2)2 
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en  écrivant 
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/ 

dx 

dy 

? 

do 
tx 

d^ 
^ 

D 

dx 

dy 

R=. 


La  somme  des  intégrales  (a)  et  ((i)  donne  le  nombre  cherché 
des  racines  communes  aux  deux  équations 

f{x,y)=^o, 

contenues  dans  le  contour  C. 

On  voit  que  le  champ  d'intégration  dans  ces  deux  intégrales  ne 
dépend  que  du  contour  G. 

5.  Le  résultat  précédent  dépend  en  apparence  du  nombre  e  : 
les  deux  cas  limites  s  =  o  et  s  =  oo  appellent  nécessairement 
l'attention. 

Faisons  tendre  d'abord  s  vers  zéro,  l'intégrale  (a)  tendra  vers 
zéro.  Quant  à  l'intégrale  ((3),  elle  se  présente  sous  une  forme  in- 
déterminée qui  rappelle  entièrement  ce  que  nous  avons  trouvé 
pour  le  cas  d'une  seule  équation  (n"  3);  nous  pouvons  dire  que  le 
nombre  cherché  est  la  limite  de  l'expression 


i// 


;  R  dx  dy 


(/2  +  02_|_D2£2)2 


cjuand  e  tend  vers  zéro.  Il  est  clair  que  pour  e  =  o  tous  les  élé- 
ments de  l'intégrale  sont  nuls,  sauf  celui  qui  correspond  à  une 
racine  commune  aux  deux  équations  f=  o,  cp  =  o,  et  c'est  de  là 
que  provient  la  forme  indéterminée.  Nous  chercherons  tout  à 
l'heure  comment  on  pourrait  calculer  cette  limite  pour  quelques 
contours  particuliers  et  en  supposant  que  /"  et  cp  soient  des  poly- 
nômes. 

Faisons  maintenant  augmenter  indéfiniment   s  dans  les  inté- 
grales (a)  et  ([3).   On  voit  immédiatement  que  la  première  tend 
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vers 


D     fd^-odf 


j_  r  D 


I  D  I  désignant  la  valeur  absolue  de  D. 

Celte  intégrale  est  à  rapprocher  de  l'intégrale 

2^  Je     /'  +  ?' 

faisant  connaître  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  conte- 
nues dans  C,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  est 
positif,  et  celles  pour  lesquelles  il  est  négatif.  Les  éléments  de  ces 
deux  intégrales  ne  peuvent  que  différer  par  le  signe  sur  certaines 
parties  du  contour. 

Quant  à  l'intégrale  ((3),  elle  se  réduit,  en  posant  e  =    --5  à 

V'1 


I      ce         ^  R  dx  dy 

2' 


'V  ./[D-^ 


[D-2  +  ri(/2+cp2)]2 

dont  on  doit  chercher  la  limite  pour  71  =  o.  Il  y  aura  ici,  pour 
7\  =  o,  une  suite  d'éléments  indéterminés  correspondant  aux  va- 
leurs de  X  etjK,  pour  lesquelles 

D  =  o. 

Si  D  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  C,  cette  limite  est  nulle  et 
l'on  n'a  qu'à  prendre  l'intégrale  curviligne,  ce  qui  est  d'accord 
avec  le  résultat  trouvé  précédemment. 

6.  Appliquons  les  considérations  précédentes  au  cas  où  le  con- 
tour considéré  se  réduit  à  un  carré  dont  les  côtés  peuvent  être 
supposés  parallèles  aux  axes  et  où  les  deux  fonctions  /"(^,  y^  et 
cp(a?,jK)  sont  des  polynômes.  On  peut,  dans  ce  cas,  écrire  les 
deux  équations  simultanées 

f{x,y)  =  o, 

cp(a7,  jk)  =  o 
sous  la  forme 

f{x)  =  o, 

y  ~F{x)  =  o, 
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f{x)  et  F(^)  représentant  deux  polynômes  (puisqu'on  suppose 
qu'il  n'y  a  que  des  racines  simples).  Le  polynôme  f{x)  n'aura 
aussi  que  des  racines  simples. 

Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  des  racines  (jr,jK),  communes  à 
ces  deux  équations,  pour  lesquelles 

a  <  r  <  6, 
c  <7  <  d. 

On  suppose  qu'aucune  des  racines  des  deux  équations  ne  se 
trouve  sur  une  des  droites  limites. 

Le  déterminant  fonctionnel  D  se  réduit  ici  à  f  (ce),  et  l'on  a    . 

Nous  devons  donc  considérer  l'intégrale 

z{f"-—ff")dxdy 


^  ff_Afl 


étendue  à  l'aire  du  rectangle,  et  faire  tendre  s  vers  zéro. 

En    effectuant   l'intégration  par   rapport  à  y,    cette   intégrale 
devient 


-i    f 

{  ^  a 

-f. 


:(d-F)(,n-ff")dœ 


'       ^(c-F)(r--ff")dx       ) 


Quand  s  tend  vers  zéro,  les  seuls  éléments  de  l'intégrale 

t(d-F){f^-ff')dx 


f. 


ne  tendant  pas  vers  zéro,  sont  ceux  qui  correspondent  aux  va- 
leurs de  X  racines  de  f{x).  Au  lieu  de  l'intégrale  précédente, 
nous  pouvons   donc  nous  borner  à  la  suivante   |  en   développant 

=:  par  la  formule  de  Taylorj 


v/(^-F)2+/2  +  £2/'2^  y 


d-F     z{f^-ff")dx 
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qui  nous  conduit,  pour  s  =  o,  à 

désignant  l'indice    entre  a    et  b,    au  sens  de    Cauchj,  de  la 

fonction   rationnelle  ^^ ^         ;    et   Ion    aura,    par   conséquent, 

pour  le  nombre  des  racines, 


K 


7.    Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  directement.   Quand  J7, 
en  croissant,  passe  par  une  racine  dey(^),  le  quotient 

/ 

passe  de  4-ooà  —  oosi  c  —  F  est  négatif,  c'est-à-dire  si  le  point 
(^,  y)  est  au-dessus  de  la  droite  jk  =  c.  De  même,  ce  quotient 
passera  de  — oo  à  -h  oo  si  le  point  correspondant  (^x,y)  est  au- 
dessous  de  la  droite  y  =  c.  En  désignant  donc  par  n  et  n' \e 
nombre  des  racines  de  nos  deux  équations  (comprises  entre  les 
droites  ^  =  a,  x  =  b),  situées  respectivement  au-dessus  et  au- 
dessous  de  la  droite  jK  ^^  c,  on  a 

En  remplaçant  c  par  d  et  désignant  par  N  et  N'  les  nombres  cor- 
respondants, on  a  de  même 

■■a  /■  —  -^^  •'^  • 

Or,  si  nous  désignons  par  v  le  nombre  des  racines  comprises 
dans  le  rectangle,  on  a 

]N'  =  V -!-«'; 

donc 

n  — /i'  — (N  —  N')  =  2v. 
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Par  conséquent 

c'est  le  résultat  que  nous  voulions  vérifier  ('). 

8.   D'une  manière  plus  générale  on  peut  indiquer  une  marche 
régulière  de  calcul  pour  trouver  la  limite  de  l'intégrale 


[(j-F)2+/2+£2y'2]2 


quand  le  contour  est  formé  de  segments  de  courbes  unicur- 
sales.  Cette  intégrale  double  est,  en  effet,  égale  à  l'intégrale  cur- 


viligne 


-  f 

211      / 
J  r   ' 


'-(f'^~ff"){y  —  ¥)dx 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  du  contour  C. 

Partageons  cette  intégrale  en  différentes  parties  correspondant 
aux  différents  segments  de  courbes  unicursales  qui,  par  hypothèse, 
forment  le  contour  C.  Soit  l'un  d'eux  correspondant  aux  valeurs  t^ 
et  tf  du  paramètre  t  dont  sont  fonctions  rationnelles  a:  ely.  La 
valeur  correspondante  de  l'intégrale  sera,  pour  s  =  o,  en  raison- 
nant comme  au  numéro  précédent, 

(y  F  )   /■' 

Le  quotient  — — ^         sera  une  fonction  rationnelle  de  t,  et  l'on 

n'aura  qu'à  en  prendre  l'indice  de  ?o  à  ^|.  En  additionnant  tous 
les  résultats  ainsi  obtenus,  on  aura  le  nombre  cherché. 

9.  Tl  y  a  beaucoup  d'autres  cas  où  l'on  peut  facilement  trouver 


C)  Le  cas  du  rectangle  avait  été  déjà  traité,  sous  une  autre  forme,  par 
M.  Hermite  dans  une  Communication  faite  à  l'Académie  [Remarques  sur  le 
théorème  de  M.  Sturm  {Comptes  rendus,  t.  XXXVI,  p.  294)]. 
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le  nombre  des  racines  communes  à  deux  équations 

f{x,y)  =  o, 

[f  et  'f  étant  deux  polynômes)  contenues  dans  un  contour  conve- 
nable C.  Comme  au  §  6,  nous  écrivons  toujours  ces  deux  équa- 
tions sous  la  forme 

(  f{x)  =  o, 

(  y  —  F(x)  =  o, 


(5) 


y  et  F  étant  deux  poljnômes. 

Supposons  que  le  contour  C  soit  défini  par  la  relation  algé- 
brique 

).  étant  un  polynôme,  et  que  les  points  à  l'intérieur  du  contour 

correspondent  à 

>^(^>  j)<o. 

Nous  avons  donc  à  chercher  le  nombre  des  racines  communes  aux 
équations  (5)  pour  lesquelles  l'inégalité  précédente  est  vérifiée,  ce 
.qui  revient  à  chercher  le  nombre  des  racines  a:  de  l'équation 

pour  lesquelles 

R(^)<o, 

en  désignant  par  K(x)  le  polynôme  \[x,  FÇx)].  Or  cette  question 
n'est  visiblement  qu'un  cas  particulier  de  celui  qui  a  été  traité 
au  §  7. 

On  prendra  l'indice  entre  —  oo  à  +  co  de  la  fraction  rationnelle 

En  désignant,  respectivement,  par  n  et  n'  le  nombre  des  racines 
de  f^  o,  pour  lesquelles  Ji(x)  est  négatif  ou  positif,  on  a 

fi  —  Il  =  li" — ^-• 

/ 

On    connaît  d'autre  part,   au  moyen   du   théorème  de  Sturm,  lu 
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somme  ii  -\-  n'  qui  peut  d'ailleurs  s'écrire 

f 
n-i-/i'=— li^^-y. 

On  aura  par  suite  le  nombre  cherché  n. 

10.   Ce  résultat  est  bien  facile  à  généraliser.  Supposons  que  le 
contour  C  soit  défini  par  deux  inégalités 

À  et  [j.  étant  des  polynômes. 

Nous  serons  conduit  à  rechercher  le  nombre  n  des  racines  de 
l'équation 

./(^)  =  o, 

pour  lesquelles  on  a  simultanément 

R(a7)<o,         Ri(^)<o, 

en  posant 

R(^)  =  X(^,  F),         Ri(a7)=  [jL(:r,  F). 

Soit  N  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

R(a7)<o,         Ri(a7)>o, 
et  N'  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

R(iP)>o,         Ri(:r)<o. 

On  pourra  trouver  la  somme  N  4-  N',  puisque  ce  nombre  repré-     . 
sente  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

Désignons  de  même  par  n  et  n'  le  nombre  des  racines  pour  les- 
quelles on  a  respectivement 

R(a7)  <  o,         Ri(a7)<o         (pour /z) 
R(^)>o,         Ri(a?)>o         (pour  n'). 

On  pouiTa  calculer  les  sommes 

n  H-  N         et         «  +  N', 


I 
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qui  correspondent  respectivement   aux  racines   pour    lesquelles 
.(x)<^o,  et  aux  racines  pour  lesquelles  R)(^)-<o.  Ayant  cal- 
'ciilé  les  trois  sommes 

N+N',     rt  +  N,     71 +N', 

lous  en  déduisons  de  suite  le  nombre  cherché  ?i. 

Il  est  clair  qu'on  n'aura   pas  plus  de  difficultés  à  calculer  le 

Nombre  des  racines  de  Téquation  f{cc)  pour  lesquelles  on  aura  à 

la  fois 

Ri(ar)<o,         R2(a7)<o,         ...,         R^^X  o, 

i  étant  un  entier  quelconque.  On  peut  donc  par  suite  t/r>uçer,  par 
un  calcul  algébrique  régulier,  le  nombre  des  racines  des  deux 

équations 

f{x,  y)  =  o, 

(/  et  ©  étant  deux  polynômes)  contenues  dans  un  contour  dé- 
fini par  les  n  inégalités 

^i{^^y)<  ^         (i  =  1,2,  ...,  n), 

les  \  étant  des  polynômes . 
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CHAPITRE  VIII. 

INTÉGRALES  DE  FONCTIONS  NON  UNIFORMES. 


I.  —  Intégrales  hyperelliptiques. 

1.  INous  avons  déjà  étudié  (t.  I,  p.  42)  la  réduction  algébrique 
des  intégrales  hyperelliptiques.  Considérons  particulièrement  les 

intégrales  du  type 

'  fix)  dx 


f 


^R{x) 


f{x)  étant  un  polynôme;  soient  [j.  le  degré  du  polynôme  R(^)  et 
a,,  <7o,  . . . ,  a^  ses  [jl  racines  qui  sont  supposées  toutes  distinctes. 
Nous  nous  proposons  d'étudier  les  déterminations  diverses  de  l'in- 
tégrale 


^'^  i,„    v/R(^) 


f{x)dx 

v/ïïûô  ' 

quand  on  va  du  point  x^  au  point  x  par  différents  chemins,  la  dé- 
termination initiale  de  y/R(.r)  pour  ^  =  o  étant  toujours  la  même. 

2.  Commençons  par  étudier  les  différents  chemins  allant  du 
point  Xfj  à  un  point  x.  Pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  deux 
chemins  seront  évidemment  à  considérer  comme  identiques  si  on 
peut  les  ramener  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue  sans 
traverser  aucun  des  points  a.  Or  considérons  {fig.  24)  ^  courbes 
partant  de  :ro  et  y  revenant  en  entourant,  respectivement  chacune, 
un  des  points  a.  La  forme  de  ces  courbes  est  indifférente 5  pour 
bien  préciser,  nous  prenons  pour  chaque  point  a  la  courbe  sui- 
vante :  on  joint  Xq  à  un  point  très  voisin  de  a,  on  décrit  autour 
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de  a  un  cercle  très  petit  et  l'on  revient  au  point  x^  par  le  même 
chemin  qu'à  l'aller.  Un  tel  chemin  est  dit  un  lacet. 

Ceci  posé,  tout  chemin  allant  de  ^0  à  un  point  x  se  ramène  évi- 
demment à  un  chemin  allant  de  ^0  à  x^^  suivi  d'un  chemin  déter- 

Fig.  24. 


miné  allant  de  x^kx]  il  suffît,  en  effet,  d'ajouter  au  chemin 
considéré  le  chemin  déterminé  xx^,  que  l'on  fait  suivre  du  chemin 
de  sens  inverse  x^x.  Il  faut  donc  envisager  les  différents  chemins 
partant  de  Xo  et  y  revenant.  Or  je  dis  que  tous  ces  chemins  re- 
viennent aux  différents  lacets  parcourus  successivement  et  dans 
un  ordre  cjuelconque. 

Pour  le  voir  bien  nettement,  on  suivra  le  chemin  C  jusqu'à  la 
rencontre  en  a  avec  un  lacet;  on  quittera  alors  C  pour  suivre  le 
lacet  jusqu'en  Xq,  ce  qui  donne  visiblement  une  somme  de  lacets 
(les  lacets  a,  et  «o)  :  puis  on  rétrograde  de  X(,en  a,  et  en  a  on  reprend 
le  chemin  C  jusqu'à  ce  que  celui-ci  rencontre  un  nouveau  lacet, 
soit  [3  ce  point  de  rencontre.  En  j3  on  quitte  de  nouveau  C  pour 
suivre  de  ^  en  Xq  le  lacet  rencontré.  On  amis  en  évidence  de  nou- 
veau, par  le  chemin  Xf^o-^x^^  une  nouvelle  somme  de  lacets  (cette 
somme  peut  se  réduire  à  zéro,  comme  il  arrive  dans  le  cas  de  la 
figure).  On  rétrograde  alors  de  x^  en  ^,  et  en  [3  on  reprend  le  che- 
min C  et  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  parcouru  tout 
le  chemin.  Le  chemin  C  se  présente  alors  de  la  manière  la  plus  nette 
«omme  équivalant  aune  somme  de  lacets.  Dans  le  cas  de  la  figure, 
le  chemin  C  est  équivalent  aux  lacets  «),  ^2,  a^  successivement 
parcourus. 

3.   La  remarque  fondamentale   qui   précède  va  nous  permettre 
d'étudier  sans  peine  les  diverses  valeurs  de  l'intégrale  (i).  Suppo- 
P. -II.  i4 
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sons  d'abord  que  l'on  considère  seulement  des  chemins  partant 
de  Xo  et  y  revenant.  Les  valeurs  de  l'intégrale  le  long  des  lacets 
vont  jouer  le  principal  rôle  :  soit,  par  exemple,  le  lacet  rt,.  La 
^laleur  de  l'intégrale  sur  le  lacet  se  compose  de  deux  parties,  l'une 
est  relative  à  l'aller  et  l'autre  au  retour;  quant  à  l'intégrale  sur  le 
cercle  infiniment  petit,  elle  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de  ce 
cercle.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  les  deux  intégrales 
se  détruisent  puisque  les  dx  à  l'aller  et  au  retour  sont  égaux  et  de 
signes  contraires;  mais  y/K(^),  ayant  tourné  autour  du  point  «, , 
n'a  plus  la  même  détermination  au  retour  qu'à  l'aller,  et,  par  suite, 
les  éléments  s'ajoutent  au  lieu  de  se  détruire.  Soit  A)  la  valeur  de 
l'intégrale 

'"'  /(ce)  dx 


f 


quand  on  suit  le  chemin  tracé  pour  le  lacet,  et  que  l'on  prend 
pour  ^R(^o)  une  de  ses  déterminations  que  nous  désignerons 
parj'oî  la  valeur  de  l'intégrale  correspondant  au  lacet  tout  entier 
sera,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  aA,.  Soient  de  même 

2A2,  ...,  2Aj;, 

les  valeurs  de  l'intégrale  correspondant  aux  autres  lacets,  la  dé- 
termination initiale  de  y/R(^),  quand  on  parcourt  chacun  de  ces 
lacets,  étant  toujours  supposée  égale  à  y^. 

Tout  chemin,  ayant  x^  comme  points  de  départ  et  d'arrivée,  se 
ramenant  à  une  somme  de  lacets,  nous  n'avons  aucune  difficulté 
à  avoir  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  correspondante.  Sup- 
posons que  le  chemin  équivale  aux  lacets 

«X,,  «>^,,  •••,  «)vp  (Xl,     X,,      .    .   .,    X/,  =    I,    -2,      .    .   .,     |j) 

successivement  parcourus,  nous  aurons  comme  valeur  de  l'inté- 
grale 

(2)  2A),,— 2A),,-h  2A)v3  — 

On  remarquera  que  les  signes  plus  et  moins  alternent  dans  cette 
somme;  c'est  que,  après  avoir  parcouru  le  premier  lacet  a\^,  nous 
revenons  en  Xq  avec  la  détermination  — y^  du  radical,  et  la  valeur 
du   second  lacet  est  alors  —  aA^^  au  lieu    de   -\-  aA^^  que  nous 


» 
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aurions  trouvé  si  nous  avions  décrit  le  lacet  «)„  avec  la  détermina- 
tion initiale  -f-j^o  pour  le  radical.  Pour  le  troisième  lacet,  au  con- 
traire, nous  ayons  au  début,  après  deux  changements  de  signe, 
retrouvé  la  détermination  initialeyo  et  par  suite  nous  avons  -4-2  A^,, 
et  l'alternance  des  signes  est,  après  ces  explications,  bien  mani- 
feste. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  p   est  pair  ou  impair. 
Si/?  est  pair,  l'expression  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  a/HiWi-i-  im.2ii>i-+- ...-!-  2mjj,_i  W[j_i, 

les  m  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  en  posant 

oji  =  Ai — A2,         w2  =  Ai  —  A3,         ...,         tDjj_i  =  Al — Ajj.. 

On  peut  d'ailleurs  choisir  un  chemin  tel  que  l'on  trouve  pour  valeur 
de  l'intégrale  l'expression  (3)  :  il  suffira  de  décrire  /n,  fois  l'en- 
semble des  lacets  a^  et  «o,  puis  in^  fois  l'ensemble  des  lacets  «, 
et  «3,  et  ainsi  de  suite. 

Si  p  est  impair,  en  ajoutant  à  l'expression  (2)  — 2 A, +  2 A,, 
on  la  mettra  sous  le  forme 


(4) 


17111  OJi  ■ 


2/?2,j._itOu,_i-l-  2  Al. 


Nous  avons  donc  représenté  par  (3)  et  (4)  toutes  les  déter- 
minations possibles  de  ^intégrale  pour  un  chemin  partant 
de  Xa  et  y  revenant.  On  donne  aux  quantités  2co  le  nom  de  pé- 
riodes de  V  intégrale  hyper  elliptique. 

Il  est  important  de  remarquer  que  ces  périodes  ne  dépendent 
pas  du  choix  du  point  Xf^.  Ainsi,  par  exemple,  la  période 

2A1 — 2A2 

n'est  autre  chose  que  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  con- 
tenant à  son  intérieur  les  deux  points  a\  et  «o,  contour  que  l'on 
peut  déformer  d'une  manière  continue  sans  changer  la  valeur  du 
résultat  de  l'intégration. 

4.  Considérons  maintenant  un  chemin  particulier  c  allant  de  x„ 
en  x\  soit  I  la  valeur  de  l'intégrale  pour  ce  chemin,  la  valeur 
initiale  pour  le  radical  étant  toujours  j'q.  Gomme  nous  l'avons  déjà 
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dit,  tout  chemin  L  allant  de  Xq  en  x  se  ramène  à  un  chemin  C 
revenant  à  ^0:  suivi  du  chemin  c.  Si  C  équivaut  à  un  nombre  pair 
de  lacets,  la  valeur  de  l'intégrale  sur  L  sera  de  la  forme 

2  nii  (Di  -+-  2  m^ CO2 -r-  •  •  •  +  2 '"[J.-1  ^[)-i  -+-  ^• 
Si  c  équivaut  à  un  nombre  impair  de  lacets,  on  aura 

car,  quand  on  reviendra  en  Xq  après  avoir  décrit  C,  on  aura  pour 
le  radical  la  détermination  — jo  et,  par  suite,  le  chemin  c,  qu'il 
reste  à  décrire,  donnera  —  1. 

On  peut  dire  que  l'intégrale  (i)  a,  an  point  x^  deux  déter- 
minations de  types  distincts 

I    et    2  Aj—  f  ; 

les  autres  déterminations  s'obtiennent  en  ajoutant  à  celles-ci 
des  sommes  de  multiples  des  périodes  aco. 

La  notion  de  la  périodicité  des  intégrales,  rapidement  indiquée 
par  Gauchj,  a  été  particulièrement  approfondie  par  Puiseux  dans 
son  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  [Journal  de  Mathéma- 
tiques, i85o). 

II.  —  Des  intégrales  de  première  espèce;  réduction  du  nombre 
des  périodes.  Intégrale  elliptique. 

o.    Parmi  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


fix)  dx 


OÙ  f{x)  est  un  polynôme,  on  désigne  sous  le  noiw  à' intégrales  de 
première  espèce  celles  qui  restent  finies  quand  x  augmente  indé- 
finiment. Ces  intégrales  restent  donc  finies  pour  toute  valeur  finie 
ou  infinie  de  la  variable  [voir  t.  I,  p.  45)- 

Quand  le  degré  \k  deR(^)  est  impair,  soit  p.  =  2/?  +  i,  l'in- 
tégrale sera  de  première  espèce  si  le  degré  de  f{x)  est  au  plus 
égal  à  />  —  I .  Il  y  a  /)  intégrales  de  première  espèce  linéairement 
indépendantes. 

Quand  [x  est  pair  et  égal  à  2y>,  le  degré  de  f{x)  ne  doit  pas 
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dépasser  p  —  2  et  il  y  a  alors/»  —  i  intégrales  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes. 

Evaluons  le  nombre  des  périodes  de  l'intégrale.  Pour  u=:  2/?  +  i , 
il  jaura  ip  périodes  et  on  ne  peut  pas,  du  moins  en  général,  faire 
subir  de  réduction  à  ce  nombre. 

Pour  p.  =  2/>,  nous  trouvons,  en  appliquant  la  théorie  du  pa- 
ragraphe précédent,  un  nombre  de  périodes  égal  à  ip  —  i,  mais 
une  réduction  immédiate  se  présente,  qui  va  diminuer  ce  nombre 
d'une  unité.  Envisageons,  en  effet,  l'ensemble  des  lacets  autour  du 
point  X(j  :  l'intégrale  prise  le  long  de  ces  lacets  sera  nulle.  En  effet,  le 
point  à  l'infini  est  un  point  ordinaire  pour  l'intégrale  :  l'intégrale 
prise  le  long  des  lacets  a  donc  même  valeur  que  si  elle  est  prise  le 
long  d'un  cercle  de  très  grand  rayon  et  est,  par  conséquent,  nulle. 
On  a  donc,  les  lacets  se  suivant  dans  l'ordre  1,  2,  .  .  . ,  p.. 

Al  — AsH- A3  — .. .—  Ajj,=  o, 

qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(Oi «2-+-.  .  .H-  W[j-l  =  o. 

On  voit  donc  que  l'une  des  périodes  tOjj^_,,  par  exemple,  est  une 
combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  de  to,,  0)2,  .  .  . ,  w^.o. 

6.  Faisons  maintenant  une  remarque  importante  sur  la  ré- 
duction du  nombre  des  périodes.  Les  périodes  seront  dites  dis- 
tinctes s'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  homogène  et  linéaire 
à  coefficients  entiers  ;  il  peut  arinver  qu'entre  les  périodes  trouvées 
to  existe  une  ou  plusieurs  relations  de  cette  nature. 

Soient 

lOi,        0)2,        ....        W„ 

les  périodes  que  nous  venons  de  trouver;  on  suppose  que  l'on  ait 
les  relations,  en  nombre  X, 

/«i  Wi  + /n2  W2  +  .  .  .-1- /n„a)„  =  o, 
^lOJi  +  grgWj  +.  .  .+  g,2W„  =  o, 


''1  wi  -H  /■2tD2  -H.  .  .-I-  rnio,i  =  o, 


les  m,  q,  r  étant  entiers.  De  plus  ces  relations  peuvent  être  sup- 
posées algébriquement  distinctes,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  en  tirer 
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les  valeurs  de  X  des  quantités  co  en  fonction  des  autres.  Ceci  re- 
vient à  partir  de  l'hypothèse  que 


(5)  ;■  (;»  =  «-  A), 


les  [JL  étant  rationnels. 

Toute  période  est  de  la  forme 

0=  MiWj  +  M2W2-J-..  .-i-M„w„, 

les  M  étant  entiers,  et,  en  remplaçant  oj,„^,,  ...,00,,  par  leurs  va- 
leurs (5),  on  aura  une  expression  homogène  et  linéaire  en  Wi , 
too,  .  .  • ,  w,„  à  coefficients  rationnels.  Aucun  de  ces  coefficients  ne 
peut  s'approcher,  quelque  choix  qu'on  fasse  des  entiers  M,  autant 
que  l'on  veut  de  zéro  sans  devenir  rigoureusement  nul,  puisque 
les  [j.  sont  rationnels.  Ces  coefficients  ont  donc,  en  dehors  de  zéro, 
un  minimum  pour  leurs  valeurs  absolues. 
La  période  Q  étant  écrite  sous  la  forme 

et  \  désignant  un  des  nombres  i,  2,  .  .  .,  /»,  considérons  toutes 
les  périodes  ù  pour  lesquelles 

o  <  p-^^^  I , 

o^/ig^i         si         i3<X, 
0=/?^  si         P>X. 

Il  y  a  manifestement  de  telles  périodes,  puisqu'il  suffit  de 
prendre  ù  =  W).  Parmi  toutes  ces  périodes  qui,  d'après  la  re- 
marque faite,  sont  en  nombre  limité,  il  y  en  a  une  pour  laquelle 
le  coefficient />x  a  la  valeur  minima.  Désignons  par />'/',  .  '-jp'i  les 
valeurs  des  coefficients/?  correspondants. 

En  faisant  successivement  X=  i ,  2,  .  .  . ,  m  nous  aurons  les  pé- 
riodes 

ûi  =  /)lwi, 


et  ces  relations  permettent  d'exprimer  les  co  en  fonction  des  iî. 
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Toute   période   peut  s'exprimer    en   fonction   linéaire   de  Oi, 
Q2^  .  .  .  ,Qm  '•  nous  allons  montrer  que  les  coefficients  sont  entiers. 
Soit 

Q  =  PiCOi-f-...+  P,„to,„ 

une  période,  les  P  étant  rationnels. 
On  peut  écrire  P;,^  sous  la  forme 

y„i  étant  un  entier  et  P^  étant  positif  et  inférieur  à/)^. 
On  pourra  ensuite  ^déterminer  un  entier  v,«_,  tel  que 

P„^_,  étant  positif  et  inférieur  à/>^^lj. 

On  continuera  ainsi,  et  la  dernière  égalité  sera 

Pj  =  Vi^l  -I-  V2/?f  -f-  .  .  .  -)-  V,np'l'  -f-  P'i  , 

avec  o^P',  <ip\',  les  v  étant  tous  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
La  période  ù  sera  alors  de  la  forme 

Vi  Oi  +  .  .  .  +  V,nQ.ni  +  P'i  Wi  +  P;  «2  +  .  .  .  +  P;,j  W„,. 

Or  les  m  premiers  termes  étant  des  périodes,  il  en  résulte  que 

(6)  P;wi-|-P'2C02-i-...-t-P;„a)„j 
est  une  période.  Mais  nous  avons 

0-iV\<p\,  0lP'2</?|,  ...,  0<=r,n<p'>,\. 

Dans  ces  conditions,  l'expression  (6)  ne  peut  être  une  période 
que  si  les  P'  sont  tous  nuls  :  cela  résulte  de  la  définition  même  des 
quantités  />J,  p\,  .  .  .,  p^^.  En  effet,  si  P^^^  n'était  pas  nul,  pour 
que  l'expression  (6)  fût  une  période,  il  devrait  être  au  moins  égal 
à  p^Ij^\  or  il  est  inférieur  à/?^:  donc  P^j=  o  et  de  proche  en  proche 
on  démontre  pareillement  que  tous  les  P'  sont  nuls.  On  a  donc 
finalement 

(7)  0  =  V1O1+  V2Û2-)-.--+ v,„î2,„, 

les  V  étant  des  entiers.  Remarquons  encore  qu'entre  0,,  Qo,  ...,  Q,,, 
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n'existera  pas  de  relations  homogènes  et  linéaires  à  coefficients 
entiers,  car  on  aurait  dans  ce  cas  une  telle  relation  entre  w,  , 
Wo,  . .  . ,  oim  et  nous  n'aurions  pas  fait  usage  de  toutes  les  relations 
entre  les  co. 

Nous  arrivons  donc  en  résumé  au  théorème  suivant  (')  : 

On  peut  déterminer  m  périodes  distinctes  0|,  Oo,  .  .  .,  0^^, 
dont  toutes  les  autres  sont  des  sommes  de  multiples,  de  telle 
sorte  que  toute  période  Q  est  de  la  forme  (7). 

7.   Revenons  à  l'intégrale  de  première  espèce 

,/■( x)  dx 


l 


V/R(^) 


R(^)  étant,  pour  fixer  les  idées,  de  degré  [a  =  2/?  +  i  el/{x)  étant 
alors  de  degré/?  —  1.  Nous  avons  trouvé  2/?  périodes  pour  cet  in- 
tégrale. Nous  démontrerons  plus  tard  que,  si  le  polynôme  y"(^)  de 
degré/?  —  i  est  pris  arbitrairement,  les  2/?  périodes  sont  distinctes. 
Dans  certains  cas  particuliers,  les  périodes  distinctes  peuvent  être 
en  nombre  moindre,  mais  nous  allons  établir  qu'//  doit  y  avoir 
au  moins  deux  périodes  distinctes. 

Supposons,  en  effet,  que  l'intégrale  u  n'ait  c^whine  période  co. 
Pour  chaque  point  x^  cette  intégrale  aura  les  deux  systèmes  de  va- 
leurs (§4) 

u  -+-  Xw,      2  Al  —  u  -\-  [XCO, 

)^  et  [A  étant  deux  entiers. 

Si  donc  on  considère  la  fonction  de  x 

iniu  (2A,— ")271J 

e  f^    H-  e       «^       , 

cette  fonction  sera  uniforme  :  l'addition  à  m  de  multiples  de  w  et 
la  substitution  à  w  de  2  Ai  —  u  ne  changent  pas,  en  effet,  la  valeur 


(')  Le  mode  de  démonstration  que  nous  venons  de  suivre  a  été  employé 
par  M.  Weierstrass  pour  établir  un  théorème  plus  général;  voir  Monatsberichte, 
1876  {Neuer  Beweis  eines  Haupsatzes  der  Théorie  der  periodischen  Functio- 
nen  von  mehreren  Veràndlichen).  On  pourra  aussi  consulter,  sur  des  questions 
analogues,  un  article  de  M.  Kronecker  dans  les  Sitzungsberichte  der  Berliner 
Akademie  (i884). 
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de  cette  expression.  D'autre  part,  u  reste  finie  pour  toute  valeur 
finie  ou  infinie  àe  x]  la  fonction  précédente  est  donc  partout  ho- 
lomorphe  même  à  l'infini,  elle  se  réduit  donc  à  une  constante  d"a- 
près  le  théorème  de  Liouville.  Mais  ce  résultat  est  manifestement 
absurde;  l'expression  précédente  est  une  fonction  rationnelle  de 


qui  ne  peut  être  constante  que  si  u  est  lui-même  constant.  //  est 
donc  impossible  d'admettre  que  u  n'ait  quhine  période. 

8.  Il  est  facile  d'indiquer  un  exemple  très  simple  d'intégrale  de 
première  espèce  où  une  réduction  se  produit  dans  le  nombre  des 
périodes.  Prenons  pour  R(^)  le  polynôme  du  sixième  degré  pair 

Les  deux  intégrales  de  première  espèce 

dx  C    X  dx 


/dx  r    X  dx 

v/R(^     ^^     J    v/R(^)' 


se  ramenant,  en  prenant  x-  pour  variable,  à  des  intégrales  ellip- 
tiques, n'ont  que  deux  périodes. 

D'une  manière  générale,  on  peut  ramener  une  intégrale  où  fi- 
gure rationnellement  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  sixième 
degré  à  une  intégrale  de  même  nature  où  le  polynôme  est  du  cin- 
quième degré;  soit  par  exemple  le  radical 

\/{x  —  ai){x  —  a2){x  —  a^).  .  .{x  —  a^). 
En  posant 

I  r„  I  «2— «3         1 

X  —  a,= p  =  >  a  = r j 

aï-t-p  L  «2 — aj  («1 — a-2){ai — «sjj 

on  a  le  radical  portant  sur  un  polynôme  du  cinquième  degré 

\/l{i  —  t){i  —  at){i—  bt){i  —  ct), 

_  ( ao — «o)(ai  —  «3) 
(«1  — a5j(«!2— «3)' 
7  _  (^2 —  a6)(ai  —  «3) 
~  («1—  a6)(a2—  «3)' 

_    («2 «^4)(«l <^3). 

""  («1  — a4.)(a2—  «3)' 


en  écrivant 
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or,  si  le  polynôme  du  sixième  degré  ne  renferme  que   des  puis- 
sances paires  de  la  variable,  on  aura 

«2  =  —   «1,  «V  = «3,  ^6  =  —  «5, 

et  l'on  voit  que  dans  ce  cas 

c  =  ab. 

On  est  donc  conduit  à  ce  résultat  indiqué  autrefois  par  Jacobi 
{Journal  de  Crelle,  t.  VIII)  que  deux  intégrales  de  première 
espèce,  relatives  au  radical  portant  sur  un  polynôme  du  cin- 
quième degré 

v/^(i  —  x){\  —  ax){^i  —  bx){\  —  ahx) , 

a  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires,   ont  seulement  deux 
périodes  ('). 

Indiquons  un  second  exemple  de  réduction  donné  par  M.  Her- 
mite  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  1876). 
Si  l'on  pose 

a   et  h  étant  deux  constantes  quelconques,  on  aura,  comme  le 
montre  un  calcul  facile, 

dz  I    r  dx 


J   s/R(^)        3  j   ^l 


[  1  ax  —  b){x^  —  a) 

en  posant 

4-^ —  3az 

X  = 

a 

On  aura  aussi 


/z  dz     _      i       r  dy 


(')  On  trouvera  quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  réduction  du  nombre 
des  périodes  dans  les  Mémoires  suivants  : 

E.  Picard,  Sui^  la  réduction  du,  nombre  des  périodes  des  intégrales  abé- 
liennes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XI;  i883). 

H.  PoiNCARÉ,  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  {Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique,  t.  XII;  1884  ). 

S.  KowALESKi,  Ueber  die  Beduction  einer  bestimmten  Klasse  abelscher  Inté- 
grale auf  elliptische  Intégrale  {Acta  mathematica,  t.  IV;  1884 ). 

GouRSAT,  Sur  la  réduction  des  intégrales  Jiyperelliptiques  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  t.  XIII,  i885). 
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en  posant 


Il  en  résulte  que  les  deux  intégrales 

r    dz  r  zdz 

J  v/R(^)    ^^    J  7W) 

'n'ont  que  deux  périodes. 

9.  L'application  à  l'intégrale  elliptique  du  théorème  démontré 
au  n°  7  est  particulièrement  intéressante.  Soit  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce 

(8)  f  ,  ^" 

J    ^{cp  —  a)(x — b){x  —  c)(x  —  d) 

a,  b,  c,  d  étant  quatre  quantités  distinctes.  Nous  venons  de  voir 
que  les  deux  périodes  de  cette  intégrale  étaient  distinctes.  On 
peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  leur  rapport  est  nécessairement 
imaginaire.  Si  ce  rapport  était  réel,  il  serait  incommensurable.  Or 
à  la  place  de  a  mettons  l'indéterminée  z\  le  rapport  des  périodes 
de  l'intégrale 


/ 


dx 


\/(^x  —  z){x  —  b){x  —  c){x  —  d) 


sera  une  fonction  holomorphe  'f  (5)  àe  z  dans  le  voisinage  de  z^a: 
les  deux  périodes  2(B  —  D),  2  (G  —  D)  seront,  en  effet,  fonctions 
holomorphes  de  z  puisque  les  intégrales  B,  G,  D,  correspondant 
aux  lacets  qui  aboutissent  aux  racines  6,  c,  <i,  sont  elles-mêmes 
holomorphes,  leurs  éléments  jouissant  manifestement  de  cette 
propriété.  Nous  supposons  que  pour  ^  =  a,  ^{z)  se  réduise  à  un 
nombre  réel  \k  ;  or  l'équation 

T(-)=  V-', 

si  l'on  prend  p.'  suffisamment  voisin  de  [j.  a  au  moins  une  racine 
voisine  de  «  (').  Mais  nous  pouvons  prendre  pour  p.'  une  quantité 


(')  Nous  nous  appuyons  ici  sur  le  théorème  fondamental  relatif  à  la  conti- 
nuité des  racines  d'une  équation,  théorème  qui  sera  démontré  au  Chapitre  sui- 
vant. 
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réelle  cominensurable  aussi  rapprochée  qu'on  voudra  de  p.  et  nous 
aurons  alors  une  valeur  de  z  correspondante  très  voisine  de  a  et, 
par  conséquent,  distincte  de  b,  c,  d;  nous  serions  donc  ramené 
au  cas  dont  nous  avons  démontré  l'impossibilité.  INous  avons 
ainsi  démontré  le  théorème  suivant  c[ui  est  fort  important  ('  )  : 

Le  rapport  des  deux  périodes  de  V intégrale  elliptique  (8) 
est  imaginaire,  les  quatre  racines  «,  6,  c,  d  étant  distinctes. 

10.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  la  forme  canonique,  dont 
ont  fait  usage  Abel  et  Jacobi,  pour  l'intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce, 

dx 


f 


^{i  —  x^){i  —  k^x^)' 


et  considérons  le  cas,  particulièrement  intéressant  pour  les  appli- 
cations, où  k  est  une  constante  positive  inférieure  à  l'unité. 

Nous  avons  dans  ce  cas  les  quatre  points  critiques  i,  t'  —  ', 

—  ^'  Le  premier  lacet  sera  relatif  au  point  i  et  sera  obtenu  en 

joignant  l'origine  à  ce  point  par  une  droite;  le  second  lacet  sera 

obtenu  en  joignant  l'origine  au  point  j  par  un  segment  de  droite, 

en  évitant  seulement  le  point  i  par  un  demi-cercle  infiniment  petit 
situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles. 

Les  troisième  et  quatrième  lacets  seront  respectivement  les 
sjmétricjues  des  deux  premiers  par  rapport  à  l'origine.  On  va 
supposer  qu'on  parte  de  l'origine  avec  la  valeur  +  i  pour  le  ra- 
dical :  nous  poserons 

_    /•'  dx 

Jo    \/{ï—x'-){i  —  k-^x^) 

Calculons    la   valeur  de   l'intégrale  prise  deoà-r»  le  point    i 

étant  évité  comme  il  a  été  dit.   Nous  aurons  d'abord  K  en  allant 
de  o  à  I  ;  il  faut  voir  ce  que  deviendra  le  radical  quand  ce   va  dé- 


(')  La  démonstration  précédente  est  celle  que  je  donne  dans  mon  Cours  depuis 
plusieurs  années.  On  en  trouvera  une  toute  différente  dans  le  Cours  lithographie 
de  M.  Hcrmite  (3"=  édit.,  p.  287). 
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crire  le  segment  de  di^oite  f  i,  yj-  Si  nous  posons 


X  allant  de  o  à  i,  nous  pourrons  prendre  B  =  o  et  faire  varier  p 
de  I  à  o;  p  restant  fixe  et  très  petit,  le  point  x  décrira  le  demi- 
cercle  indiqué  autour  du  point  i,  si  l'on  fait  varier  Q  de  o  à  — tt; 
par  suite,  y/i  —  x  doit  être  remplacé,  quand  x  sera  plus  grand 
que  un,  par 

\J X  —  le    2"       ou     — i  sj X  —  I  : 

donc,  de  I  à  T'  nous  aurons  l'intégrale 


«^1 


dx 


/(a;^  —  i)(i  —  k''-x^-) 


que  nous  désignerons  par  i'K',  la  constante  K'  étant  comme  K 
essentiellement  positive.  De  o  à  -7  ;  nous  avons  donc  l'intégrale 

K  +  iW. 

Les  deux  autres  lacets  donnent  évidemment  des  quantités  égales  et 
de  signe  contraire.  Par  suite,  en  se  reportant  aux  généralités  re- 
latives aux  périodes  des  intégrales  hjperelliptiques,  nous  aurons 
les  deux  périodes 

4K    et    2tK'. 

W.   Il  est  important  de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale 

dx 


I 


'0      /(i_a72)(i  — /c2;r2) 

Cette  intégrale  n'a  de  sens  bien  déterminé  que  si  l'on  fixe  le 
chemin  suivi;  nous  supposerons  qu'on  suive  l'axe  réel  positif,  en 

•évitant  seulement  les  points  i  et  t  à  l'aide  de  deux  demi-cercles 

infiniment   petits   décrits   au-dessus   de   l'axe  réel.    Nous   avons 
d'abord 

(9)  K-^ili' 
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pour  le   trajet  de  o  à  7  •  Quand  x  est  supérieur  à  -j  on  voit,  en 
raisonnant  comme  plus  haut,  que  l'élément  devient 

—  dx 


v/(  a;'^  —  I  )  (  /i-  ^-  —  I  ) 
et  nous  aurons  l'intégrale  cherchée  en  ajoutant  à  l'expression  (g) 

dx 


l'intégrale 


-i 


\J  tyx"-  —  \){k'^  X'  —  I) 


Or  cette  intégrale  se  calcule  de  suite,  en   faisant  le  changement 
de  variable 

kx  ^=  —  5 

y 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  dernière  intégrale   est  égale  à 
—  K.  Nous  avons  donc 

l'intégrale  étant  prise  dans  les  conditions  indiquées. 

§  III.  Exemple  de  fonction  non  uniforme  représentée  par  des  inté- 
grales. Série  liypergéométrique.  Rapport  des  périodes  de  l'inté- 
grale elliptique  comme  fonction  du  module. 

12.  Nous  allons  nous  arrêter  sur  un  exemple  très  intéressant  de 
fonction  non  uniforme  représentée  par  une  intégrale  définie.  En 
posant 

nous  considérons  les  intégrales  définies 

Uo  =   /     ?(«)  du^ 

Vi  =  I     o(u)  du, 

U„  =  /      't*(")  dH) 
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Uo  désigne  une  constante  distincte  de  o  et  i.  Pour  une  valeur  dé- 
terminée de  ^,  ces  intégrales  ont  un  sens  parfaitement  déterminé, 


Fis.  25. 


si  l'on  a  fixé  le  chemin  allant  de  Uq  aux  points  o,  i  et  co,  et  si,  bien 
entendu,  on  a 

a>  — I,         6>  —  1,         a  +  6  +  X<  —  i. 

Marquons  sur  le   plan   des  u    le  point   «o   et  les  points  o,   i,  x 
{Jig-  aS)  et  traçons  les  lignes 

UqO,       UqX,        iio',        Uo'-^f 

ces  lignes  se  suivant  autour  de  ^^o  dans  l'ordre  qui  vient  d'être 
indiqué.  Introduisons  encore  l'intégrale 


\]x=  f      o(u)du  (^  > 


-!)• 


Les  U  peuvent  être  considérés  comme  des  fonctions  de  x  :  les 
différences 

t»-'i  =  Ux  —  Uo, 

(x>2  =  U,c  —  Ui 

sont  donc  des  fonctions  de  x.  Ce  sont  ces  fonctions  de  x  que 
nous  voulons  étudier;  elles  ont  été  envisagées  par  Gauss  dans 
un  Mémoire  célèbre  ('),  et  nous  avirons  à  revenir  sur  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elles  satis- 
font. Nous  voulons  les   regarder  en  ce  moment  comme  des  fo  ne - 


(')  Gauss,  OEuvres  complètes,  l.  III- 
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lions  non  uniformes  de  x^  et  chercher  quelle  est  la  nature  de 
leurs  déterminations  multiples  ('). 

13.  Tout  d'abord,  considérons  dans  le  plan  les  lignes  UaO,  u^,  i, 
u^)cc  comme  des  coupures,  c'est-à-dire  que  nous  astreignons, 
pour  le  moment,  ^  à  ne  pas  franchir  ces  lignes  :  les  U  sont  alors 
des  fonctions  bien  déterminées  de  x.  On  suppose  que  l'on  ait 
choisi,  une  fois  pour  toutes,  une  détermination  pour 

et  l'on  n'a  pas  à  changer  cette  détermination  une  fois  choisie, 
puisque  x  ne  tourne  pas  autour  de  u^i  s'il  ne  franchit  pas  les  cou- 
pures. Ajoutons  encore  que,  quelle  que  soit  la  position  du  points, 
la  ligne  u^x  part  toujours  de  Uo  en  étant  comprise  dans  l'angle 
li/oo;  c'est  moyennant  ces  conditions  que  nous  pouvons  dire 
que  les  U  sont  des  fonctions  uniformes  de  x. 

On  trouve  de  suite  une  relation  entre  les  U  :  en  effet,  en  in- 
tégrant le  long  du  contour  formé  par  les  coupures  considérées 
comme  lignes  doubles,  on  obtient  la  relation 


(lo) 


Les  facteurs  exponentiels  proviennent  des  rotations  sur  des  cer- 
cles infiniment  petits  décrits  autour  des  points  critiques.  Pour  le 
point  à  l'infini,  comme  nous  l'avons  déjà  expliqué,  un  tel  cercle 
est  remplacé  par  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand. 

Ceci  posé,  nous  voulons  chercher  quelles  relations  il  j  a  entre 
les  valeurs  des  fonctions  w,  et  coo  quand  le  point  x  est  d'abord 
sur  le  bord  gauche  de  la  coupure  u^o  et  ensuite  sur  le  bord  droit 
de  cette  même  coupure.  Désignons  par 

u'o,   u;,,   u;,   u;, 


(')  Cette  recherche  a  été  faite  d'abord  par  M.  Schlaffli  {Mathemat.  Annalen, 
l.  III),  et,  dans  sa  remarquable  Thèse  {Annales  de  l'École  Normale,  1881), 
iM.  Goursat  a  fait  l'étude  approfondie  des  relations  qui  existent  entre  ces  diffé- 
rentes intégrales.  La  méthode  suivie  dans  le  texte  est  celle  que  j'ai  indiquée 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (i885). 


INTÉGRALES   DE    FONCTIONS   NON    UNIFORMES. 


225 


les  valeurs  de  U  quand  x  est  en  x'  sur  le  bord  droit  de  la  cou- 
pure. On  doit  considérer  que  x  et  x'  sont  deux  points  géométri- 


Fig.  26. 


quement  confondus  :  l'un  est  sur  le  bord  gauche,  l'autre  sur  le 
droit  {^fig.  26).  On  aura  évidemment 

le  passage  de  X  à  x'  n'a  aucune  influence  sur  la  valeur  de  ces  inté- 
grales. Il  en  est  autrement  pour  Uq  et  U'q  et  le  point  essentiel  est 
de  trouver  Uq  en  fonction  des  U;  or  on  j  parvient  de  suite  par 
le  raisonnement  suivant.  On  a 

Quand  x  passe  en  x\  tous  les  éléments  de  l'intégrale  Uq  —  Ux 
sont  multipliés  par  e"-''^^,  puisque  (^^  —  xY'  se  trouve  multiplié 
par  e~-"^^,  le  point  u  étant  à  l'intérieur  du  contour  que  décrit  x 
dans  un  sens  supposé  négatif.  On  a  donc 

Ce  point  bien  compris,  il  n'y  a  plus  aucune  difficulté.  L'équation 
(10)  et  l'équation  analogue  relative  aux  U' nous  donnent  par  sous- 
traction 

(x_  e2«/7r)(u;  _  Uo)  +  [e2«'7t  _  e2(a+X)m](u;^  —  U^)  =  o. 

Les  équations  écrites  nous  permettent  d'avoir  les  U'  en  fonc- 
tion des  U  et,  par  conséquent,  en  posant 

w'i  =  U;^  —  U'o         et        w',  =  U^  —  U'i , 

les  valeurs  des  to'  en  fonction  des  co.  On  trouve  ainsi 


(S,) 


«2  =  aj2  H-  [e--(«+^-'''^  —  e-2)-'7t](0|. 


P. 


i5 
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Nous  pouvons  maintenant  énoncer  sous  une  forme  un  peu  dif- 
férente le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir.  Concevons  que 
l'on  supprime  la  coupure  UqOj  et  que  x^  partant  d'un  point  d'ail- 
leurs arbitraire,  revienne  en  ce  point  après  avoir  tourné  une  fois 
autour  de  o  dans  le  sens  négatif;  w,  et  too  ne  reviennent  pas  au 
point  de  départ  avec  les  mêmes  valeurs,  mais  avec  des  valeurs  t.ô\ 
et  w'o  liées  à  co,  et  tog  par  les  formules  (Si  ).  On  peut  dire  qu'à  une 
circulation  autour  du  point  zéro  correspond  la  substitution 

(S,)- 

La  même  méthode  nous  donne,  sans  presque  y  rien  changer, 

la  substitution  qui  correspond  à  une  circulation  autour  du  point 

un.    Pour    la  trouver,    nous    supposerons  cette  fois  le  point  x 


Fis;.  2- 


d'abord  sur  le  bord  droit  de  la  coupure  Uq  i  et  ensuite  sur  le  bord 
gauche  de  cette  même  coupure  (Jig'-  27).  Désignons  par 

TT"       TT"       TI"       TI" 

les  valeurs  des  U  quand  x  est  en  x"  sur  le  bord  gauche  de  la  cou- 
pure. Nous  aurons 

•et  l'on  a,  en  opérant  comme  plus  haut, 

[e2aî7i_  e2(a+).)jTt]  (U^_  U^)  +  [e2{a+l)m—  e2{a+6+X)/7i]  (U'^  —  Ui)  =  o, 

•équation  d'oii  nous  tirons 


(S  ) 

^    ^^  \  oil=  e2(6+X)t7roj2, 

en  posant 
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La  substitution  S2  correspond  à  une  circulation  autour  du 
point  I . 

14.  INous  venons  de  voir  comment  se  modifient  w,  et  Wo  quand 
la  variable  x  tourne  autour  du  point  zéro  et  autour  du  point  un. 
Pour  la  substitution  S|  la  circulation  correspond  à  une  circulation 
dans  le  sens  négatif,  et  So  est  relatif  au  sens  positif.  Les  substi- 
tutions inverses  de  Si  et  So  donneront  manifestement  les  nou- 
velles valeurs  de  la  fonction  pour  des  circulations  respectivement 
de  sens  contraires. 

Les  substitutions  (S|)  et  (So)  permettent  de  trouver  toutes  les 
valeurs  possibles  de  la  fonction.  En  effet,  les  fonctions  w,  et  Wo 
n'ont  d'autres  points  singuliers  que  les  points  zéro  et  un.  Pour  le 
voir  bien  nettement,  remarquons  que  Uq,  Uj,  U»  ont  pour  points 
singuliers  à  distance  finie 


car,  si  l'on  considère  tout  autre  point  x^^  et  si  l'on  suppose,  comme 
il  est  permis,  que  les  coupures  ne  passent  pas  par  ce  point,  les 
intégrales  Uo,  U|,  U^  seront  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans 
le  voisinage  de  x^  comme  la  fonction  sous  le  signe  somme 


Ux  s'exprimant  linéairement  en  fonction  de  Uo,  Ui,  U»  aura  les 
mêmes  points  singviliers  x  =  o,  x  =  i,  x  =  Uq.  Revenons  mainte- 
nant aux  différences  (o,  et  Wo,  elles  n'admettront  pas  Uo  comme 
point  singulier;  elles  ne  dépendent  pas,  en  effet,  de  Uo,  puisqu'on 
peut  écrire 

^0 


)2  =    /      ^(u)  du, 


ces  intégrales  étant  prises,  suivant  la  détermination  que  Ton  consi- 
dère, le  long  d'un  chemin  ou  d'un  autre  allant  respectivement  de 
G  à  ^  et  de  i  à  ^  :  elles  se  trouvent,  par  suite,  définies  indépen- 
damment de  Uq.  Il  n'y  a  donc  pas  de  troisième  point  singulier  à 
distance  finie. 
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Les  fonctions  tO)  et  too  de  la  variable  x  sont  des  fonctions 
holoniorphes  de  x  dans  le  voisinage  de  tout  point,  sauf  pou r 
X  =  o,  X  =^  i  et  X  =-co. 

Il  en  résulte  que  w,  et  coo  désignant  un  système  de  détermina- 
tions de  ces  fonctions  en  un  point  arbitraire  x^  on  obtiendra  tous 
les  autres  en  effectuant  sur  co,  et  t02  les  substitutions 

les  a  et  p  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  {voir  t.  T,  p.  439, 
pour  les  définitions  relatives  aux  substitutions). 

15.  Parmi  les  différences  d'intégrales  du  type  de  celles  que 
nous  venons  de  considérer,  il  en  est  une  conduisant  à  un  déve- 
loppement en  série  très  remarquable;  c'est  la  différence  U«, —  U, 
ou 

f=    I       u«(u  —  iy{u  —  a:)>^du. 

Supposons  que  l'on  intègre  de  i  à  co,  en  suivant  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  réel  et  que  |  ^  |  <^  i . 

Posons,  pour  avoir  les  notations  de  Gauss, 

«  =  a  —  y,         6  =  Y  —  P  —  I ,         X  =  —  a. 

Les  inégalités,  supposées  remplies  pour  que  l'intégrale  ait  un 
sens,  sont  Y  ^  [^?  [^  >•  o. 

Nous  allons  développer  l'intégrale /en  série;  on  peut  écrire 

or,  puisque  |  ?«  [  >■  i  et  ]  ^  |  <  i ,  on  a 

x\-'^  X  a(a -h  i). .  .(a-\- p  —  i)  xi' 

I =n-a'  ■  '■ 


u/  u  i  .1.  .  .p  u» 

f  se  trouve  donc  développé   en  série  entière,  et  le   terme  gén('- 
ral  est 

1.2...P  J^ 
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Partons  de  l'identité 

-^  [  «-T-P+Ï  (  «  —  I  )T-P  ] 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

et  enfiQ 

I     u-J-P{u  —  i)-ï-^-^  du 

On  en  conclut  que/",  abstraction  faite  du  facteur  constant 

/      u-l(u  —  i)Y-^-Ulu, 
se  réduit  à  Ja  série 

a. 3  ,    a(a  +  i)...(aH-/P-i)  P(  P  H-  i).  ..(jB +/>  -  i) 

I  -H    • 37  -H  ...  -1 — ■: ;  r  X  '   -|-  . .  .  . 

i.Y  1.2...P  y(T  +  ')---(Y+/'  — 0 

Cette  série  remarquable  est  connue  sous  le  nom  de  série  hyper- 
géométrique.  Si  on  la  considère,  a  priori,  on  peut  donner  aux 
constantes  a,  [3,  y  des  valeurs  quelconques,  exception  faite  seule- 
ment d'un  entier  négatif  pour  y.  Le  cercle  de  convergence  de  la 
série  est  le  cercle  de  rayon  uti. 

16.  Examinons  en  particulier  le  cas  où 

'  a  =  b  —  1 = 

2 

La  signification  de  co,  et  CO2  est  alors  remarquable^  ce  sont  deux 
demi-périodes  distinctes  de  l'intégrale  elliptique 


L 


du 


\/u(u  —  i)  {u  — ^) 
Nous  considérons  ici  ces  périodes  comme  fonctions  de  x.  Les 
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substilutions  Si  et  So  du  8  13  sont  alors 


(S,) 
(Sa) 


ÎWi  =  tO], 
Wj  =  20)]  -f-  W2  ; 
(    w'I  =  tOi  H-  2  0)2, 


On  aura  donc  toutes  les  déterminations  possibles  de  oj(  et  coo  en 
combinant  les  substitutions  S)  et  So  et  leurs  puissances.  Ces  dé- 
terminations seront  de  la  forme 

m,  n,  p,  q  désignant  des  entiers,  et  l'on  aura,  comme  pour  les 
substitutions  composantes, 

mcj  —  np  =  I. 

Or  nous  avons  vu  (§  9)  que  le  rapport 

0>1 

—  j 

«2 

X  étant  différent  de  zéro  et  un,  ne  peut  devenir  égal  à  un  nombre 
réel  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  coefficient  de  iyi^\^l — \) 
dans  ce  rapport  garde  un  signe  invariable,  puisqu'il  ne  peut  pas 
s'annuler.  Ce  résultat  est  relatif  aux  déterminations  de  co,  et  coo 
entendues  telles  que  nous  les  avons  considérées  d'abord  au  §  13, 
c'est-à-dire  en  supposant  que  x  ne  franchisse  pas  les  coupures  pri- 
mitivement tracées  dans  le  plan  ^  mais  il  subsiste  quand  on  a  levé 
toute  restriction,  car  alors  le  rapport  jarécédent  a  pour  valeur 

771  Wi  -!-  /IWj  ,  . 

{mq  —  np  =  i), 

piiJi-\-  g (x>2 

et,  dans  ce  rapport,  le  signe  du  coefficient  de  i  est  le  même  que 
dans  — 

102 

En  résumé,  le  rapport 

v(^)=  — 

W2 

est  une  fonction  analytique  de  x  n  ayant  cV  autre  point  sin- 
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gulier  que  ^  =  o,  x  =^  i  et  ^  =  00.  Quel  que  soit  le  chemin 
suivi  par  la  variable,  le  coefficient  de  i  garde  un  signe  inva- 
riable. 

Ajoutons  encore  que  v  sera  une  fonction  liolomorphe  de  x  pour 
toute  valeur  distincte  des  points  critiques,  car,  si  v  devenait  in- 
fini, c'est  qu'on  aurait 

et  nous  savons  qu'une  telle  relation  est  impossible;  pour  la 
même  raison,  v  ne  peut  s'annuler. 

17.  On  peut  se  servir  de  la  fonction  v(x)  pour  établir  le  pre- 
mier théorème  que  j'ai  donné  autrefois  sur  les  fonctions  entières 
[Annales  de  V Ecole  Normale,  1880). 

Désignons  d'une  manière  générale  par  G(5)  une  fonction  en- 
tière, c'est-à-dire  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Il 
peut  arriver  qu'une  telle  fonction  ne  puisse,  pour  aucune  valeur 
finie  de  z,  prendre  une  certaine  valeiîr  finie  a.  L'expression 
gf{z)_j^Q^  où  f{z)  est  une  fonction  entière,  ne  devient  jamais 
égale  à  a.  La  circonstance  qui  se  présente  à  l'égard  de  a  peut- 
elle  se  présenter  pour  une  autre  grandeur  bl  Peut-il,  en  d'autres 
termes,  arriver  que  les  équations 

G(5)=a,         G{z)  =  b        (a^b), 

n'aient  pas  de  racines?  Nous  allons  montrer  qu^une  fonction  en- 
tière G(^)  qui  ne  deviendrait  jamais  égale  ni  à  «;,  ni  à  6,  serait 
nécessairement  une  constante. 

On  peut  tout  d'abord  supposer  que  «  ^  o  et  6  =  i  ;  considérons, 
en  effet,  la  fonction  —7-^^^ ?  elle  ne  deviendra,  d'après  nos  hypo- 
thèses, jamais  égale  ni  à  zéro  ni  à  l'unité.  Nous  allons  donc  rai- 
sonner sur  une  fonction  G(3)  ne  devenant  égale  ni  à  zéro  ni  kun. 

Posons  .r  =  G(3);  la  fonction  v(a:)  du  paragraphe  précédent  de- 
viendra une  fonction  de  z  que  nous  allons  étudier.  A  une  valeur 
Xo  de  X  correspondent  une  infinité  de  déterminations  de  v;  choi- 
sissons l'une  d'elles  Vq.  Soit,  pour  5  :=  ^o,  ^0  =  G(3o)  •  la  détermi- 
nation de  la  fonction 

v[G(-)J 
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est  alors  définie  pour  z  =  ^o-  Supposons  que  z  décrive  un  chemin 
quelconque  C  partant  de  -:;o  et  j  revenant,  x  décrit  alors  dans  son 
plan  une  courbe  fermée  partant  de  Xq  et  revenant  à  ce  point.  Pour 
le  cas  où  cette  courbe  se  couperait  elle-même,  désignons  par  C 
le  contour  extérieur  de  l'aire  qu'elle  limite.  La  courbe  C  ne  com- 
prend à  son  intérieur  ni  le  point  zéro  ni  le  point  un.  Déformons 
en  effet  la  courbe  C  sans  cesser  de  la  faire  passer  en  ^o  ;  nous  pou- 
vons la  réduire  à  ce  point.  Il  est  clair  que,  par  ces  déformations 
continues  de  C,  nous  réduirons  C  au  point  Xq  sans  qu'elle  tra- 
verse jamais  aucun  des  points  o  et  i,  puisque,  par  hypothèse, 
G(^)  ne  prend  jamais  ces  valeurs.  Il  résulte  de  là  que  la  fonction 
v[G(^)]  reprendra  en  ^o  sa  valeur  initiale  Vo  quand  ;;  reviendra  en 
Zq  après  avoir  décrit  la  courbe  C.  De  là  se  conclut  bien  aisément 
que  cette  fonction  est  une  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le 
plan.  Considérons,  en  eff"et,  deux  chemins  z^az^.^  z^àzt  allant  de 
^0  à  un  point  quelconque  z^  du  plan.  Soit  v,  la  valeur  qu'acquiert  v 
quand  on  suit  le  chemin  z^aZi  ;  en  continuant  suivant  5,  è^o,  on 
ramène  la  valeur  initiale  Vq-  Si  maintenant  on  rétrograde  suivant 
ZobZi,  la  fonction  repassera  par  la  même  valeur  en  chaque  point 
et,  par  conséquent,  elle  acquerra  en  Zi  la  valeur  v,  obtenue  pré- 
cédemment. Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  que  la  fonction 

est  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan;  comme  elle  reste 
d'ailleurs  toujours  finie,  c'est  une  fonction  entière. 

C'est  ici  qu'une  impossibilité  va  apparaître.  On  se  rappelle  que 
dans  V  le  coefficient  de  «a  un  signe  invariable;  nous  pouvons  le 
supposer  positif,  puisque  autrement  on  raisonnerait  sur  —  v.  Nous 
avons  donc  une  fonction  entière  f{z)  dans  laquelle  le  coefficient 
de  i  est  positif.  Je  dis  que  f{z)  ne  peut  être  qu'une  constante. 
Envisageons,  en  eff"et,  la  fonction 

eifiz)  : 

c'est  une  fonction  entière  dont  le  module  est  e~^,  si  l'on  pose 
/(5)  =  X-htY;  mais,  puisque  Y  >■  o,  le  module  de  e'/'^^  sera 
toujours  moindre  que  un.  Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  de 
Liouville,  que  e'/^^^  et,  par  suite,  f{z)  doivent  se  réduire  à  des 
constantes.  Notre  fonction  v[G(^)]  se  réduisant  à  une  constante. 
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G(:;)  devra  elle-même  être  constante,  puisque  v(^)  est  une  véri- 
table fonction  de  x.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

18.  Au  lieu  d'une  fonction  entière,  considérons  maintenant  une 
fonction  uniforme /^(^)  n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  plan  que 
des  pôles.  Je  dis  qu'iY  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  valeurs  fi- 
nies a  et  b  que  ne  puisse  prendre  une  telle  fonction  pour  une 
valeur  finie  de  la  variable. 

Nous  avons  vu,  comme  conséquence  de  la  théorie  des  facteurs 
primaires,  que  l'on  peut  mellve  f[z)  sous  la  forme 

G)  et  Go  étant  deux  fonctions  entières  n'ayant  pas  de  racine  com- 
mune. Cherchons  d'abord  l'expression  d'une  fonction /(x;)  ne  de- 
venant égale  ni  à  «  ni  à  6.  Dans  ce  cas, 

Gfi(-s) — •  aG=i{z) 
ne  pourra  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  z.  On  aura,  par  suite, 

P(s)  étant  une  fonction  entière.  De  même,  on  aura 

Gi(5)-6G2(^)=e«(^', 

Q(s)  étant  une  fonction  entière.  De  ces  relations  se  tirent  G(  et 
Go  et  Ion  peut  écrire 

•'^^'~     eQ(z)_eP(:) 

Nous  allons  voir  maintenant  que  cette  fonction  peut  prendre 
une  valeur  finie  quelconque  c  différente  de  a  et  b.  L'équation 

peut,  en  effet,  s'écrire 

b  —  c 
a  —  c 

La  constante  du  second  membre  n'est  ni  nulle  ni  infinie.  Or  l'é- 
quation 

Q(^)-P(^)==log^ 
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a  certainement  une  infinité  de  racines,  car  il  ne  peut  y  avoir,  d'a- 
près le  paragraphe  précédent,  plus  d'une  valeur  finie  que  ne  puisse 
prendre  la  fonction  entière  Q(^)  —  P(2);  or  le  logarithme  a  une 
infinité  de  déterminations,  de  sorte  que  si  pour  une  de  ces  déter- 
minations l'équation  n'avait  pas  de  racines,  elle  en  aurait  certai- 
nement pour  les  autres.  Ce  raisonnement  suppose  que  Q{z)  —  P(^) 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante,  mais  on  voit  immédiatement 
dans  ce  cas  quey(r)  serait  elle-même  une  constante. 
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CHAPITRE  IX. 


DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 


I.  —  Généralités  sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
complexes. 

1 .  Nous  avons,  jusqu'ici,  considéré  seulement  des  fonctions  ana- 
lytiques d'une  variable  complexe;  on  peut  de  même  envisager  des 
fonctions  de  plusieurs  variables  complexes.  Il  s'en  faut  de  beaucoup 
que  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  soit  aussi 
avancée  que  celle  d'une  variable.  Dans  les  généralités  qui  vont 
suivre,  la  plupart  des  résultats  seront  applicables  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  du  moins  avec  des  modifications  insigni- 
fiantes :  nous  simplifierons  l'écriture  et  l'exposition  en  nous  bor- 
nant à  deux. 

2.  Soit/(i^,  v)  une  fonction  analytique  des  deux  variables  com- 
plexes u  et  ç.  Posons 

u  z=  .r  -h  iy,         i>  =  z  -i-  it, 

on  a,  par  définition, 

f{u,i>)=  P{x,y,z,  t)-h  iqix, y,. ::,(), 

P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  des  quatre  variables  réelles  x,  y, 
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z,  t.  On  aura  manifestement  entre  P  et  Q  les  quatre  relations 


(E) 


àp 

dx 

dQ 
dy 

dP 

dy-' 

dx 

dP 

dz  ~ 

dt 

dP 

dt  ~~ 

dz 

Cherchons  à  quelles  équations  satisfera  la  fonction  P,  En  grou- 
pant de  toutes  les  manières  possibles  ces  équations  deux  à  deux, 
on  obtient  par  deux  différentiations  convenables  une  relation  à  la- 
quelle satisfait  P.  Les  deux  premières  donnent 

.      d^P        d'-P 
la  première  et  la  troisième 


puis  ensuite 


d'-P          d^'P 
dx  dt        àz  dy 

(•,3); 

d^P               à'-P 
dx  àz  ""       àt  dy 

(1,4), 

^2p               à^-P 

dy  dt  ~       dz  dx 

(2,3), 

à'-P               à'^P 
dy  dz             dt  dx 

(2,4), 

à^P       d^P 

àz^  -^  dt^='' 

(3,4). 

On  voit  que  ces  six  équations  se  réduisent  à  qualité.  La  fonction 
P(^,jK,  z^  t)  satisfait  donc  aux  quatre  équations 

d^P  à^P     _  ()2p  t)2P     _ 

1^  "^   ~d^   "  °'  dxdt  ~~  dz  dy  ~    ' 

d^P  ()2p      ^  (92P  ()2p      _ 

dx  dz  '^  àtày  -  ^'  1)^ '^    "dî^'    ~  °' 

Réciproquement,  d'ailleurs,  si  l'on  a  une  fonction  P  satisfaisant 
à  ces  quatre  équations,  on  pourra  trouver  une  fonction  Q(.3;,jk,  z^  t) 
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vérifiant  les  équations  (E),  puisque  les  conditions  trouvées  ex- 
priment précisément  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'on  puisse  obtenir  une  telle  fonction  Q(a:,  y,  z,  i). 

On  voit  de  suite  la  différence  profonde  qui  doit  séparer  la 
théorie  des  fonctions  de  deux  variables  de  celle  d'une  variable. 
Dans  celle-ci,  la  partie  réelle  P  doit  satisfaire  à  l'unique  équation  de 
Laplace;  dans  celle-là,  au  contraire,  nous  trouvons  quatre  équa- 
tions pour  cette  seule  partie  réelle  P.  11  ne  semble  guère  possible 
d'étudier  ce  système  de  quatre  équations  comme  on  a  étudié  l'é- 
quation de  Laplace;  aussi  devrons-nous  ici  considérer  la  fonction 
P  -f-  i'Q  dans  son  ensemble  sans  étudier  séparément  P  et  Q. 

3.  La  série  de  Tajlor  s'étend  immédiatement  aux  cas  de  deux 
variables.  Soit  une  fonction  analytique /(^,  j)  des  deux  variables 
complexes  x  ei  y]  cette  fonction  est  supposée  uniforme  et  con- 
tinue quand  le  points  est  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  ayant  ^o  pour 
centre  et /-pour  rayon,  et  le  point  y  dans  un  cercle  C  de  centre  j^o 
et  de  rayon  /''. 

Nous  n'avons  qu'à  répéter  la  démonstration  faite  pour  le  cas 
des  variables  réelles.  Supposons  que  les  points  x^-ï-h  ety^^  k 
soient  à  l'intérieur  des  deux  cercles  que  nous  venons  de  définir; 

on  pose 

X  —  Xq-\-  ht,        y  =  Yq^  kt. 

f{x^y)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  la  variable 
complexe  ï,  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  du  cercle  ayant 
l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon,  puisque,  quand  t  reste 
dans  cette  région,  le  point  [x,  y)  reste  à  l'intérieur  des  cercles 
[;  C  et  C.  On  doit  même  remarquer  que  la  fonction  de  t,  que  repré- 
sente/"(x,  jk)?  sera  uniforme  et  contenue  dans  un  cercle  de  rayon 
supérieur  à  i  ;  nous  pourrons  donc  faire,  sans  incertitude,  ^=  i, 
dans  le  développement  que  nous  allons  obtenir.  Ce  développement 
n'est  autre  chose  que  le  développement  de  Taylor,  pour  la  fonction 

de  t 

f{xQ-\-ht,y^i+  kt)  : 

on  a  donc 

/,df        ,  df\" 


/(:ro+A/,7  +  A-0  =  2 


dx  dy 
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OÙ,  comme  on  sait,  l'expression  (  h  -i-  +  A -p  j         est  symbolique, 

les  puissances  devant  être  remplacées  par  les  dérivées.  On  a  alors 
pour  i  =  I 


dx  dy 


/(^o+A,roH-/0  =  2 

entièrement  analogue,  comme  forme,   à  ce  qui   a  été  vu  dans  la 
théorie  élémentaire  des  fonctions  de  deux  variables  réelles. 

4.  Dans  le  développement  précédent,  le  coefficient  de  liPk'i  est 

I  /     d-f    \ 

\.i...p.l.i.  .  .q\dxPdy1  ) x,,y, 

11  est  très  intéressant  d'avoir  une  limite  supérieure  du  module 
de  ce  coefficient.  Cette  limite  peut  être  obtenue  en  fonction  du 
module  maximum  M  de  la  fonction  f{x^  y)  à  l'intérieur  des 
cercles  C  et  C 

Considérons  d'abord  la  fonction  f[x,y)  comme  fonction  de  la 
seule  variable  x^  nous  aurons,  d'après  une  formule  établie  anté- 
rieurement (Ch.  V,  §  4), 

Prenons  maintenant  la  dérivée  cf'^^'^  des  deux  membres  par 
rapport  ày  et  faisons ^=^0-  Nous  devons  différentier  ^  fois  sous  le 
signe  d'intégration  par  rapport  à  y;  or,  en  appliquante  même  for- 
mule, on  a 

Il  vient  donc  finalement 

\dxPdyl)x^x,  iizrP.i'Kr'^      X       J,       "^  '  '"^  ' 

y-yo 

De  cette  formule  se  tire  de  suite  la  limite  cherchée  :  en  rem- 
plaçant par  Mie  coefficient  de  <i9  c/9' sous  le  signe  d'intégration,  ou 
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a  une  limite  du  module  et,  par  conséquent, 
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dP+if 


dxPdyi 


< 


y=yo 


ï  .1.  .  .p.l  .2.  .  .q 


M. 


5.  Si  les  cercles  C  et  C  ont  pour  centres  l'origine,  on  a,  en 
faisant  ^o=jro  =  o  et  /^  =  ^,  kr=y,  le  développement  de  Ma- 
claurin 


(1) 


/(^>  j)=2 


du       "^  dv  /  u=o 
i  .-i.  .  .11 


^^pqxpyi. 


Le  coefficient  kp^q  de  xPyi  est,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 

plus  haut, 

'  dp+if 


1 .2. .  .p.1.1. .  .g  \duPdvi / u  =  n 

On  aura  donc  l'inégalité  très  importante 

M 


I  Àp,*?!  < 


rP  r'i 


De  là  nous  concluons  une  propriété  essentielle  du  développe- 
ment (i);  la  série,  formée  avec  les  modules  des  termes  de  la  série 

^kp^^xPyi, 

est  convergente,  quand  a;  el  y  sont  respectivement  à  l'intérieur 
des  cercles  C  et  C.  On  le  voit  de  suite,  puisque,  en  remplaçant 
1  Ap^q  I  par  sa  limite  supérieure,  on  a 


2  -(jïii') 

et  cette  série  est  convergente  quand 


<■'?'<' 


La  fonction  représentée  par  la  série  (2)  s'obtient  d'ailleurs  im- 
médiatement sous  forme  finie;  ce  n'est  autre  chose  que 


G{x,y): 


M 


(-^)(-^) 
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comme  le  montrent  les  développements  de et et  l'ap- 


1 

r 


plication  de  la  règle  de  multiplication  des  séries. 

Nous  ferons  plus  tard  grand  usage  de  la  fonction  G{x,y). 
D'après  la  manière  même  dont  elle  a  été  obtenue,  on  peut  dire  que 
ses  dérivées  partielles,  toutes  positives  pour  x  =  o,  y  ^  o,  sont, 
pour  ces  valeurs  des  variables,  supérieures  aux  modules  de  la  dé- 
rivée correspondante  def(x,y)  :  on  a  les  inégalités 


\dxPdy^/x=o'^  I  dxPôyi  \jr=i 


y=0  7=0 


On  peut  trouver  bien  d'autres  fonctions  jouissant  de  la  même 
propriété  que  G(^,  y).  Citons  la  suivante  dont  nous  aurons  aussi 


à  faire  usage 


M 


X        y 
r        r' 


Le  coefficient  de  xP  yi,  dans  le  développement  de  cette  fonc- 
tion, étant 

i.9....n  M 

• •  r  {n=P-^Q^i 

ï  .1.  .  .p.i  .-2.  .  .q  l'i'  ri 

se  trouve  supérieur  à  la  limite  trouvée r-  pour  les  modules  des 

coefficients  dey(.r,  y). 

6.  Nous  nous  sommes  borné  au  cas  de  deux  variables  :  tous 
ces  calculs  s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Pour 
une  fonction 

f{Xi,X2,  ...,Xn) 

uniforme  et  continue  à  l'intérieur  des  cercles  Cj,  Co,  .  ..,  C^  de 
centre  O  et  de  rayons  /'i,  /'o,  .  . .,  /•«,  on  a  le  développement 

et  l'inégalité 

lA  I<  ^ 


^ihPi..-Pn\  --  f.p,f.p,       ,./r 

conduit  à  des  conséquences  analogues  à  celles  que  nous  avons  ob- 
tenues pour  le  cas  de  deux  variables. 


I 
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II.  —  Décomposition  en  facteurs  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables.  Fonctions  implicites. 

7.  La  décomposition  en  facteurs  d'une  fonction  d'une  variable, 
qui  permet  de  mettre  en  évidence  les  racines  de  cette  fonction, 
n'est  pas  susceptible  de  s'étendre  sous  la  même  forme  à  une  fonc- 
tion de  deux  ou  plusieurs  variables.  Ici,  en  effet,  l'ensemble  des 
valeurs  des  variables  qui  annulent  la  fonction  forme  une  suite  con- 
tinue. On  peut  cependant,  dans  une  certaine  mesure,  réaliser  une 
décomposition  qui  mette  en  évidence  la  partie  d'une  fonction 
susceptible  de  s'annuler  dans  le  voisinage  d'un  système  déterminé 
de  valeurs  des  variables. 

Avant  d'aborder  ce  point,  commençons  par  montrer  comment 
le  théorème  de  Cauchy,  démontré  (Chap.  VI,  §24)  pour  les  poly- 
nômes, est  susceptible  de  s'étendre  à  une  fonction  holomorphe 
quelconque.  Nous  nous  bornons  toujours,  uniquement  pour  abré- 
ger, à  une  fonction  de  deux  variables. 

Soit  donc  une  fonction  F(5?,  j)  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  0)  =  o,  y^o,  c'est-à-dire  dans  des  cercles  de  rayon  p^  et  R. 
On  suppose  que  F(x,  y)  s'annule  pour  ^  =  o,  y^o  et  que 
F(o,  y)  ne  soit  pas  identiquement  nul. 

Ecrivons  F  (ce,  y)  sous  la  forme 

les  A  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans  le  voisinage  de 
X  =  o. 

En  désignant  par  M  le  module  maximum  de  f(x,  y),  on  a 

Oa  suppose  que 

Ao(o)  =  Ai(o)  =...=  A„._i(o)  =  o         et         A„(o)7^o. 
Nous  voulons  chercher  le  nombre  des  racines  de  l'équation  en  y, 

F(x,y)  =  o, 

voisines  de  zéro,  pour  x  suffisamment  voisin  de  zéro. 

P.  -  11.  16 
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Ecrivons 


en  ])osanL 


P  = 


Ao  Al  ,    A„- 


k^r'  A„JK"-1 kny 


Soit  B  le  module  minimum  de  A„,  x  restant  à  l'intérieur  d'un 
certain  cercle  dans  lequel  A„  ne  s'annule  pas  et  que  nous  suppo- 
serons être  le  cercle  de  rayon  po-  On  aura,  en  désignant  par  r  le 
module  de  y, 

Si  donc  on  prend  /'  assez  petit,  on  aura 

mod  Q  <  -  5 

lorsque  le  point  {x,  y)  est  quelconque  à  l'intérieur  des  cercles  do 
rayon  po  pour  x,  et  de  rayon  r  pour  y. 

On  aura,  d'autre  part,  pour  P,  quand  y  reste  sur  le  cercle  de 
rayon  /%  en  appelant  A  le  module  maximum  de  Aq,  A, ,  . . .,  A«_, , 

mod  P  <  Tï  —  -^ r  -+-•••-)-  - 

B  \/-"        /■«-!  r 

et  comme  Aq,  A,,  ...,  A„_i  s'annulent  pour  x  =  o,  on  aura,  si 
Ton  prend  pour  domaine  de  x  un  cercle  d'un  rayon  p  <<  po  assez 
petit,  A  aussi  petit  qu'on  voudra.  Prenons  p  assez  petit  pour  que 

A /  I  I  i\   ^  I 


alors  on  aura 

modP  < -  3 

X  restant  dans  le  cercle  de  rayon  p  et  y  sur  la  circonférence  de 
rayon  r. 

Il  est  facile  maintenant  d'avoir  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion en  y 

V{x,y)  =  o 
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{x  ayant  une  valeur  fixe  dans  le  cercle  de  rajon  p)  contenues  dans 
le  cercle  de  rayon  r.  Il  suffit  d'étudier  la  variation  de  l'argument 
de  F{x,  y)  quand  y  décrit  la  circonférence  de  rayon  r;  or  le 
module  de  P  +  Q  étant  inféi4ear  à  un,  l'argument  de 

i-^P  +  Q 

reprend  la  même  valeur.  La  variation  de  l'argument  sera  donc 
ijiTzi  et, par  suite,  le  nombre  des  racines  sera  égal  à  n. 

8.  Cherchons  quelle  forme  on  peut  donner  à  la  fonction 
F(^,y).  A  cet  effet,  x  ayant  une  valeur  fixe  dans  le  cercle  de 
rayon  p,  effectuons,  sur  le  cercle  de  rayon  /•  dans  le  plan  des  y^ 
l'intégrale 


y  — 

('■) 


v'  désignant  un  point  quelconque  à  l'intérieur  de  (/').  En  déve- 
loppant   7  suivant  les  puissances  entières  dey',  on  voit  immé- 
diatement que  cette  intégrale  est  de  la  forme 

les  G  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x.  D'autre  part,  en  dé- 
signant par 

7i,    72,     •••,    7« 

les  /i  racines  de  F(t,  y)  =  o,  contenues  dans  le  cercle  de  rayon  /■, 
cette  intégrale  est  aussi  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
sous  le  signe  d'intégration,  relatifs  aux  pôles  j>^, ,  j'25  •  ••■>  J'n  et^'', 
c'est-à-dire  à 

(^)        +_-^—  +...+  — •—,. 

\F/y=y'         Jl-y  7«-J 

On  a  donc,  en  remplaçant  j''  par  y,  et  posant 

fil)  =  {y  -fi){y  —y^).  ■  ■{y—jn), 
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l'identité 

p  =  0 

dy                I 

I 

dF 
dy 
F 

dy 

F       y-fi     ■■■ 

I-J'n 

f 

ou 

dF 

dv 

ll(œ,y)  =  -f- 

àf 

ày 
/' 

H(^,j')  étant  une  fonction  holomorphe  de  x  et  jk,  lorsque  ces 
points  sont  respectivement  à  l'intérieur  des  cercles  de  rayon  p 
et  r. 

D'ailleurs y"(j')  est  un  polynôme  en  y 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  holomorplies  de  x.  Pour 
le  voir,  effectuons  encore  sur  le  cercle  (r)  l'intégrale 

XdF_ 

C'est  une  fonction  holomorphe  de  x^  qui  est  identiquement  égale 
à  la  somme 

des  résidus  de  la  fonction  intégrée,  c'est-à-dire  que  les  sommes  des 
puissances    semblables  de  jKi  j    •■•?  J^«  sont  des  fonctions  holo- 
morplies de  x^  et,  par  suite,  enfin  les  coefficients  a. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

H,(^,jk)  étant  encore  holomorphe,  et  C  une  constante  par  rap- 
port ky.,  c'est-à-dire  une  fonction  de  x  qu'il  est  facile  de  détermi- 
ner. :  en  faisant  jk  =JKo)  y^  étant  sur  le  cercle  de  rayon  /•,  on  aura 

F(:r,jKo)=/(^,7o)Ge'M-,yo); 

or  F(a:,  yo)  ety(^7  J>''o)  ^^  s'annulent  pas  quand  x  est  à  l'intérieur 
du  cercle  p.  Il  en  résulte  que  nous  pouvons  écrire 


I 
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K(^,jk)  étant  une  fonction  holoniorphe  qui  ne  s'annule  pas 
quand  x  et  y  sont  à  V intérieur  des  cercles  o  et  r;  de  plus, 
f{x^  y)  est  un  polynôme  en  y  dont  le  premier  coefficient  est 
l'unité  et  dont  les  autres  coefficients  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  en  x  (^  ). 

On  voit  que  cette  décomposition  met  en  cpielque  sorte  en  évi- 
dence la  partie  de  la  fonction  ¥[x,y)qui  s'annule  dans  le 
voisinage  de  x  ^  o,  y  =  o. 

9.  Une  conséquence  très  importante  peut  se  déduire  du  théo- 
rème précédent,  relativement  à  l'existence  des  fonctions  impli- 
cites. Considérons  l'équation 

F(x,y)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ^  =  o,  y  =  o.  Je 
suppose  que  (  j-  )        ne  soit  pas  nulle,  c'est-à-dire  que  le  nombre 

n  du  paragraphe  précédent  soit  égal  à  un.- 
On  aura  donc 

^\x.y)  =  [r  +  «i(^)]K(a;,jK), 

rt)  étant  holomorphe  en  x  et  s'annulant  pour  x  =  o.  L'ensemble 
des  valeurs  de  ;r  et  j'  voisines  de  zéro  et  satisfaisant  à  l'équation 

F(a7,7)=o 

doit  nécessairement  vérifier  la  relation 

y-i-ai{x)  =  o, 

puisque  K(jc,  j^)  ne  s'annule  pas  dans  le  voisinage  de  ^  =  o, 
y  =  o. 

L'existence  de  la  fonction  implicite  y  de  x  est  ainsi  démon- 
trée. Sous  la  condition  indiquée,  l'équation  F=o  définit  une 
fonction  holomorphe  de  x  dans  le  voisinage  de  .r  =  o. 


(')  Ce  théorème  est,  depuis  i86o,  enseigné  par  M.  Weierstrass  dans  ses  Leçons 
de  l'Université  de  Berlin.  Voir  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre  von  K. 
Weierstrass  (Berlin,  i886).  La  démonstration  qu'on  vient  de  lire  est  due  à 
M.  Simart. 
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Soit,  en  particulier,  réqualion 

G{y)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  y  =  o  et  s'annulanl 
pour  cette  valeur.    Si  G'(o)  7^  o,  l'équation  précédente  définira 
une  fonction  j'  de  x  holomorphe  dans  le  voisinage  de  l'origine. 
Il  est  facile  d'étudier  le  cas  où  l'on  aurait 

G'(o)  =  G"(o)  =  ... .  =  Gp-^{o)  =  o, 
G^(o)  n'étant  pas  nul.  On  a,  en  effet, 

37  =  jp(A -H  BjK -i- . . .),         A  ^  o, 

P/~  , 

et,  par  suite,  en  posant  y^  =  ^  , 


x'  =-y  \l h.  +  BjK-H  •  •  •• 

Or,  la  fonction  sous  le  radical  ne  s'annulant  pas  pour  y=o,  la 
détermination  choisie  pour  le  radical  sera  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  l'origine  et  l'on  se  trouvera  ramené  au  cas  précédent  ; 
par  suite,  j)^  se  mettra  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant 

les  puissances  de  x'^  c'est-à-dire  de  sjx.  La  fonction  y  a  donc 
p  déterminations  qui  se  permutent  autour  de  l'origine. 

10.   L'analyse  qui  vient  d'être  développée  s'étend  d'elle-même 
à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 
Soit  une  fonction 

F(j,  Xi,Xi,  .  .  .,Xn) 

des  n -\- 1  variables  indépendantes  j^,  x,,  Xo,,  •  •  • ,  x^,  s'annulant 
pour  jK  =^  Xi  =  .  .  .  ^  X/i  =  o.  Si  pour  x^  ^=:  x^^^  .  .  .  =  x,/  ^  c», 

le  développement  de 

F(_7,o,o,  ...,o), 

commence  par  un  terme  enyP,  on  pourra  écrire 

¥(y,Xi,X2,  ...,Xn)  =^  (  yP  -\-  aiyP-^'  -\- .  .  .-h  ap)K(y,  xi,  X2,  ...^Xn), 

la  fonction  holomorphe  K  ne  s'annulant  pas  dans  le  voisinage  de 
y  =z  Xf  =  .  .  .  =  Xn  =  o  elles  a  étant  des  fonctions  holomorphes 
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11.  De  ce  résultat  nous  pouvons  conclure  l'existence  et  la  na- 
ture des  fonctions  implicites  définies  par  le  système  d'équations 

/   F,(a7i,^2,  •••,^«,ri^r2,  •••,7yO  =  o- 

,,.  F2(a:-i,^2,  •  ..,a:'«,  Ji,j2,  .■••,r/))  =^, 

(  4  ) 

Nous  supposons  cjue  les  fonctions  F  s'annulent  pour 

et  que  pour  ces  valeurs  le  déterminant  fonctionnel 

D(Fi,F2,  .■■,F^) 

D(ri,j2,  ■■■yp) 

ne  soit  pas  nul.  Dans  ces  conditions,  nous  allons  montrer  cjue 
ces  éc{uations  définissent,  pour  yi,  y^j  •  •  •  ■.  >>?  des  fonctions 
liolom  orphes  dans  le  voisinage  de  .Ti  =  ,2^2  =  •  •  •  =  -^/^  =  o. 

Pour  l'établir,  siipposons  la  proposition  démontrée,  n  étant 
quelconque,  jusqu'à  un  nombre  p  —  i  d'équations.  Nous  allons 
montrer  comment  on  peut  passer  de  p  — ■  i  k  p.  Remarquons 
d'abord  que  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

àyi  '     <tK2  '     "  *  '     àyp 

ne  s'annulent  pas  toutes  quand  les  x  et  les  y  sont  simultanément 
nuls.  Soit,  par  exemple,  la  dernière  de  ces  dérivées  différentes  de 
zéro  :  nous  pourrons  écrire 

Fi(a7i,  a"2,  ...  Xn,yi,y^,  ■•■yp)  =  (7/>  +  «j)l^, 

cix  étant  holomorplie  en  .r,,  x^,  .  . . ,  Xn^  y^,  y^-,  •  •  •,  yp--\  et  K 
n'étant  pas  susceptible  de  s'annuler  quand  les  x  et  les  y  sont  suf- 
fisamment petits.  Nous  pouvons  donc  remplacer  la  première 
équation  par 

et,  par  suite,  en  remplaçait  j)/-^  par  — ^T),  dans  les  équations  sui- 
vantes, nous  sommes  ramené  au  cas  de  p — -i  équations.  11  est 
facile  de  voir  que  le  déterminant,  correspondant  à  ces />  —  i  équa- 
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lions,  ne  sera  pas  nul;  nous  avons  d'abord,  en  effet,  le  déterminant 

dai 


dai  dai 

àyi  dy. 

dyi  dy^_ 

djp  d¥,, 

(>yi  ày,_ 


àyp-v 

(JF, 

dyp-i 

d¥p 

t)F.2 

dyp 

(^yp-i     àyp 


différent  de  zéro  quand  les  x  et  les  j'  sont  nuls.  D'autre  part,  le 
déterminant  fonctionnel  de 

F2,     ...,     Fp, 

considérées  comme  fonctions  de  y,,  y^,  •  •  -5  yp-ti  qi^iand  on  a 
remplacé  y^,  par  —  a^  n'est  autre  chose  que 


dF^ 

()F2   dai 
àyp  àyi 

dF,^ 

àyp-i 

dF^     dai 

àyi 

dyp  àyp_i 

dj^p 

dy'i 

dFp  dai 
àyp  àyi 

dFp 

dyp-i 

dFp     àai 
àyp   àyp_i 

et  ce  déterminant  est  au  signe  près  identique  au  précédent, 
comme  le  montre  l'application  des  théorèmes  les  plus  élémentaires 
sur  les  déterminants. 

Le  théorème  relatif  à  V existence  et  à  la  nature  des  fonc- 
tions implicites  est  clone  complètement  établi.  Sous  la  condi- 
tion indiquée  relative  au  déterminant  fonctionnel,  les  équations 
(4)  définissent  pour  j^,,  y.-,^  . .  .,  yp  des  fonctions  holomorphes 
dans  le  voisinage  de  iC)  =  .To  =  .  .  .  =  ^„  =  o. 


III.  Des  intégrales  multiples  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
complexes.  Extension  du  théorème  deCauchy,  d'après  M.  Poin- 
caré. 

12.  Avant  d'arriver  au  sujet  qui  fera  le  principal  objet  de  celte 
Section,  il  est  nécessaire  que  nous  généralisions  l'élude  faite  pré- 
cédemment (t.  I,  p.  II  i)  des  intégrales  de  surface. 

Soient  .T),  ^25   '  •  •  1  ^m  des  variables  en  nombre  m\  nous  con- 
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sidérons  l'intés;rale  double 


<"  If' 


Aja-  dxi  dxh^ 


expression  purement  symbolique,  jusqu'à  ce  que  nous  kii  ayons 
donné  un  sens,  et  dans  laquelle,  d'après  les  définitions  qui  vont 
suivre,  l'ordre  des  deux  facteurs  dxidxk  n'est  pas  indifférent;  les 
A  représentent  des  fonctions  de  ^i ,  Ji72;  •  •  •  :  ^m-  Nous  convenons 
que 

ce  qui  entraîne  Au  =  o;  les  indices  i  et  k  prennent  toutes  les  va- 
leurs de  I  à  m.  L'intégrale  (I)  n'aura  de.  sens  que  quand  nous 
aurons  fixé  dans  l'espace  à  ?7i  dimensions  (^,,  ^o,  -  •  -,  ^m)  la 
surface  d'intégration.  Concevons,  à  cet  effet,  que  l'on  prenne 
pour  Xi,  x^,  .  .  .,  x,n  des  fonctions  de  deux  variables  u  et  v,  et 
soit  une  certaine  aire  A  dans  le  plan  des  deux  variables  u  et  v.  A 
l'aire  A  du  plan  {u,  v)  correspond  dans  l'espace  à  m  dimensions 
(^,,  X21  .  .  . ,  Xm)  une  certaine  portion  de  surface,  et  l'intégrale 
(I)  étendue  à  cette  portion  de  surface  sera,  par  définition,  l'inté- 
grale double  ordinaire 

étendue  à  l'aire  A.  Comme  précédemment,  nous  posons 

\){xi,Xk)  _  àxi  dxk        àxi  dxk 
D{u,v)     ~~  du     dv  dv     du 

On  voit  que,  à  cause  de  la  relation  A/yt  =  —  A^/jles  deux  termes 
qui  correspondent  aux  deux  couples  ik  et  ki  s'ajoutent.  Remar- 
quons encore  que,  si  l'on  permute  u  et  ç,  l'intégrale  précédente 
change  de  signe;  nous  pouvons  dire  alors,  conformément  à  ce  qui 
se  passait  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  que  l'intégrale  est 
prise  sur  l'autre  côté  de  la  surface  (voir  loc.  cit.,  p.  1 13). 

13.  Nous  devons  nous  poser  pour  l'intégrale  (I)  une  question 
analogue  à  celle  qui  a  été  étudiée  pour  les  intégrales  de  surface. 
A  quelles  conditions  celte  intégrale  ne  dépendra-t-elle  que  du 
contour  de   la  surface  d'intégration?  Pour  bien   préciser  la 
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question,  nous  pouvons  supjDoser  qu'on  se  donne  arbitrairement 
une  aire  A  dans  le  plan  {u,  v)  et  que  les  expressions  de  :ri,  x^^  . . ., 
x„i^  en  fonction  de  u  et  p,  dépendent  de  plus  d'un  paramètre  ar- 
bitraire et  cela  de  telle  manière  que  x^,  ^o?  •  •  •  ?  ^m  aieat  le  long 
du  contour  de  A  des  valeurs  indépendantes  de  ce  paramètre  :  dans 
ces  conditions  on  veut  que  la  valeur  de  (I)  ne  dépende  pas  de  ce 
paramètre. 

Avatit  d'aborder  cette  question,  commençons  par  supposer  que 
les  X  soient  des  fonctions  d'ailleurs  arbitraires  de  trois  variables  X, 

Y,  Z,  soit 

Xi  =  fi{X,  Y,  Z)  1  =  1,  a,  ...,  m). 

L'intégrale  (I)  va  alors  devenir  une  intégrale  de  surface  dans 
l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions,  et,  si  l'on  conçoit  X,  Y,  Z 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  v,  on  aura,  comme 
le  montre  un  calcul  immédiat, 

^{^u  ^/c)  ^      ïy(fi,fk)  D(X,  Y) 
D{u,  i>}  D(X,  Y)    D{u,  P) 

D(/o.A.)  D(Y,  Z)        D(A./a.)  D(Z,  X) 
D(Y,  Z)    D{u,  i')        D(Z,  X)    D(m,  i> )  ' 

L'intégrale  pourra  donc  s'écrire 

c'est  sous  cette  forme  que  nous  avons  précédemment  écrit  les  in- 
tégrales de  surface. 

Cette  intégrale  ne  dépendra  que  du  contour  de  la  surface  d'in- 
tégration, si  l'on  a 

à  [Va    D(/'> //■•)]  ,    ^  [Va    D(/''//.)1 

Tiz  \_2d^'"  DlïÇY)}  ^  dK  l2à    ''''  D(Y,  Z)  J 

[2-^^'-''d(z;xtJ="- 


d 

dY 


Développons   cette  relation.   Les  termes  en   A//f  disparaissent 
d'eux-mêmes,  en  vertu  de  l'identité  facile  à  vérifier 

_d    Bj/i,/,)         à    Bjfi,/,)       ±  D(//,//.)  _  ^ 
()Z   D(X,  Y)  "^  5X    D(Y,  Z)   '^  OY    D{Z,X) 
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Il  reste  alors 

D(/n  fk)  (  V  àkg,  df,A        V  D(//,  ,A.)  /  Y  dku..  dfn\ 


i  D(X,  Y)  V^  ()^/,    dZJ       .^Yi{Y,Z)\^àxi,    OX  J 

,  k  h  i,  k  h 


D(Z,  X)  \^ 


dx,,    dY 

i.  k  '  h 


OU,  en  réunissant  tous  les  ternies  dans  une  sommation  triple, 


(^)        2 


(dKijc    ,    dkj,n  ^  dk,u\  T>(f,:,_f/^fk)  __ 


\dccn  '"    dxi    ^   dxkj    D(X,  Y,  Z) 

u  h,  h 


=  o. 


Celte  sommation  est  étendue  à  toutes  les  combinaisons  trois  à 
trois  «",  /i,  h  des  chifFres  1,2,  .  .  . ,  m.  On  remarquera  que  le  terme 
correspondant  à  la  combinaison  i,  k,  h  reste  le  même,  quel  que 
soit  l'ordre  dans  lequel  on  prenne  ces  trois  lettres. 

14.  Revenons  maintenant  à  la  question  posée  au  début  du  pa- 
ragraphe précédent  :  nous  allons  de  suite  trouver  des  conditions 
nécessaires.  Considérons,  en  effet,  seulement  comme  variables  trois 
des  lettres  x,  soient  ^j,  X/^,  Xh-,  les  autres  étant  des  constantes  ar- 
bitraires. Dans  l'espace  à  trois  dimensions  (a:^,  Xki  Xh)  la  condi- 
tion que  nous  venons  de  rappeler  doit  être  remplie  ;  on  aura  donc 

dx]i  dxi  dxk 

et  cela  quels  que  soient  les  valeurs  des  x.  Nous  obtenons  ainsi  au- 
tant d'identités  nécessaires  qu'il  y  a  de  combinaisons  de  m  lettres 
trois  à  trois.  Il  faut  montrer  maintenant  que  ces  conditions  sont 
suffisantes. 

Nous  devons  concevoir  que  les  x  aient  été  exprimés  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  u  et  v  et  d'une  constante  arbitraire  s 

Xi=  r^i{u,  v,z)         ((  =  1,2,...,  m), 

£  variant  entre  certaines  limites,  etl'on  suppose  que  les  valeurs  des^ 
ne  dépendent  pas  de  t  quand  le  point  [u,  v)  est  sur  le  contour  A 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Il  faut  montrer  que  l'inté- 
grale (I)  ne  dépend  pas  de  s. 
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Posons 


u  =  X, 


£=Z. 


Notre  intégrale  va  alors  devenir  une  intégrale  de  surface  dans  l'es- 
pace à  trois  dimensions  (X,  Y,  Z)  et,  les  conditions  (6)  étant  rem- 
plies, l'intégrale  le  long  de  tonte  surface  fermée  de  cet  espace  sera 
nulle. 

Pour  £  =  o,  l'intégrale  (I)  sera  étendue  à  Faire  A  du  plan  des 
(X,  Y);  pour  s  arbitraire,  elle  sera  étendue  à  l'aire  B,  section  par 
le  plan  Z  =  £  du  cylindre  dont  A  est  la  section  droite  {Jig.  28). 

Fie.  28. 


Nous  devons  établir  l'égalité  de  ces  deux  intégrales,  en  les  sup- 
posant, bien  entendu,  prises  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  pour 
une  même  direction  de  normales,  soit  les  z  positifs. 

Or  le  cylindre  et  les  aires  A  et  B  limitent  un  volume.  L'inté- 
grale prise  le  long  de  la  surface  totale  de  ce  volume  cylindrique  est 
nulle,  puisque  les  relations  (6)  sont  vérifiées;  le  résultat  que  nous 
avons  en  vue  sera  donc  établi,  si  nous  montrons  que  l'intégrale 
prise  sur  la  surface  latérale  du  cylindre  est  nulle.  Or  il  en  est  bien 
ainsi;  en  effet,  les  ce  ne  dépendant  pas  par  hypothèse  de  £  quand 
le  point  {u,  i')  est  sur  le  contour  A,  les  déterminants  fonctionnels 

D(Y,  Z)  '       D(Z,  X) 

seront  nuls  sur  la  surface  latérale,  et,  par  suite,  l'intégrale  relative 
à  cette  surface  sera  égale  à  zéro.  Les  conditions  trouvées  comme 
nécessaires  sont  donc  suffisantes. 

Nous  avons,  dans  tout  ce  qui  précède,  supposé  implicitement 
que  les  A  étaient  des  fonctions  bien  déterminées  et  continues  des  x 
pour  les   systèmes  de  valeurs  que  nous   avions  à  considérer.  En 
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particulier,  l'intégrale  étendue  à  une  surface  que  l'on  déforme,  en 
laissant  ses  bords  invariables,  ne  gardera  la  même  valeur  que  si 
cette  surface,  en  se  déformant,  ne  rencontre  pas  des  systèmes  de  va- 
leurs des  X  pour  lesquelles  les  A  deviendraient  infinies  ou  mal  dé- 
terminées. Tout  cela  est  entièrement  analogue  à  ce  que  nous  avons 
dit  longuement  au  Tome  I  f)Our  le  cas  de  trois  dimensions;  il  est 
inutile  d'insister. 

IS.  Nous  pouvons  maintenant  nous  occuper  des  intégrales  mul- 
tiples de  plusieurs  variables  complexes. 

Nous  nous  limiterons  aux  cas  de  deux  variables  complexes  x 
et  y.  M.  Poincaré  a  étendu  aux  intégrales  doubles  le  théorème 
fondamental  de  Cauchy  (^);  c'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Que  doit-on  entendre  par  V intégrale  double 

(J)  Ç  \Y{x,y)clxdf1 

Cette  expression  n'a  en  elle-même  aucun  sens,  mais  il  n'y  a 
aucune  hésitation  à  avoir  sur  la  définition  à  adopter.  Posons 

a;  =  a?!  H-  iX'i^  y  z=z  x-^-^  ixi^, 

et  considérons,  comme  plus  haut,  ^,,  ^o?  Xz^  ^4  comme  fonctions 
de  deux  paramètres  u  et  v  :  soit  A  une  certaine  aire  dans  le  plan 
(w,  v).  L'intégrale 

sera,  par  définition,  la  valeur  de  l'intégrale  (J)  étendue  à  la  por- 
tion de  la  surface  de  l'espace  à  quatre  dimensions  {^x^ ,  x^-^  ^3,  x^) 
qui  correspond  à  l'aire  A  du  plan  (?^,  v").  On  voit  qu'on  peut  per- 
muter X  el  y,  on  aura  une  seconde  intégrale  égale  et  de  signe 
contraire;  on  peut  dire  cju'elle  est  étendue  à  l'autre  côté  de  la  sur- 
face. 

Mettons  en  évidence  la  partie  réelle  et  la   partie  imaginaire  de 


(')  Poincaré,  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles  {Acta  mat  hématie  a, 
t.  I\). 
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rinlégrale;    en   remplaçant  x   et  y  par  leurs  valeurs  et   posant 
F  =  P  +  «Q,  on  obtient 


// 


.rD(.T2.    .T3)  D(a7i,    374)1)      ,         ,  I 

Nous  avons  donc  respectivement  comme  parties  réelle  et  imagi- 
naire 

JJ  flBiu,.)    --DK7rJ~^LD(«,^)  D(«,  .)   Ji^'"^'^' 

rrur^^^i'^s)    0(^2,^01 ,  t^tp^^^,  ^73)  ^  0(^71,370-11  ^__^ 
JJri^^u,.)  -  Diu,.)  \-^^[Diu,v)  +  D(»,.)  Jr"^^'' 

que  l'on  peut  écrire,  sous  forme  plus  abrégée,  en  se  reportant  aux 
définitions, 


// 
// 


P  (^371  dxs —  dx.2  dxif) —  Çl{dx2  dx^-{-  dxi  dxi,), 
Q{dxi  dxi —  dx2  dxi^)-\-  V  {dx^  dxz-\-  dxx  dx,,). 


intégrales  de  même  forme  que  celles  qui  ont  été  étudiées  au  para- 
graphe précédent. 

Tout  ceci  étant  bien  compr-is,  il  est  facile  de  décider  si  l'on  peul 
étendre  à  ces  intégrales  doubles  le  théorème  fondamental  de 
Gauchy.  En  d'autres  termes,  V intégrale  double  ci-dessus  resle- 
t-elle  invariable  quand  on  déforme  la  surface  d'' intégration  en 
la  faisant  toujours  passer  par  le  même  contour? 

Nous  allons  voir  que  les  conditions  trouvées  au  paragraphe  pré- 
cédent sont  vérifiées.  Prenons  la  première  de  ces  intégrales 

/    /  P ( dxi  dx-i  —  dxi  dx^ )  —  Q ( d^i  dx^ -t-  dxx  dx,^). 

Si  nous  l'écrivons  comme  plus  haut  sous  la  foi'me 

/  /  ^Aa,-dxidx/,-, 


ï 
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on  doit  poser 

Ai3  —  — A31  —  —, 

2 


A2i  =  - 

.               P 

-    A49  = , 

2 

A23  =  - 

A           Q 

Au  =  - 

-—2: 

les  autres  A  sont  nuls. 

Or  nous  avons  ici  à  vérifier  quatre  conditions,  puisque  quatre 
est  le  nombre  des  combinaisons  de  4  lettres  trois  à  trois.  Soit 
d'abord  la  condition 


elle  se  réduit  à 


Soit  encore 


elle  se  réduit  à 


dÂ.12        dA^z        àA.31 
dxz  àxi  dx^  ' 


dxi    '    dX'i 


dxL  dx=,  dxr,  ' 


OX,,  OXs 

Les  deux  relations  entre  P  et  Q  que  nous  venons  de  trouver  sont 
vérifiées;  ce  sont,  en  effet,  deux  des  relations  exprimant  que  P  +  iQ 
est  une  fonction  analytique  de  Xf  +  1X2  et  ^3+  ixj,.  On  s'assurera 
de  la  même  manière  que  les  deux  conditions  restantes,  relatives  à 
l'intégrale  considérée,  sont  vérifiées  pour  la  même  raison.  Il  en 
est  aussi  de  même  des  conditions  relatives  à  la  seconde  intégrale  : 
nous  pouvons  donc  affirmer  que  le  tliéorème  de  Cauchy  s^ étend 
aux  intégrales  doubles. 

16.  Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  peut,  comme  dans  le  cas 
d'une  seule  variable,  s'énoncer  sous  une  autre  forme.  Considérons, 
dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (jTi,  .To,  ^3,  ^4),  une  surface 
fermée;  une  telle  surface,  par  exemple,  pourra  être  obtenue  en 
prenant 

Xi—   Oi{u,v)  (l  =:   I,  2,  3,  4), 
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les  ©  étant  des  fonctions  de  a  et  c,  périodiques  par  rapport  à  u  et 
par  rapport  à  v.  Nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
n'est  qu'une  autre  forme  de  la  proposition  du  paragraphe  pré- 
cédent : 

L'intési^cile 

r  r 

¥{x,y)dxdy, 


//■ 


prise  le  long  d'une  ùr'fj[^^>be  fermée,  sera  nulle. 

On  sous-entend  d...  6  cet  énoncé  que  la  surface  peut,  par  une  dé- 
formation continue,  se  réduire  à  un  point  ou  à  une  coui^be,  de 
telle  manière  que,  pour  l'ensemble  des  valeurs  àe  x  ei  y  ren- 
contrées par  la  surface  pendant  cette  déformation,  la  fonction  F 
ne  cesse  d'être  bien  déterminée  et  continue.  La  démonstration  est 
immédiate;  en  effet,  on  pourra  alors  réduire  la  surface  à  un  point 
ou  à  une  courbe  par  une  déformation  continue  et,  pendant  celle-ci, 
la  valeur  de  l'intégrale  ne  changera  pas  :  or  la  valeur  de  l'intégrale 
double  ne  peut  être  que  zéro,  puisque  l'aire  de  la  surface  d'inté- 
gration tend  vers  zéro. 

17.  Si  une  surface  ne  peut  être  réduite  à  un  point  ou  à  une 
courbe,  par  une  déformation  continue,  sansrencontrer  des  systèmes 
de  valeurs  àe  x  ei  y  pour  lesquelles  F(^,  y)  devienne  infinie,  la 
valeur  de  l'intégrale  pourra  être  différente  de  zéro.  Prenons 
d'abord  un  exemple  très  simple;  soit  l'intégrale 


Z/^-''- 


V{x^y)  étant   holomorphe  dans  le  voisinage  de  je  =  o,  y^=o. 
Je  considère  la  surface  définie  par  les  équations 

y  =  R'e"', 

les  paramètres  réels  u  et  ç  variant  de  o  à  27:  :  c'est  une  surface 
fermée.  La  valeur  de  l'intégrale  sur  cette  surface  est 

,2Tr 


Il  •/  n 
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dont  la  valeur  est  manifestement 

-4ti2P(o,o). 

Considérons  encore  l'intégrale  double 


// 


X'"-  y' 


dx  dy, 


m  et  n  étant  des  entiers  positifs.   L  i      tégrant  suivant  la  même 
surface,  on  aura 

—  ?; rrr, — r    /  /        P(Re"',  R'e^O^"''""^'"'^-'"-"'"' <r/«  c/t', 

Ft  '«—1  R  «— 1    I  !  ^ 

et,  en  développant  P(x,y)  suivant  les  puissances  de  x  ely,  il 
restera  simplement  comme  valeur  de  l'intégrale 

4  ^2  /      d'il^n-'î  p 


i .  1.  .  .{/n  —  I).  1 .  2.  .  .(/i  —  i)  \dx'"-~'-dy"-^  /a  =  o 

y  =  0 

Au  lieu  de  deux  circonférences,  on  aurait  pu  prendre  deux 
courbes  G  et  C,  comprenant  respectivement  les  origines  à  leur 
intérieur,  et  considérer  alors  la  surface  d'intégration  comme  dé- 
finie par  les  deux  équations 

X  =  o{u),        y  =  'h{v), 

o  et  '|i  étant  deux  fonctions  périodiques  convenables  de  u  et  v^  et 
la  surface  d'intégration  dans  le  plan  des  [u^  v)  étant  le  rectangle  des 
périodes.  Cette  nouvelle  surface  d'intégration  eût  donné  le  même 
résultat  que  la  surface  précédente,  car  on  peut  évidemment  passer 
de  l'une  à  l'autre  par  une  déformation  continue. 
Soit,  d'une  manière  plus  générale,  l'intégrale 


J J  0{x,y)K{x,y/'''^^' 


et  considérons  un  point  (a,  b)  de  rencontre  des  courbes  Q  =  o. 
Il  ^  o  ;  je  suppose  que  ce  point  soit  un  point  simple  de  rencontre. 
Posons 

Q(^,r)  =  e, 

P.  -  II. 
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pour  X  ^=  a,  y  ^  b  nous  aurons  ^  =  o,  rj  =  o  ;  ^  eL  j^  seront  des 
fonctions  holomorphes  de  ^  et  7|  dans  le  voisinage  de  ^  =:  o, 
7)  =  o.  En  faisant  ce  changement  de  variable,  nous  avons  la  nou- 


velle intégrale 


// 


Si  donc  nous  considérons  autour  du  point  ç  ^  o,  t)  =  o  la  même 
surface  que  tout  à  l'heure  (en  prenant  seulement  ici  les  rajonsRet 
R' suffisamment  petits),  nous  aurons,  comme  valeur  de  l'intégrale, 

—  4-ir2P(a,  b) 


rD(Q,R)i 

puisqu'on  a  manifestement 

D(ï,Tj       D(Q,R)' 

On  pourrait,  bien  entendu,  avoir  pour  l'intégrale  la  valeur  égale 
et  de  signe  contraire,  en  prenant  dans  un  autre  ordre  le  déter- 
minant fonctionnel.  Cela  revient,  d'après  nos  définitions,  à  in- 
tégrer sur  l'autre  côté  de  la  surface. 

18.  On  peut  employer  des  surfaces  d'intégration  très  variées. 
La  surface  suivante  nous  sera  utile  tout  à  l'heure  dans  une  impor- 
tante application.  Reprenons  l'intégrale 

r  r   ^{x,y)dxdy 
^"-^  JJ   Q(^,j)R(^,r)' 

Q  et  R  s'annulant  pour  ^  =  o,  j'  =  o  et  ^  J  —  étant  différent  de 

zéro  pour  ces  valeurs  des  variables.  Traçons  dans  les  plans  des 
variables  x  et  y  deux  courbes  G  et  C  comprenant  l'origine  à  leur 
intérieur  et  supposons  que  ni  l'une  ni  l'autre  des  fonctions  Q  et 
R  ne  s'annule  quand  x  ely  sont  respectivement  sur  les  courbes  C 
et  C.  Nous  admettons  de  plus  que,  y  étant  un  point  arbitraire  de 
C,  l'équation 
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cl  une  racine  et  une  seule  Xi  à  l'intérieur  de  G,  tandis  que  dans 
les  mêmes  conditions  l'équation 

n'a  pas  de  racine  à  l'intérieur  de  C.  Nous  prenons  pour  sur/ace 
d'intégration  l'ensemble  des  deux  courbes  C  et  C  parcourues 
dans  le  sens  positif  ('). 

Nous  allons  effectuer  le  calcul  de  l'intégrale  double  en  suppo- 
sant d'abord  j»^  constant  sur  la  courbe  C;  nous  avons  donc  à  cal- 
culer en  premier  lieu  l'intégrale 


-L 


Or  ce  calcul  est  immédiat  :  on  a 

P(^i,r) 


I  = 


Q'cci^i,r)Ri^i,y) 


X,  étant  la  racine  de  Q(^,j>/):^o  contenue  dans  C;  ^,  est  une 
fonction  holomorphe  de  y  quand  jk  reste  à  l'intérieur  de  C,  et 
elle  s'annule  pourjK^  o. 

Il  faut  maintenant  effectuer  l'intégration 


fidr. 

,.'r' 


Or  I  a  pour  pôle  y  =  o.  Nous  n'avons  donc  qu'à  calculer  le  ré- 
sidu de 

Qx(^i,r)R(^i,r)'   ■ 
pour  y  =  o;  en  tenant  compte  de  la  relation 

Q(^i>7)  =  o, 

on  a  de  suite  pour  ce  résidu 

P(o,o) 


rD(Q,R)i 

Ld(^,7)J 


y  =  0 


(')  Celte  surface  remplace  le  toj-e  dont  fait  usage  M.  Poincaré  clans  son  Mé- 
moire et  nous  permet  d'éviter  un  calcul  assez  pénible  {voir  Poincaré,  /oc.  cit.,  §  4). 
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et  nous  trouvons  pour  valeur  de  l'intégrale  ('^) 

—  4Tt2P(o,  O) 


rD(Q,R)] 


En  permutante  6tj)^,  on  obtiendrait  un  résultat  égal  et  de  signe 
contraire;  il  correspondrait  évidemment,  d'après  nos  définitions 
mêmes,  à  l'intégration  faite  sur  l'autre  côté  de  la  surface. 

19.  Dans  les  exemples  précédents,  nous  avons  intégré  le  long 
d'une  surface  que  l'on  pouvait  prendre  très  petite  dans  toutes  les 
dimensions;  on  peut  appeler  les  résidas  que  nous  venons  de 
trouver  des  résidus  de  points.  On  peut  rencontrer  d'autres  résidus 
que  ceux  que  nous  venons  d'obtenir  et  que  l'on  pourrait  appeler, 
comme  on  va  le  voir,  des  résidus  de  lignes. 

Sans  traiter  la  question  générale  de  la  recherche  des  résidus 
des  intégrales  doubles 


// 


F(^,  y)  dx  cly^ 


OÙ  F(a;,jK)  est  une  fraction  rationnelle  de  x  et  jj^,  recherche  qui 
se  rattache  à  la  notion  des  périodes  des  intégrales  abéliennes  et 
sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  tard,  prenons  seulement,  pour 
le  moment,  un  cas  particulier  qui  sera  d'ailleurs  bien  suffisant  pour 
fixer  les  idées  sur  la  nature  de  cette  seconde  catégorie  de  résidus. 
Soit  l'intégrale  double 


//, 


-;       Ir,       dx  dy, 


où  Q(^)  est  un  polynôme  en  x. 

Considérons  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  x  un  cycle  C 
correspondant  à  la  fonction  algébrique  y  de  x  définie  par  l'é- 
quation 

Ce  sera  un  contour  contenant  un  nombre  pair  de  racines  sim- 
ples de  l'équation  Q_{x)  =  o.  Nous  partons  d'un  point  Xq  de  ce 
contour   avec    une    détermination    bien    précisée  y^    du    radical 
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y/Q(^);  quand  x  décrit  le  contour,  y  dans  son  plan  décrit  un 
contour  fermé  partant  de  j\  et  y  revenant.  Supposons  que  le 
point  y  en  se  déplaçant  entraîne  avec  lui  une  circonférence  F 
d'un  petit  rayon,  que,  pour  bien  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
fixe.  On  peut  considérer  que  la  circonférence  F,  en  se  déplaçant, 
engendre  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (.r,,  5?2,  x^^  x,^^  une 
surface  fermée  qui  est  une  sorte  de  tore  :  c'est  sur  cette  surface 
que  nous  allons  intégrer. 

Laissant  d'abord  x  constant,   nous  intégrons  sur  la  circonfé- 
rence F,  ce  qui  nous  conduit  à  prendre 


/: 


P^^'^^     dy 


j--Q(^) 
sur  cette  circonférence.  A  l'intérieur  de   celle-ci  se  trouve  une 


racine  qui  est  la  détermination  convenable  de  v/Q(^)  ;  nous  avons 
donc  à  prendre  un  résidu  ordinaire,  et  l'on  a  de  suite 


y 


où  j)^  =  ^Q(jc).  Il  faut  maintenant  faire  varier  x  en  lui  faisant 
décrire  le  cycle  C,  ce  qui  nous  donne  la  période  de  l'intégrale 


rùfn^^  [y=^^m\ 


y 

correspondant  au  cycle  C. 

Ce  point  de  vue  (  '  )  pourra  se  généraliser  pour  une  fraction  ration- 
nelle quelconque,  et  l'on  voit  que  les  périodes  d'une  intégrale 
abélienne  se  présentent  naturellement  dans  cette  question.  Ainsi, 
soit  l'intégrale  double 

dx  dy 
JK^  -t-  a;2  —  1 


//; 


on  aura  ici  P=  i,  Q(^)  =  i  —  x-.  Prenons  comme  cycle  C  une 


C)  Le  point  de  vue  auquel  je  viens  de  me  placer  est  celui  que  j'ai  adopté  dans 
mes  recherches  sur  les  périodes  des  intégrales  doubles.  Voir  mon  Mémoire  Sui- 
tes fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes  {Journal  de  Ma- 
thématiques, 1889). 
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courbe  fermée  comprenant  à  son  intérieur  les  points  — i  et  +  i . 
Nous  aurons  à  prendre 


_  .   r     dx 

Je  /'  — 


a?-= 


ce  qui  nous  donnera  2  7r-«  ou  la  valeur  égale  et  de  signe  contraire 


suivant  le  sens  de  l'intégration. 


IV.  Formule  de  Lagrange  pour  une  et  deux  équations. 

20.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  démontrant  une  formule 
célèbre  due  à  Lagrange.  Cette  formule  établie  par  le  grand  géo- 
mètre pour  le  cas  d'une  seule  équation  a  été  étendue  par  Laplace 
à  deux  ou  plusieurs  équations.  On  peut  traiter  les  deux  cas  par 
une  méthode  analogue;  aussi,  pour  ne  pas  les  séparer,  avons- 
nous  placé  ici  l'étude  de  cette  importante  série. 

La  série  de  Lagrange  a  pour  objet  d'obtenir  l'une  des  racines 

de  l'équation 

z  —  a  —  af(z)  =  o, 

développée  suivant  les  puissances  de  a,  ou,  plus  généralement,  le 
développement  d'une  fonction  holomorphe  quelconque  de  cette 
racine.  Nons  allons  suivre  la  même  marche  que  M.  Hermite  dans 
son  Cours  lithographie  de  la  Faculté  des  Sciences  (4^  édition, 
p.  182);  nous  renverrons  aussi  à  cet  Ouvrage  pour  la  bibliogra- 
phie de  la  question. 

Nous  démontrerons  d'abord  un  lemme  préliminaire.  Soient  F 
et  4>  deux  fonctions  holomorphes;  les  équations 

F=o,        F  +  <i>  =  o 

ont  le  même  nombre  de  racines  comprises  dans  un  contour  fermé 
S,  sous  la  condition  que,  tout  le  long  de  ce  contour,  on  ait  con- 
stamment 

!f  <■■ 

La  différence  entre  le  nombre  des  racines  de  ces  deux  équations 
comprises  à  l'intérieur  de  S  est,  en  effet, 

4-   fd]og{F^^)-  ^-   fd\ogF, 
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263 


et,  puisque 


<<  I  tout  le  long  de  S,  il  en  résulte  que  cette  inté- 


F 
grale  est  nulle. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'équation 

z  —  a  —  af(z)  =  o. 

On  suppose  que  a  représente  un  point  situé  à  l'intérieur  d'un 
contour  S,  et  que  la  constante  a  soit  assez  petite  pour  que  l'on 
ait  sur  ce  contour 


(8) 


ccf(z) 


<i, 


ce  qui  peut  évidemment  être  réalisé.  Alors  l'équation  proposée 
aura,  à  l'intérieur  du  contour,  le  même  nombre  de  racines  que 
l'équation  z  =  a,  c'est-à-dire  une  seule  :  c'est  cette  racine  que 


nous  allons  envisager  dans  la  suite. 


21.    Soit  donc  ^  la  racine,  contenue  dans  S,  de  l'équation 

F(^)  =  o, 
en  posant  F(^)  :=  z  — a  —  af(z). 


En  désignant  par  Il{z)  une  fonction  holomorphe  quelconque 
de  z,  on  aura 

n(C)  _  j     r^{z)dz 


F'(0 


¥{z) 


Or    on   peut    développer  ^w^  en  série  suivant   les   puissances 
de  a 


(9) 


[z  —  aY 


a»-i/«-i(-) 
{z-a)'^ 


z  —  a  ^  o'yC-s  )       ^  —  a 
série  qui  converge  d'après  l'inégalité  (8). 
Nous  aurons  donc  le  développement 


dz. 
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Pour  êlre  enlièrement  rigoureux,  il  eût  fallu  considérer  le  reste 
dans  le  développement  (9),  et  montrer  que  son  intégrale  tendait 
vers  zéro  avec  -:  mais  il  est  inutile  de  s'arrêter  sur  ce  point  qui 
se  traite  de  la  même  manière  que  dans  la  démonstration  de  la  série 
de  Taylor  d'après  Cauchy. 

L'expression  du  coefficient  i,i  est  facile  à  trouver.  Nous  avons 
vu,  en  effet,  que  l'on  a  d'une  manière  générale 


ce  qui  donne 


1.2...71  lui  J^\z  «)"  +  ! 

D2[/-(a)n(a)] 


hi^ 


On  a  donc  le  développement 


F'(0 


2 


{n  =  o,  I,  2,  ..  .). 


De  ce  développement,  on  peut  en  déduire  un  second,  en  posant 

n(5)  =  *(5)  F'(^-)  =  *(^)ti  -  a/(^)], 
$(:;)  étant  une  fonction  liolomorphe  arbitraire  de  z.  Il  vient 


■<o=2; 


ainW^\[fn{a)^{a)[i-%f(a)]\ 


et,  en  groupant  les  termes  qui  correspondent  à  une  même  puis- 
sance de  a,   on  a,  après  des  réductions  immédiates, 


«i>(0  =*(«)  + 21 


a«D"-i[*'(a)/'^(rt)] 


{n 


■)■ 


Pour  les  applications  de  cette  formule,  nous  renverrons  au 
Cours  de  M.  Hermite,  où  l'on  trouvera,  en  particulier,  une  étude 
approfondie  de  l'équation  connue  en  Astronomie  sous  le  nom 
à' équation  de  Kepler. 

22.  Comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  Laplace  a  généralisé 
la  formule  de  Lagrange  en  considérant  deux  équations 

x  —  a  —  'j.f{.)c,y)  =  o, 
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Nous  supposons  que  /  et  <p    soient  des  fonctions  holomorphes 
de  a;  et  y  {*). 

Il  importe  d'abord  de  bien  préciser  le  système  de  racines  que 
nous  allons  envisager.  On  suppose  que  x  ely  restent  respective- 
ment à  l'intérieur  de  deux  contours  C  et  C;  a  est  à  l'intérieur 
du  contour  C  et  b  k  l'intérieur  du  contour  C  Quand  j'  a  une  va- 
leur arbitraire  à  l'intérieur  de  C,  si  l'on  choisit  la  constante  a 
assez  petite  pour  que 

af{x,  y) 


(.0) 


<i, 


X  décrivant  le  contour  C,  on  est  assuré  que  l'équation  en  x 

x  —  a  —  a.f{x,  j)  =  o 

a  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  C,  et,  d'après  le  théo- 
rème général  sur  les  fonctions  implicites  cette  racine  x  sera 
fonction  holomorphe  de  a  et  y. 

Nous  la  substituons  dans  l'équation 


y  —  ù- 
si  ^  est  assez  petit  pour  que 


(?{x,y)  =o  : 


(>0 


y  —  b 


<t: 


X  étant  quelconque  à  l'intérieur  de  C,  et  jk  décrivant  le  contour  C, 
.cette  équation  en  y  aura  une  seule  racine  contenue  dans  C  Ainsi, 
[moyennant  les  deux  inégalités  (lo)  et  (ii),  on  est  assuré  que  les 
[deux  équations  proposées  ont  un  système  de  racines  (x^y)  et  un 
[seul,  pour  lequel  x  et  y  sont  respectivement  à  l'intérieur  des 
!  courbes  G  et  C  Nous  désignerons  par  (^,  •/))  ces  racines. 


23.  Nous  avons  calculé  (§  18)  la  valeur  de  l'intégrale 


// 


F(x,  y)  dx  dy 


(')  Comparei' avec  le  §  5  du  Mémoii^e  de  M.  Poincai'é,  intitulé  :  Méthode  de 
\M.  Stieltjes. 


\ 
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en  prenant  une  certaine  surface  d'intégration.  Posons  ici 

P  (^,  r  )  =  ^  —  «  —  a/(^>  JK), 

Gonsidéi'ant  toujours  les  deux  contours  C  et  C  du  paragraphe 
précédent,  voyons  si  les  conditions  du  §  18,  sous  lesquelles  nous 
avons  fait  le  calcul  de  l'intégrale,  sont  vérifiées. 

Tout  d'abord  nous  avons  à  vérifier  que  ni  l'une  ni  l'autre  des 
fonctions  P  et  Q  ne  s'annule  quand  x  ei  y  sont  respectivement 
sur  C  et  C.  Or  il  en  est  bien  ainsi  puisque 


«/ 


<i, 


y 


<i, 


quand  ^  et  j-  sont  respectivement  sur  C  et  C.  En  second  lieu, 
et  pour  la  même  raison,  l'équation  en  x 

cc  —  a  —  af(x,y)  =  o 

aura  une  racine  à  l'intérieur  de  C,  y  étant  sur  C.  Enfin  l'équation 
en  X 

y  —  b—  pcp(a7,  jk)  =  o 

n'aura  pas  de  racine  à  l'intérieur  de  C,  y  étant  toujours  sur  C, 
puisque,  d'après  nos  hypothèses,  x  étant  quelconque  à  l'intérieur 
de  C  et  y  sur  C,  on  a 

I  tîi^iyl 

I   y  —  b 


<i- 


Ainsi,  en  prenant  comme  surface  d'intégration  les  courbes  G 
et  C^  parcourues  positivement,  nous  avons 


// 


{X- 


-«/)(7-6-Py) 


dx  dy 


rD(p,  Q)] 


(^,  r, )  désignant,  comme  il  a  été  dit,  la  racine  commune  à  P  =  o, 

Q  =  o. 

Nous  allons  maintenant  suivre  absolument  la  même  marche  que 
dans  le  cas  d'une  seule  variable.  Nous  pouvons  développer  en  série 
les  deux  fonctions 


et 


X  —  a  —  ay  y  —  b  — ^^cp 


puisque 


on  a  ainsi 
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<I 


I       pcp 


r/^iii  R«  fin  mn 


(a?  —  a  —  a/)  (jK  —  6  —  [3cp  ) 
Nous  avons  donc  la  formule 

-4Tr2F(^,  ri) 


(a;  —  a)'«+'(^  —  6)«+i 


rD(p,  Q)] 


/  ^ -^ /iin'^     P    ) 


J  =  "0 


ou 


cette  intégrale  double  étant  prise  dans  les  mêmes  conditions  que 
l'intégrale  dont  nous  sommes  parti.  Or  nous  avons  déjà  calculé  la 
valeur  de  cette  intégrale  ;  on  a 

_  —4712  d"^+"Y¥{a,  b)f"'(a,  6)tp"(«,  b)] 

'""'  ~  1.1.  .  .m.i.i.  .  .n  da"^  db"^^  ' 


et  l'on  a  enfin  la  formule 


rD(p,  Q)i 

Li>(^>7)J 


^  a'"  p« 

Ad  i  .2.  .  .m. 1.-2.  .  .11 


clm+?t [F(a,  b )/" (a,b)(f"(a,b)] 
da'"-  db<> 


qui  rappelle  complètement  la  première  forme  de  la  formule  de 
iLagrange  pour  une  variable. 

D'une   manière   toute  semblable,   on  obtiendrait  une   seconde 

formule,  donnant  le  développement  de  la  fonction  <ï>(i,  '/]),  en  po- 
rsant 

Nous  n'écrirons  pas  ce  développement  dont  les  coefficients  sont 
moins  simples  que  dans  le  cas  d'une  variable. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LA  REPRÉSENTATION  CONFORME. 


I.  —  Quelques  remarques  générales.  Arcs  analytiques. 

1.  Nous  avons  déjà  indiqué  (t.  I,  p.  4^9)  les  propriétés  élémen- 
taires de  la  représentation  conforme;  nous  voulons  maintenant 
nous  occuper  particulièrement  de  la  représentation  conforme  d'une 
aire  donnée  sur  une  autre  aire  également  donnée.  Mais,  avant  d'a- 
border ce  problème,  faisons  quelques  remarques  générales. 

Soit 

/{:■)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  5  ^  a  et 
/'(«)  étant  difFérent  de  zéro;  en  posant/(«)  =  b,  d'après  le  théo- 
rème démontré  (Chap.  IX_,  §  9),  on  peut,  autour  de  a  el  b  comme 
centres,  décrire,  dans  les  plans  respectifs  des  variables  z  et  Z,  des 
cercles  y  et  F  tels  que,  pour  une  valeur  de  Z  contenue  dans  F,  l'é- 
quation (t)  n'ait  qu'une  seule  racine  z  contenue  dans  y;  de  plus, 
la  fonction  implicite  z  est  une  fonction  holomorphe  de  Z  dans  F. 
Aux  points  5  de  y  pourront  correspondre  des  points  Z  en  dehors 
de  F;  réduisons  alors  la  région  dans  le  plan  z^  en  prenant  un 
cercle  y,  concentrique  à  y,  tel  qu'à  tout  point  de  l'intérieur  de  yj 
corresponde  un  point  Z  situé  dans  F.  Ceci  posé,  si  à  l'intérieur 
de  y<  on  décrit  une  courbe  fermée  c,  ne  se  coupant  pas  elle-même, 
il  lui  correspondra  dans  le  plan  F  une  courbe  fermée  C  et  l'on 
aura  une  représentation  conforme  l'une  sur  l'autre  des  deux  aires 
limitées  par  c  et  C.  Cette  représentation  sera  telle  qiCci  chaque 
point  de  l'une  quelconque  des  deux  aires  correspondra  un  seul 
point  de  Vautre.  La  chose  est  évidente,  puisque,  d'après  ce  qui 


t 
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a  été  dit,  à  deux  points  différents  z  ne  peut  correspondre  la  même 
valeur  de  Z. 

2.  Il  nous  faut  maintenant  définir  ce  qu'on  appelle  un  arc  de 
coui'be  analytique.  Supposons  qu'une  courbe  soit  telle  que  les 
coordonnées  x  el y  d'un  point  arbitraire  soient  des  fonctions  ana- 
lytiques d'un  paramètre  t 

/(t)  et  cû(z)  sont  supposées  des  fonctions  holomorphes  de  t  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  réelle  t  ^  t^,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement en  série  suivant  les  puissances  de  t —  to  étant,  bien  en- 
tendu, réels.  Nous  dirons  que  cet  arc  est  analytique;  de  plus,  cet 
arc  analytique  sera  régulier  au  point  correspondant  à  t  ^  t^,  si 
l'on  a  pu  choisir  le  paramètre  t,  dont  dépendent  analytiquement  x 
ely,  de  telle  sorte  que 

/'(fo)     et     o'{to) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois.  Un  arc  déterminé  aj3  sera  dit  régulier, 
s'il  est  régulier  en  tous  ses  points. 

La  notion  d'arc  régulier  joue  un  rôle  important  dans  les  ques- 
tions relatives  à  l'extension  des  fonctions  harmoniques.  Ainsi, 
soit  un  contour  fermé  G,  et  admettons  Cj[u'une  portion  a[3  de  ce 
contour  forme  un  arc  régulier  de  ligne  analytique.  On  se  donne 
sur  le  contour  une  succession  de  valeurs,  et  l'on  suppose  que  l'en- 
semble des  valeurs  données  le  long  de  l'arc  aJ^  forme  une  fonction 
analytic[ue  du  paramètre  t.  Dans  ces  conditions,  nous  allons 
démontrer  le  théorème  suivant  dû  à  M.  Scliwarz  : 

■  La  fonction  harmonique  prenant  les  valeurs  données  sur  le 
contour  peut  se  prolonger  analytiquement  au  delà  de  Varc  a^i. 

3.  Nous  établirons  d'abord  deux  cas  particuliers  de  ce  théo- 
rème. Supposons  que  l'arc  a[3  se  réduise  à  un  segment  de  l'axe 
des  x^  et  que  les  valeurs  données  le  long  de  a[^  se  réduisent  à  zéro. 
D'un  point  Xç^  de  ajB  décrivons  une  demi-circonférence  y  contenue 
dans  l'intérieur  de  l'aire  i^fig-  29).  La  fonction  harmonique  u 
que  nous  étudions  prend  certaines  valeurs  le  long  de  y.  Or  coin- 
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piétons  la  demi-circonférence  y  par  la  demi-circonférence  y'  sy- 
métrique par  rapport  à  Ox.  Formons  maintenant  la  fonction  har- 


/T' 


moniqne  v,  continue  à  l'intérieur  du  cercle  limité  par  y  et  y', 
prenant  sur  y  les  mêmes  valeurs  que  u  et  prenant,  en  chaque 
point  de  y',  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  la  valeur  de  1/ 
au  point  symétrique  par  rapport  k  Ox  qui  lui  correspond  sur  y. 
Il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  ç  ainsi  définie  s'annule  sur  le 
diamètre  O^;  c'est  ce  que  montre  la  formule  de  Poisson 


-  f 


(R2_,.2)/(^)^^ 


R2— 2R/'cos(4;  —  o)-l-  /'2 
puisque,  d'après  nos  hypothèses, 

La  fonction  i>  et  la  fonction  u  prennent  donc  les  mêmes  valeurs 
sur  la  demi-circonférence  y  et  sur  son  diamètre  O^.  La  fonction  u 
coïncide  donc  avec  c;  ç  est  une  fonction  harmonique  définie  dans 
tout  le  cercle  limité  par  y  et  y'.  11  en  résulte  que  u  peut  se  pro- 
longe/^ aiia ly tiquement  au  delà  de  Ox,  comme  nous  voulions 
rétablir. 

Examinons  maintenant  le  cas  moins  particulier  où,  l'arc  a(i 
étant  toujours  un  segment  de  l'axe  de  x,  les  valeurs  données  le 
long  de  a[3  forment  une  fonction  analytique  de  x.  Soit,  dans  le 
voisinage  de  ^o» 

/(a-)  =  ao-+-  a,(a7  — iro)-^a2(a7  — ^o)^-t--  ■  • 
la  valeur  de  cette  fonction.  La  fonction 

f{z)  =  «o-t-  ai(^  —  Xq) -h  a^i,^  —  Xoy -^ .  .  . 
sera  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  ;  =  ^y. 
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Mettons-la  sous  la  forme 

Soit,  d'autre  part,  notre  fonction  harmonique  u[x^  y)  satisfaisant 
au  problème  proposé.  La  différence 

sera  une  fonction  harmonique  s'annulant  sur  l'axe  des  x  dans  le 
voisinage  de  x^.  On  pourra  donc,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
établi,  la  prolonger  analytiquement  au  delà  de  l'axe  des  x.  Or 
P(jp,  y)  est  définie  des  deux  côtés  de  cet  axe,  il  en  est,  par  suite, 
de  même  de  u{x,y)  dont  le  prolongement  analytique  devient  dès 
lors  évident. 

Nous  arrivons  enfin  au  cas  général  qui  va  se  ramener  au  cas 
précédent.  Nous  avons,  pour  définir  l'arc  a(3  dans  le  voisinage  d'un 
de  ses  points  (xq,  y 0)7 

X  =  Xo-h  a(t  —  to)  -h  a' (t  —  ^0 )^  +  •  ■  ■  ! 

les  coefficients  a  et  6  n'étant  pas  nuls  tous  deux.  On  peut  effectuer 
une  transformation  conforme  qui  transforme  une  petite  aire,  autour 
du  point  (xo^yo)  dans  la  figure  proposée,  en  une  autre  où  la 
courbe  correspondant  à  l'arc  a[^  sera  un  segment  de  l'axe  des 
quantités  réelles.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire  la  transformation  con- 
forme entre  ;;  et  T  représentée  par 

z  =  xo-i-  iyo-^  {a  -^  ib)  (T  —  to)  -h  (a'  -^  ib')  {T  —  toY-^.... 

[Le  coefficient  a +  ^6  n'étant  pas  nul,  nous  sommes  assuré  qu'à  une 
[petite  région  du  plan  z  =-  x  -^  iy  (autour  du  point ^o  =  Xo-\-  iy^)-, 
[traversée  par  l'arc  a[3,  correspondra,  dans  le  plan  de  la  variable  com- 
plexe T,  une  région  autour  du  point  ^0  situé  sur  l'axe  réel,  et  cet  axe 
Iréel  correspondra  à  l'arc  a[S.  Nous  sommes  donc  ramené  au  second 
cas  particulier  que  nous  avons  examiné  ci -dessus.  La  fonction  har- 
monique àe  X  Qi  y  que  nous  étudions  se  transforme  en  une  fonction 
[harmonique  de  t  et  t' ,  en  posant  T  :=  ^  +  it' ;  les  valeurs  qu'elle 
prend  sur  le  segment  de  l'axe  des  i,  où  nous  avons  à  la  considérer, 
forment  une  fonction  analytique  de  ^  :  on  peut  donc  étendre  ana- 
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lytiquenient  la  fonction  au  delà  de  l'axe  des  t^  et,  par  suite,  en 
revenant  à  la  figure  primitive,  au  delà  de  l'arc  a^. 

4-.  Un  cas  particulièrement  simple  et  intéressant  est  celui  d'un 
contour  fermé  C  qui,  pris  dans  son  ensemble,  forme  un  seul  arc 
régulier  de  ligne  analytique  :  tel  est  le  cas  d'un  cercle  ou  d'une 
ellipse.  Si  les  valeurs  données  sur  ce  contour  forment,  dans  le 
voisinage  de  chaque  point,  une  fonction  analytique  du  paramètre, 
en  fonction  duquel  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe,  la  fonction  harmonique  prenant  ces  valeurs  sur  le 
contour  pourra  être  étendue  au  delà  de  cette  courbe  et  sera  néces- 
sairement déterminée  dans  un  certain  contour  C  comprenant  à 
son  intérieur  le  contour  C  et  en  étant  suffisamment  rapproché. 

Un  contour  C  peut  être  formé  de  plusieurs  arcs  réguliers  de 
lignes  analytiques,  comme  par  exemple  un  contour  polygonal.  Les 
sommets,  c'est-à-dire  les  points  communs  à  deux  de  ces  lignes 
analytiques,  sont  des  points  autour  desquels  on  n'est  pas  assuré 
de  pouvoir  faire  le  prolongement  analytique  de  la  fonction;  il 
arrivera  même,  en  général,  que  ce  prolongement  analytique  sera 
impossible.  Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  le  prolongement  analytique 
de  la  fonction  harmonique  est  possible  en  tous  les  points  du  con- 
tour, sauf  aux  sommets. 

II.  —  Représentation  conforme  d'une  aire  simple 
sur  un  cercle. 

5.  Une  des  applications  les  plus  intéressantes  que  Riemann  ait 
faite  du  principe  de  Dirichlet  est  relative  à  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  limitée  par  un  seul  contour  (ou  simple)  sur  la  sur- 
face d'un  cercle  (^).  Ainsi,  étant  donnée  une  aire  simple  A  limitée 
par  un  contour  C,  dans  le  plan  de  la  variable  ;;,  et  un  cercle  dans  le 
plan  de  la  variable  Z,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  trouver  une 
fonction  analytique  uniforme 

telle  qu'à   chaque  point  de  A  corresponde  un  point  du  cercle  et 


C)  RiEMANX,  Dissertation  inaugurale  {Œuvres  complètes,  p.  !\o). 
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qu'inversement  à  chaque  point  du  cercle  corresponde  un  point 
et  un  seul  de  A. 

Admettons  l'existence  de  la  fonction  précédente  :  nous  suppo- 
sons que  le  cercle  ait  l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon, 
et  de  plus  que  le  centre  du  cercle   corresponde  au  point  ^o   de 

l'aire  A,  c'est-à-dire  que 

/(-o)  =  o, 

:■„  étant  une  racine  simple  de  cette  équation. 

De  la  définition  même  de  la  représentation  conforme  résulte 
que  /^(s)  n'a  pas  d'autre  racine  à  l'intérieur  de  l'aire  A  et  sur  son 
contour  C  :  par  suite,  cette  fonction  est  nécessairement  de  la 
forme 

H(j)  étant  une  fonction  liolomorphe  à  l'intérieur  de  l'aire  A,  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Posons 

H(3)  =  P  +  iQ        et        z  —  z-o—rei^; 
on  peut  alors  éci'ire/(2)  sous  la  forme 

f{z)  =  eI.ogr+P+.-(Q+?), 

OÙ  Logr  désigne  le  logarithme  arithmétique  de  r  ou  de  j^  —  ^^  |. 
Pour  qu'à  chaquepoint  du  contour  C,  dans  le  plan  des  2,  corresponde 
un  point  de  la  circonférence  de  rayon  un  dans  le  plan  des  Z,  il  faut 
que  la  fonction  Log/'+  P  s'annule  sur  le  contour  C.  Donc  P  est 
une  fonction  harmonique  uniforme  et  continue  dans  toute  l'aire  A 
et  prenant  sur  C  la  succession  de  valeurs  indiquée  par  la  fonction 

—  Logr. 

Nous  pouvons,  d'après  le  principe  de  Dirichlet,  former  une  fonc- 
tion harmonique  ainsi  définie,  et  la  fonction  Q,  qui  est  la  fonction 
associée  de  P,  est  alors  déterminée  par  l'intégrale 

OÙ  Y  désigne  une  constante  arbitraire. 

6.  Nous  connaissons  donc,  une  fois  fixé  le  point  g„  de  A  qui 
P.  —  IL  iS 
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doit  correspondre  au  centre  du  cercle,  la  forme  nécessaire  de  la 
fonction  H(5)  et,  par  suite,  de  la  fonction  de  transformation. 

Partant  maintenant  a  priori  de  l'expression  précédente,  mon- 
trons qu'elle  donne  bien  la  transformation  cherchée.  Soit 

U  =  P  +  Logr, 

V  =  Q-Hcp: 

on  suppose  qu'on  donne  une  valeur  déterminée  à  la  constante  ar- 
bitraire Y  qui  entre  dans  l'expression  de  Q. 

La  fonction  harmonique  U  sera  nulle  sur  C,  égale  à  — ce  au 
point  Zq  et  continue  en  tout  autre  point  de  l'aire;  elle  sera  donc 
négative  pour  tous  les  points  de  A.  Les  courbes 

(2)  \]{x,  y)  =  a         (a<o) 

seront  des  courbes  fermées  ne  se  coupant  pas  elles-mêmes  et  sé- 
parant la  région  de  l'aire  A  oîi  P  >>  a  de  celle  où  P<<a;  elles 
comprennent  ^Q  à  leur  intérieur.  Tout  cela  résulte  des  propriétés 
des  fonctions  harmoniques  :  la  courbe  (2)  contient  ^0  à  son  inté- 
rieur, sinon  la  fonction  U,  constante  sur  la  courbe,  serait  constante 
à  son  intérieur  et,  par  suite,  dans  toute  l'aire;  pour  la  même  raison 
également  la  courbe  ne  se  coupe  pas  elle-même.  A  la  courbe  (-a) 
correspond,  par  la  transformation 

Z=/(^)  =  ei'+'V 

dans  le  plan  Z,  la  circonférence  de  rayon  e^  ayant  l'origine  poui' 
centre.  Nous  allons  voir  cju'à  un  point  de  cette  circonférence  cor- 
respond un  point  et  un  seul  de  la  courbe  (2).  Des  deux  relations 


d\] 

d\ 

dx 

^5^' 

d\] 

d\ 

dy~- 

dx 

on  déduit,  relativement  à  une  courbe  fermée  quelconque, 

dlJ  __dy 

dn  ds 

la  dérivée  -j-  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure  et 


SUR   LA    REPRÉSENTATION    CONFORME.  276 

'-y-  représentant  la  dérivée  de  V  considéré  comme  fonction  de 
as        ' 

l'arc  s  de  la  courbe,  cet  arc  étant  compté  positivement  dans  le  sens 

direct.  Or,  sur  la  courbe  (2),  -p  est  constammentnégatif,  par  suite 

—r-   est  toujours  positif.  La  fonction  V(^,j)  va  donc  constamment 

en  croissant  quand  le  point  {x^y)  marche  sur  la  courbe  (2)  dans 
le  sens  positif,  et  puisque,  dans  l'expression 

V  =  Q  +  cp, 

o  a  augmenté  de  2  7ï  après  un  tour  complet,  il  en  est  de  même  de 
V.  Il  en  résulte  que  le  point  Z  correspondant  z.  z  décrit  d'une 
manière  continue,  toujours  dans  le  même  sens,  le  cercle  de  rayon 
e"-.  A  un  point  Z  de  cette  circonférence  correspond  donc  un  point 
et  un  seul  de  la  courbe  (2).  Nous  voyons  maintenant  bien  nette- 
ment qu'à  un  point  Z  du  cercle  de  rajon  un,  dans  le  plan  de  la 
variable  Z,  correspond  un  point  z  et  un  seul  dans  l'aire  A.  A  un 
point  Z  correspond,  en  effet,  une  valeur  déterminée  de  a  :  c'est 

celle  pour  laquelle 

e-  =  \Z\. 

On  a  alors  dans  le  plan  z  une  courbe  (2)  et  sur  celle-ci,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  un  point  et  un  seul  correspond  à  Z.  On 
voit  qu'il  reste  dans  la  fonction  employée  pour  la  transformation 
une  indéterminée  réelle,  la  constante  y;  elle  sera  déterminée  si 
l'on  se  donne  le  point  du  contour  C  qui  devra  correspondre  à  un 
point  de  la  circonférence. 

7.  Le  problème  de  la  représentation  conforme  de  l'aire  A  sur 
un  cercle  est  complètement  résolu  par  la  formule 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  point  de  l'intérieur  d'une  quelconque  de 
ces  deux  aires  correspond  un  point  et  un  seul  de  l'intérieur  de 
l'autre.  Relativement  aux  points  du  contour  G  et  de  la  circonfé- 
rence du  cercle,  une  difficulté  se  présente  dont  Riemann  ne 
paraît  pas  s'être  préoccupé.  Revenons,  en  effet,  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q  qui  ont  joué  le  rôle  essentiel.  La  fonction  P(^,j/) 
est  définie  à  l'intérieur  de  l'aire  A  et  sur  le  contour  G  lui-même. 
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mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction  associée  Q.  Celle-ci 
est,  en  effet,  définie  par  l'intégrale 


/ 


^'dP   ,        dP  , 


dx  dy 

et  nous  ne  savons  rien,   du   moins  en  général,  sur  les  valeurs  de 

dP       dP 

V-  el  ^—  sur  le  contour  G.  En  s'en  tenant  aux  raisonnements  des 

ox        dy 

précédents  paragraphes,  on  ne  peut  donc  rien  affirmer  sur  la  cor- 
respondance des  points  des  contours  limitant  les  deux  aires. 

Dans  un  cas  particulier,  d'ailleurs  très  étendu,  la  difficulté 
se  lève  immédiatement.  Supposons  d'abord  que  le  contour  G  soit 
formé  tout  entier  d'un  seul  arc  régulier  de  ligne  analytique  (une 
ellipse,  par  exemple).  Gomme  la  succession  des  valeurs  donnée 

par 

—  Logr, 

que  prend  P(x,y)  sur  G,  est  une  fonction  analytic|ue  de  x  ely, 
elle  est  aussi  une  fonction  analytic^ue  du  paramètre  avec  lequel 
on  exprime  analjtiquement  les  coordonnées  d'un  point  de  G. 
Nous  pouvons  donc  faire  usage  de  la  remarque  du  §  4;  la  fonc- 
tion P(x^y)  peut  s'étendre  un  peu   au  delà  de   G  :   les  dérivées 

-j—  et  T—  sont,  par  suite,  déterminées  pour  tous  les  points  de  G,  et 

il  en  est  alors  de  même  de  Q_(x,  y).  La  difficulté  est  levée;  nous 
sommes  assurés  de  la  correspondance  unique  entre  les  points  du 
contour  G  et  de  la  circonférence. 

Si  l'on  a  un  contour  formé  àe  plusieurs  arcs  réguliers  de  ligne 
analytique,  la  question  est  un  peu  moins  simple.  La  fonction 
V{x^y)  pourra  bien  s'étendre  au  delà  de  tous  les  points  du  con- 
tour, mais  à  l'exclusion  des  sommets  (').  Nous  allons  montrer  en- 
core que  les  différents  points  de  G  correspondent  à  des  points 
différents  de  la  circonférence.  Il  suffira  de  considérer  un  con- 
tour G  présentant  une  pointe  unique  A.  Envisageons  les  courbes 

U(^,7)  =  «, 


(')  On  ne  doit  pas  oublier  qu'un  point  du  contour,  où  se  rencontrent  deux 
lignes  analytiques  dififérentes  tangentes  entre  elles,  est,  dans  nos  raisonnements, 
à  considérer  comme  un  sommet. 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  CONFORME.  277 

et  leurs  IrajecLoires  orthogonales  partant  de  deux  points  a  et  [3 
de  G  situés  de  part  et  d'autre  de  A.  Pour  une  valeur  de  a  néga- 
tive et  très  petite,  nous  aurons  une  courbe  voisine  de  A,  qui  ren- 
contrera en  a'  et  \J  les  deux  trajectoires  orthogonales. 

Considérons  alors,  au  lieu  du  contour  G  i^fig-  3o),  celui  qu'on 


obtient  en  remplaçant  l'arc  aA[3  par  les  arcs  aa',  a'(i',  [3'^.  Les 
fonctions  P  et  Q  et,  par  suite,  U  et  V,  sont  parfaitement  définies 
en  tous  les  points  de  ce  contour,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  pre- 
mier ordre.  Dans  le  plan  Z  va  correspondre  à  ce  contour  une  por- 
tion déterminée  de  la  circonférence  de  rayon  un  et  un  arc  inté- 
rieur. Or,  en  se  servant  toujours  de  la  relation 

du  ds 

et  en  remarquant  que,  sur  aG[3[B'a'a,  -j—  est  toujours  négatif  ou 
nul  (cette  dérivée  est  nulle  sur  les  portions  aa',  [3[5'  des  trajectoires 
orthogonales),  on  voit  que  les  points  Z  de  la  circonférence  de 
rayon  un,  correspondant  aux  différents  points  de  l'arc  a  G  [3  de  C, 
sont  eux-mêmes  différents  :  ils  forment  un  arc  F.  Faisons  tendre 
maintenant  a  et  p  vers  A;  l'arc  F  ira  toujours  en  grandissante 
mesure  que  a  et  [3  se  rapprocheront  respectivement  de  A.  Nous 
allons  montrer  que  la  limite  de  F  formera  la  circonférence  tout 
entière,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  pas  arriver  que  la  limite  de  F 
soit  un  arc  dont  les  extrémités  a  et  b  ne  coïncident  pas.  En  effet, 
dans  ce  cas,  un  certain  arc  ab  de  la  circonférence  de  rayon  un 
correspondrait  au  point  A;  en  d'autres  termes,  z  considérée 
comme  fonction  de  Z  serait  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  un  et,  quand  Z  tend  vers  un  point  quelconque 
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de  l'arc  ah^  z  tendrait  toujours  \ers  la  même  constante.  Or  ceci 
est  impossible  :  nous  le  montrerons  bien  nettement  en  nous  repor- 
tant aux  théorèmes  généraux  établis  au  commencement  de  ce 
Chapitre.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

;  =  cp(X,  Y)  +  £J;(X,  Y)  Z  =  X  +  fY), 

les  deux  fonctions  harmoniques  cp  et  <]>  prenant  des  valeurs  con- 
stantes en  tous  les  points  de  ah  pourront  se  prolonger  analytique- 
menl  au  delà  de  ah  (§  3);  la  fonction  ^  de  Z  pourra  donc  se 
prolonger  analjtiquement  au  delà  de  l'arc  ah^  mais  comme  elle 
est,  par  hypothèse,  constante  en  tous  les  points  de  ah^  elle  devra 
être  constante  dans  toute  la  région  où  elle  est  définie,  ce  qui  est 
absurde.  On  voit  donc  qu'au  point  A  de  G  correspond  un  seul 
point  de  la  circonférence  de  rayon  un.  Il  y  a  donc  bien  corres- 
pondance unique  entre  les  points  des  deux  contours. 

M.  Painlevé  (^)  s'est  occupé,  dans  l'étude  de  la  représentation 
conforme  pour  les  points  du  contour,  du  cas  où  celui-ci  n'est  pas 
formé  de  lignes  analytiques.  Nous  renverrons  à  l'intéressant  ar- 
ticle du  savant  géomètre;  les  considérations  délicates  dont  il  fait 
usage  nous  entraîneraient  trop  loin. 

III.  —  Quelques  exemples  de  représentation  conforme.  Méthode 
de  M.  Schwarz  pour  le  principe  de  Dirichlet. 

8.  Indiquons  quelques  exemples  de  représentation  conforme, 
où  nous  pourrons  effectuer  la  transformation  à  l'aide  de  fonctions 
déjà  étudiées. 

11  sera  généralement  plus  simple  de  considérer,  au  lieu  d'un 
cercle,  un  demi-plan,  c'est-à-dire  la  portion  d'un  plan  située  du 
même  côté  d'une  droite  indéfinie.  Ces  deux  aires  se  ramènent 
immédiatement  l'une  à  l'autre;  nous  avons  vu,  en  effet  (t.  I, 
p.  436),  qu'une  transformation 

_  az  -T-  b 
cz  -^  d 

transforme  une  circonférence  en  une  circonférence,  et,  par  con- 


^'j  P.  I^AiNLEVÉ  {Comptes  rendus,  t.  CXII;  1891). 
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séquent,  une  ligne  droite  en  une  circonférence.  Les  points  d'un 
demi-plan,  dans  le  plan  des  z-,  correspondront  donc  aux  points 
d'un  cercle  dans  le  plan  des  Z. 

Cherchons  à  effectuer  sur  un  demi-plan  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  A  limitée  par  deux  arcs  de  cercle.  Soient  Zq  et  z, 
les  deux  sommets  de  cette  aire,  et  a-rî  l'angle  des  deux  tangentes 
en  Zq  et  Zf. 

La  transformation 

I 
(3)  ^^fz-Zo\-^ 


va  nous  permettre  de  faire  la  représentation  conforme  de  l'aire  A 
sur  un  demi-plan.  Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  ^o 
et  Zi  soient  réelles;  z  étant  à  l'intérieur  de  l'aire,  nous  pouvons 
prendre  pour  argument  de 

(4)  ^^^ 


l'angle  z^zzi  compté  de  ^o  en  Zi  (cet  angle  sera  compris  entre  o 
et  7t  quand  :;  sera  au-dessus  de  Ox^  et  il  sera  compris  entre  tz  et 
27r,  si  ^  est  au-dessous  de  cette  même  ligne).  On  voit  de  suite 
qu'à  chacun  des  deux  arcs  de  cercle  limitant  A  correspond  dans 
le  plan  Z  une  demi-droite  issue  de  l'origine,  puisque  l'angle  ^o^^i 
est  constant  sur  chacune  de  ces  deux  lignes.  De  plus,  la  différence 
des  arguments  de  (4)  sur  chacune  de  ces  deux  lignes  sera  égale  à 
l'angle  des  deux  circonférences,  c'est-à-dire  à  a-ii.  Les  deux  demi- 
droites  feront  donc  entre  elles  un  angle  égal  à  tï,  c'est-à-dire 
qu'elles  seront  sur  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  11  est  alors 
évident  que  l'aire  A  correspond  à  l'un  des  deux  demi-plans  déter- 
minés par  cette  droite  indéfinie. 

En  particulier,  considérons  un  demi-cercle;  on  aura  a  =  -  et  la 
transformation  cherchée  sera  réalisée  par  la  formule 


Considérons  encore  l'aire  d'un  secteur  et  cherchons  à  en  faire  la 
représentation  conforme  sur  un  demi-plan.  Il  suffira  de  transfor- 
mer d'abord  le  secteur  en  un  demi-cercle,  ce  qui  se  réalisera  par 


28o  CHAPITRE    X, 

la  formule 

Z  =  ^«, 

si  7.71  désigne  l'ouverture  d'angle  du  secteur. 

9.  Faisons  maintenant  une  remarque  générale  avant  d'aborder 
des  cas  un  peu  moins  simples.  Soit  Z=:/(5)  une  fonction  liolo- 
morphe  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par  un  contour  simple  (c) 
sur  le  plan  des  j;,  et  supposons  que,  sur  ce  contour,  la  fonction 
prenne  une  série  de  valeurs  toutes  différentes  et  formant  une 
suite  continue.  Au  contour  (c)  correspond  alors,  dans  le  plan  des 
Z,  un  contour  simple  (C)  ne  se  coupant  pas,  et  tel,  par  consé- 
quent, que  la  variation  de  l'argument  de  Z  —  Z'  soit  nulle  ou 
égale  à  2Tt,  suivant  que  le  point  TJ  est  extérieur  ou  intérieur  à  ce 
contour,  lorsque  le  point  Z  décrit  le  contour  (C). 

Cela  posé,  soit  ^  un  point  de  l'aire  limitée  par  le  contour  (c)  et 
TJ  =f[z')  le  point  correspondant  dans  le  plan  des  Z  :  lorsque  le 
points  décrit  le  contour  (c),  le  point  Z  décrit  le  contour  (C),  et 
l'argument  de  la  fonction /(s)  — /(^')  est,  à  chaque  instant,  iden- 
tique à  l'argument  de  Z  —  Z'.  Par  suite,  la  variation  de  l'argument 
de /(s) — /(s')  ne  peut  être  égale  qu'à  zéro  ou  à  2Tr,  Or  elle  est 
différente  de  zéro  puisque  le  point  z  ^=  z'  est  une  racine  de  la 
fonction /(s) — /(^')  '•  donc  elle  est  rigoureusement  égale  à  27t. 
On  en  conclut  immédiatement  qu'à  tout  point  z'  pris  à  l'intérieur 
de  (c)  correspond  un  point  Z' intérieur  au  contour  (C)  et  un  seul, 
et  que,  réciproquement,  à  tout  point  Z' intérieur  au  contour  (C) 
correspond  un  point  z'  intérieur  au  contour  (c)  et  un  seul. 

10.  Un  exemple  intéressant  sera  fourni  par  la  considération  de 
l'intégrale  elliptique 

(5)  ^        ''-  "■• 


Jo     v/(i- 


k  étant  réel  et  compris  entre  o  et  i ,  et  la  détermination  initiale  du 
radical  étant  -t-  i.  Envisageons,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  le 
demi-plan  situé  au-dessus  de  Ox,  et  évitons  les  points  critiques 

dr  I ,  ±  -7  au  moyen  de  demi-circonférences  infiniment  petites  dé- 
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crites  au-dessus  de  O^.  Cherchons,  dans  ces  conditions,  c|uelle 
va  être  l'aire  du  plan  Z  correspondant  à  ce  demi-plan  :  z  allant  de  o 
à  I ,  en  étant  réel,  Z  décrira  la  droite  allant  de  l'origine  au  point  R; 
ensuite,  quand  ^  vade  i  à  t?  en  ajant  évité  le  point  i  par  une  demi- 
circonférence  située  au-dessus  de  Ox,  le  point  Z  décrit  la  droite 
allant  de  K à  iEJ  -f-  R;  enfin,  z  allant  de  7  à  +  co,  Z  suit  la  droite 
allant  de  i'R'  +  R  à  iK.'.  En  faisant  aller  5  de  o  à  —  00,  on  voit  de  la 
même  manière  que  Z  décrit  un  contour  symétrique  du  premier  par 
rapport  à  OY(Z  =  X  H-  iY).  Il  en  résulte  qu'à  l'axe  des  a;  dans  le 
plan  des  z  correspond  dans  le  plan  Z  le  périmètre  d'un  rectangle  R 
de  côté  2R  et  de  hauteur  R'. 

Il  nous  suffit  maintenant  de  remarquer  qu'aux  différents  points 
de  l'axe  réel  et  au  point  à  l'infini  du  demi-plan  correspondent  des 
valeurs  de  Z  toutes  différentes.  On  peut  alors  appliquer  au  pro- 
blème actuel  la  remarque  du  paragraphe  précédent,  puisque  la 
fonction  Z  est  holomorphe  à  l'intéi'ieur  du  contour  simple  formé 
par  l'axe  réel,  par  les  demi-circonférences  infiniment  petites  dé- 
crites au-dessus  de  O^  pour  éviter  les  points  critiques,  etparune 
circonférence  de  rayon  infiniment  grand.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure que  la  formule  (5)  permet  de  faire  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  sur  le  rectangle  R. 

11.  Cherchons  encore  à  représenter  d'une  manière  conforme 
un  triangle  sur  un  demi-plan.  Nous  partirons  à  cet  effet  de  l'inlé- 
grale 

Z=    r   (^  — a)«-i(^  — 6)P-i(^  — c)T-if/5        (a<6<c); 

a,  6,  c  désignent  trois  constantes  réelles,  les  quantités  a,  [3,  y 
sont  des  quantités  positives  telles  que 

a  H- p -^7  =  1, 

enfin  ::o  est  une  constante  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  po- 
sitif. On  considère,  dans  le  plan  de  la  variable  z^  le  demi-plan  situé 
au-dessus  de  l'axe  des  x.  L'intégration  est  faite  dans  ce  demi-plan, 
et,  quand  on  intègre  le  long  de  l'axe  réel,  on  évite  les  points  cri- 
tiques «,  b,  c  par  des  demi-circonférences  infiniment  petites  si- 
tuées au-dessus  de  Ox. 
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Dans  ces  conditions,  cherchons  quelle  est  la  portion  du  plan  Z 
correspondant  au  demi-plan.  Quand  z  varie  entre  deux  des  points 
critiques,  soit,  par  exemple,  a  et  b,  en  suivant  l'axe  des  x^  l'inté- 


grale 


L 


{z  —  a)^-^{z  —  ^>)P-'(-  — c)Y->  dz 


aura  visiblement  un  argument  invariable,  c'est-à-dire  que  le 
jjoint  Z  décrira  un  segment  de  droite  AB,  et,  z  marchant  dans  le 
même  sens  de  a  à  6,  le  point  Z  marchera  aussi  dans  le  même  sens 
de  A  en  B,  puisque  la  dérivée  de  Z  ne  peut  s'annuler  quand  :;  est 
compris  entre  a  et  b.  Ce  que  nous  venons  de  dire  àe  a  k  b  s'ap- 
plique à  l'intervalle  de  Z>  à  c,  auquel  correspond  BC;  mais,  quand 
z  décrit  un  demi-cercle  infiniment  petit  autour  de  b^  Targument 
de  (::  —  6)P~*  a  diminué  de 

les  deux  directions  BA  et  BG  font  donc  nn  angle  égal  à  ^tt;  avec 
plus  de  précision,  une  rotation  de  ^-n  dans  le  sens  négatif  amène 
la  direction  BA  sur  la  direction  BC.  Si  maintenant  z  va  de  c  à 
-f- co,  Z  décrira  un  segment  de  droite  CC,  partant  de  C  et  faisant 
avec  lui  un  angle  yrc  et  CC'est  tellement  placé  que  la  direction  CB 
coïncide  avec  CC  par  une  rotation  de  yu  dans  le  sens  négatif.  Re- 
marquons maintenant  que,  de  cjuelque  manière  que  z  aille  à  l'in- 
fini dans  le  demi-plan,  Z  tend  toujours  vers  C;  de  plus,  en  ap- 
pelant \iJ  l'affixe  de  C,  on  a  pour  z  très  grand  le  développement 

Z  =  [J.  -+-    ^-    -!-  —  -f-.  .  .  (/u?^  O), 

conséquence  immédiate  de  la  relation  a  +  (^  +  y  ^  i .  L'argument 
de  Z  —  |ji'  augmente  donc  de  —  tt  quand  z  passe  de  +  oo  à  —  oo, 
et  il  en  résulte  cjue,  z  variant  de  —  co  à  a,  le  point  Z  décrit  le  seg- 
ment rectiligne  C'A  qui  est  le  prolongement  de  CC.  Nous  arri- 
vons ainsi  à  la  conclusion  suivante  :  Le  périmètre  du  triangle  ABC 
correspond  à  l'axe  réel  du  plan  z. 

Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  appliquer  la  remarque  du 
§  9  pour  en  conclure  que  le  demi-plan  correspond  uniformément 
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à  l'aire  du  triangle  ABC  au  moyen  de  la  transformation 

Nous  savons  donc  faire  la  représentation  conforme  sur  un  demi- 
plan  d'un  certain  triangle  dont  les  angles  sont  égaux  à  aie,  ^tc  et 
y-.  Tout  triangle  étant  semblable  à  un  tel  triangle  pour  des  va- 
leurs convenables  de  a,  [5,  y,  il  en  résulte  que  le  problème  de  la 
représentation  conforme  d'un  triangle  sur  un  demi-plan  est  com- 
plètement résolu. 

12.  On  peut  d'une  manière  plus  générale  considérer  la  trans- 
formation 

Z  =    r   {z  —  a)^-'{z  —  b)^-'...{z  —  lf-^dz, 

où  <7,  6,  .  .  .,  /  sont  m  constantes  réelles;  a,  [3,  .  .  < ,  )^  sont  des 
quantités  positives  telles  que 

a  -+-  p  -^ .  .  .  M-  X  =  /n  —  2, 

et  ^0  est  encolle  une  constante  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est 
positif.  Quelle  sera  la  portion  du  plan  Z  correspondant  au  demi- 
plan  supérieur  du  plan  des  z?  On  verra,  comme  dans  le  cas  du 
triangle,  qu'à  l'axe  Ox  correspond  une  ligne  polygonale  fermée, 
et  les  angles,  comptés  comme  précédemment,  que  font  entre  eux 
les  divers  côtés  de  cette  ligne  sont  respectivement 

aTû,      p-jt,      .  .  . ,     Xtt. 
La  ligne  polygonale  fermée  limitera  une  certaine  aire.  Celle-ci 


sera  nécessairement  connexe  comme  celle  du  demi-plan,  c'est- 
à-dire  qu'on  pourra  passer  d'un  point  à  un  autre  de  Faire  en  res- 
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tant  à  son  intérieur;  en  d'autres  termes  encore,  l'aire  limitée  par 
la  ligne  brisée  ne  pourra  se  fractionner  en  plusieurs  autres  aires 
polygonales  n'ayant  que  des  sommets  communs.  Ainsi,  pour  le  cas 
de  m  =  4,  on  ne  pourra  avoir  la  configuration  ci-contre  repré- 
sentée par  ABGDA  {fi g.  3i). 

Il  est  important  de  remarquer,  et  c'est  ici  une  différence  avec 
le  cas  du  triangle,  qu'à  une  valeur  de  Z  ne  correspond  pas  d'une 
manière  nécessaire  une  seule  valeur  de  z  ou,  en  d'autres  termes, 
que  la  série  des  valeurs  que  prend  la  fonction  Z  sur  l'axe  réel  et  à 
l'infini  ne  forme  pas  nécessairement  une  suite  de  valeurs  toutes 
différentes.  L'aire  polygonale  peut,  en  effet,  se  recouvrir  partiel- 
lement elle-même  ;  c'est  ce  qu'indique  la  fig.  82.  L'aire  limitée 


par  la  ligne  polygonale  ABCDEFGH  se  recouvre  partiellement 
elle-même;  on  voit  bien  en  effet  que  la  partie  ombrée  appartient 
deux  fois  à  l'aire  polygonale.  A  une  valeur  de  Z  répondant  à  un 
point  de  cette  partie  ombrée  correspondront  deux  valeurs  de  z. 
Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  question  de  la  repré- 
sentation conforme  d'un  polygone  rectiligne  sur  un  demi-plan.  La 
forme  de  la  fonction  <à  employer  pour  cette  représentation  con- 
forme et  dont  nous  venons  de  faire  usage  a  été  obtenue  par 
M.  Schwarz  et  par  M.  Christoffel.  Quand  à  la  détermination  effec- 
tive des  constantes  a,  6,  ...,  /  pour  un  polygone  donné,  elle 
n'est  pas  sans  présenter  quelques  difficultés;  nous  y  reviendrons 
dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  (').   Nous 

(')  On  consultera,  sur  ce  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Schliifni  :  Zur  Théorie  der 
conformen  Abbilduiig  {Journal  de  Crelle,  t.  78). 


l 
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aurons  à  étudier  aussi  plus  tard  la  représentation  des  aires  limitées 
par  des  arcs  de  cercle,  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  équations 
linéaires  du  second  ordre  ('). 

43.  Je  terminerai  ce  qui  a  trait  à  la  représentation  conforme 
en  considérant  un  cas  très  simple  relatif  à  deux  aires  limitées  par 
plusieurs  contours.  Deux  aires  A  et  A'  limitées  chacune  par  un 
seul  contour  peuvent  être  représentées  d'une  manière  conforme 
l'une  sur  l'autre  :  on  peut,  en  effet,  faire  la  représentation  conforme 
de  chacune  d'elles  sur  une  circonférence  et  cet  intermédiaire 
permet  de  réaliser  la  transformation  cherchée.  Des  circonstances 
toutes  différentes  se  présentent  pour  les  aires  limitées  par  plu- 
sieurs contours;  deux  aires  A  et  A',  limitées  chacune  par  un 
même  nombre  de  contours,  ne  peuvent  pas,  en  général,  être  re- 
présentées d\ine  manière  conforme  V une  sur  Vautre.  L'étude 
approfondie  de  ce  nouveau  problème  a  été  faite  par  M.  Schottkj 
dans  un  beau  et  important  Mémoire  (-);  cette  intéressante  ques- 
tion se  rattache  étroitement  à  l'étude  de  la  correspondance  entre 
les  points  de  deux  courbes  algébriques,  et  nous  nous  en  occupe- 
rons quand  nous  aurons  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  ré- 
soudre. 

En  ce  moment,  je  ne  prends  qu'un  cas  extrêmement  particulier, 
sur  lequel  nous  nous  sommes  appujé  au  Chap.  IV. 

Etablissons  entre  le  plan  des  z  et  le  plan  des  Z  la  correspon- 
dance 

•iZ  =  ^  H j 

c  désignant  une  constante  positive.  A  une  valeur  de  z  correspond 
une  seule  valeur  de  Z;  mais  à  une  valeur  de  Z  correspondent  les 
deux  valeurs 

z'=Z—  v/Z2— c2, 

^"=Z-^/Z2—  C2, 


(')  Voir,  sur  ces  questions,  le  tome  II  des  Mémoires  de  M.  Schwarz,  où  l'on 
trouvera  encore  beaucoup  d'autres  exemples  de  représentation  conforme.  On  lira 
aussi  dans  le  Tome  I  des  Leçons  de  M.  Darboux  le  Chapitre  qu'il  consacre  à  cette 
théorie. 

(-)  SciioTTKY,  Conforme  Abbildun g  melirfach  zusainmenliângendcr  ebener 
F/âchen  {Journal  de  C  relie,  t.  83). 
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entre  lesquelles  existe  la  relation  z' z"^=  c'-.  Considérons  le  cercle 


(G)  (Jig-  33)  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  c  pour  rayon  ; 
on  peut,  en  choisissant  pour  le  radical  y/Z- —  c'^  une  détermination 
convenable,  supposer  que  le  point  c-'  est  extérieur  à  la  circonfé- 
rence (C);  le  point  ^"  est  alors  intérieur  à  cette  circonférence,  et 
on  l'obtient  en  prenant  l'inverse  du  symétrique  du  point  z'  par 
rapport  à  l'axe  des  a;  relativement  à  la  circonférence  (C). 

Supposons  que  le  points  décrive  dans  le  plan  des  :;  une  circon- 
férence de  rayon  r  et  de  centre  O,  et  cherchons   la  ligne  que   le 


Fig. 

3/|. 

Y 

(£}__ 

■ 

-^ 

1         ^ 

T' 

] 

v_ 

0 

«c 

)  ^ 

point  Z  va  décrire  dans  son  plan  {Jig-  34).  On  aura,  en  posant 


2(X  -t-  i^'Y)—  1  rH ^  j  coscp  -h  tir )  sin  9, 

et,  par  suite,  la  courbe  décrite  par  le  point  Z  sera  l'ellipse 

4X2  4Y2 


r  -] 


1, 
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dont  les  fojers  F  et  F'  sont  les  points  -4-  c  et  — c  dans  le  plan  des  Z. 
Donc  à  la  série  des  cercles  ayant  l'origine  pour  centre  dans  le  plan 
des  z  correspond  une  série  d'ellipses  homofocales  dans  le  plan 
des  Z  et  inversement.  Mais,  tandis  qu'à  un  cercle  dans  le  plan  des  ; 
correspond  une  seule  ellipse  dans  le  plan  des  Z,  à  une  ellipse  E 
dans  le  plan  des  Z  correspondent  deux  cercles  (C)  et  (C")  dans 
le  plan  des  ;s,  dont  les  rayons  sont  liés  par  la  relation  r' r" ^  c-  : 
l'un  est  par  conséquent  extérieur  au  cercle  (C)  et  l'autre  intérieur. 
Lorsque  le  point  Z  décrit  l'ellipse  E,  les  points  z'  et  z"  décrivent 
simultanément  ces  deux  cercles  en  sens  inverse,  avec  des  argu- 
ments à  chaque  instant  égaux  et  de  signe  contraire. 

Lorsque,  r  partant  de  zéro  augmente  jusqu'à  c,  l'ellipse  E  par- 
tant de  l'infini  balaye  tout  le  plan  des  Z  en  s'aplatissant  et  se  ré- 
duisant pour  r  =  c  à  la  droite  double  FF'.  Si  l'on  continue  ensuite 
à  faire  varier  r  àe  c  k  l'infini,  on  balaye  de  nouveau  tout  le  plan 
des  Z  en  repassant  par  la  même  série  d'ellipses  dont  les  dimensions 
vont  sans  cesse  en  augmentant.  Donc  au  plan  Z  tout  entier  cor- 
respond, d'une  part  la  portion  du  plan  des  z  extérieure  à  la  circon- 
férence C  et  d'autre  part  la  portion  du  plan  des  ;;  intérieure  à  cette 
circonférence. 

Bornons-nous,  pour  fixer  les  idées,  à  la  partie  du  plan  ;;  exté- 
rieure à  C  ;  nous  partirons  de  la  correspondance 

z  =  Z-i-v/Z2— C2. 

On  suppose  tracée  dans  le  plan  Z  la  coupure  (  — ■  c,  +  c)  que  Z 
ne  devra  pas  franchir;    la   fonction  ^Z^ — c-  est  alors  uniforme 
et  on  la  suppose  positive  quand  Z  est  réel  et  supérieur  à  c.  La 
formule  précédente  fait  correspondre  le  plan  Z,  où  est  tracée  la 
coupure  ( —  c,  +  c),  à  la  partie  du  plan  z  extérieure  à  C.  En  parti- 
culier, l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  de   foyer 
( —  c,  +  c)  se  trouve  transformée  en  une  aire  limitée  par  deux  cir- 
conférences. Il  en  résulte  que  le  problème  de  Dirichlet  peut  être 
facilement  résolu  pour  deux   ellipses   homofocales,  puisqu'il    se 
résout  très  simplement  pour  deux  circonférences  concentriques. 
mt      L'une  des  ellipses  homofocales  peut  se  réduire  à  la  droite  joignant 
^H  les  deux  fojers;   c'est  de  ce  cas  particulier  que   nous  avons  fait 
^V  usage  en  exposant  la  méthode  de  M.  Poincaré  (p.  9^). 

I 
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14.  On  peut,  du  mode  de  correspondance  précédent,  déduire, 
à  l'aide  du  théorème  de  Laurent,  une  forme  de  développement  en 
série  pour  une  fonction  de  /(z)  holomorphe  dans  l'aire  comprise 
entre  deux  ellipses  homofocales.  Il  suffira  d'énoncer  les  résultats 
que  le  lecteur  démontrera  sans  peine.  On  aura  d'abord  de  suite  le 
développement 

—  00 

les  a  étant  des  constantes.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui 
où  la  fonction  /{:■)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  ellipse  de 
foyers  ( —  c,  +  c);  on  peut  facilement  montrer  que  l'on  a  dans  ce 
cas 

CC—in  ^=  C-      Cl  III 

et  l'on  trouvera  alors  le  développement 

771  =  0 

Pm(~-)  désignant  le  polynôme  d'ordre  ;?? 

P.,  (^)  =  (.- + v/:s^=^r + (.- - /i^^^^)"\ 

Une  fonction  holomorphe,  à  l'intérieur  d'une  ellipse,  se  trouve 
ainsi  développée  en  une  série  de  polynômes.  Pour  c=o,  on  re- 
tombe sur  le  développement  de  Tavlor. 

15.  Nous  reviendrons  une  dernière  fois,  en  terminant  ce  Cha- 
pitre, sur  le  problème  de  Dirichlet,  qui  nous  a  déjà  occupé  dans 
cet  Ouvrage,  pour  indiquer  la  méthode  de  M.  Schwarz  (^  ).  En  fait, 
une  partie  de  cette  méthode  a  été  exposée  quand  nous  avons  parlé 
du  procédé  alterné  (p.  j'])',  nous  allons  avoir  à  en  faire  usage. 
M.  Schwarz  ramène  la  solution  au  problème  de  la  représentation 
conforme;  on  sait,  en  effet,  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
toute  aire  dont  on  a  fait  la  représentation  conforme  sur  un  cercle. 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  le  contour  serait  formé  d'arcs 

(')  Tome  II  des  OEuvres  complètes  de  M.  Schwarz  (p.  i^4)- 
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réguliers  de  lignes  analytiques  faisant  entre  eux  des  angles  diffé- 
rents de  zéro  (*).  11  suffît  évidemment  de  montrer  que  nous 
pouvons  décomposer  l'aire  S  limitée  par  ces  arcs  en  un  nombre 
limité  d'aires  partielles  représentables  sur  le  cercle  et  empiétant 
les  unes  sur  les  autres,  car  alors  le  procédé  alterné  donnera  la  so- 
lution. 

Sur  un  arc  régulier  de  ligne  analytique  nous  pouvons  prendre 
un  arc  assez  petit  a|3  pour  qu'une  représentation  conforme  (§  3) 
transforme  a^  en  un  segment  de  droite  al'^J  dans  le  plan  de  la  va- 
riable z' .  En  joignant  a'  et  3'  par  un  arc  de  cercle,  on  aura  dans  le 
plan  z  une  aire  limitée  par  la  courbe  a[3  et  par  un  certain  arc  ne  la 
coupant  pas  sous  un  angle  nul,  et  l'on  pourra  manifestement  en  faire 
la  représentation  conforme  sur  un  cercle.  Ceci  posé,  on  pourra 
fractionner  l'arc  analytique  AMB  en  un  certain  nombre  d'arcs  suf- 
fisamment petits  et  tels  que  deux  arcs  consécutifs  empiètent  l'un 
sur  l'autre.  On  joindra  deux  à  deux  les  extrémités  de  ces  arcs  par 
des  lignes  situées  dans  S  et  telles  qu'elles  limitent,  avec  l'arc  cor- 
respondant, des  aires  dont  on  puisse  faire,  comme  il  vient  d'être 
dit,  la  représentation  conforme  sur  un  cercle.  L'ensemble  de  ces 
aires  formera  une  nouvelle  aire  limitée  par  l'arc  AB  et  un  arc  APB 
situé  dans  S,  et,  pour  cette  aire,  on  saura  résoudre  le  principe  de 
Dirichlet  par  l'emploi  du  procédé  alterné.  On  peut  supposer  que 
l'arc  APB  coupe  l'arc  AB  sous  des  angles  différents  de  zéro.  Nous 
répéterons  la  même  construction  pour  tous  les  côtés  du  contour. 

En  chaque  sommet  S  nous  placerons  le  centre  d'un  secteur  cir- 
culaire intérieur  à  S  et  empiétant  sur  les  deux  aires  limitrophes 
que  nous  venons  de  construire.  Ceci  sera  toujours  possible,  puisque 
ces  aires  ont,  aux  sommets,  des  angles  différents  de  zéro  et  que 
l'angle  du  contour  en  chaque  sommet  est  différent  de  zéro. 

Enfin  nous  tracerons  une  série  de  cercles  tout  entiers  intérieurs 
à  S  et  qui  ne  soient  jamais  tangents  entre  eux  ni  aux  contours  des 
aires  auxiliaires,  et  en  assez  grand  nombre  pour  que  tout  point  de  S 
soit  intérieur  à  un  de  ces  cercles  ou  à  l'une  des  aires  auxiliaires. 
Il  suffira  évidemment  pour  cela  d'un  nombre  limité  de  cercles.  La 


(')  Oa  trouvera  dans  le  Mémoire  de  M.  Schwarz  l'examen  du  cas  où  l'angle 
est  nul;  certaines  hypothèses  sont  alors  à  faire  relativement  à  l'ordre  de  contact 
des  deux  arcs. 

P.  -  II.  19 
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décomposition  de  l'aire  S  en  aires  partielles  empiétant  les  unes  sur 
les  autres,  pour  lesquelles  on  sait  résoudre  le  problème  de  Diri- 
chlet,  est  donc  effectuée,  et  la  c|uestion  est  dès  lors  résolue. 

16.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  que  nous  avons  en  défini- 
tive fait  connaître  dans  ce  Livre  trois  méthodes  essentiellement 
distinctes  pour  la  solution  du  problème  de  Dirichlet.  Ce  sont  la 
méthode  de  M.  Neumann  (p.  38)  s'appliquant  aux  contours  con- 
vexes, celle  de  M.  Poincaré  (p.  94)  qui  est  absolument  générale, 
et  enfin  celle  de  M.  Scliwarz  qui  s'est  trouvée  présentée  en  deux 
fois,  d'abord  (p.  77)  et  ensuite  au  paragraphe  précédent.  On 
trouvera  une  quatrième  méthode  dans  le  livre  déjà  cité  de  M.  Har- 
nack  sur  le  potentiel  logarithmique,  mais  nous  nous  contente- 
rons d'y  renvoyer  le  lecteur. 
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CHAPITRE  XL 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Première  démonstration  de  Cauchy  relative  à  l'existence  des 

intégrales . 

1.  Nous  commencerons  par  donner  la  première  démonstration 
de  Cauchy  relative  à  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'é- 
quations différentielles  ordinaires  du  premier  ordre 

dv 

-^  =A(^,  71,72,  •••,7/«)> 

-^=//«(^,  71-72,  •••,7'«)- 

Cette  démonstration  nous  est  seulement  connue  par  les  leçons 
du  grand  géomètre  publiées  en  i844  pai'  M.  Moigno;  elle  con- 
cerne spécialement  le  cas  où  les  fonctions  f  et  les  variables  sont 
réelles.  Son  point  de  départ^  aussi  naturel  que  possible,  consiste 
à  regarder  les  équations  différentielles  comme  limites  d'une  suc- 
cession d'équations  aux  différences.  M.  Lipschitz  (*)  a  simplifié 
notablement  la  démonstration  de  Cauchy  et  a  bien  mis  en  évi- 
dence les  hypothèses  fondamentales  nécessaires  pour  la  démon- 
stration. 

(')  LiPsciiiTZ,  Lehvbiich  der  Analysis,  p.  5o.''|. 
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Pour  simplifier  l'exposition  et  éviter  des  indices  multiples, 
nous  nous  bornerons  au  cas  d'une  seule  équation;  la  méthode 
s'étendra  d'elle-même  aux  m  équations  écrites  plus  haut.  Partons 
donc  de  V équation  différentielle  du  premier  ordre 

Nous  Taisons  sur/(^,  j^)  les  hypothèses  suivantes.  Dans  le  voi- 
sinage d'un  certain  système  de  valeurs  (^05  J''o))  correspondant  à 

(i)  \x~x^\<ia,         Ij— ro|<^, 

la  fonction  réelle  f{x,  y)  des  deux  variables  réelles  x  ei  y  est 
continue,  c'est-à-dire  que,  étant  donnée  une  quantité  \  aussi  pe- 
tite qu'on  voudra,  on  pourra  déterminer  0  tel  que  pour 

|Aa7l<o,  |A7|<o, 

on  ait 

\f{x  +  Aa;,  jK  4-  Ajk)  -/(^,  j)  I  <  ^, 

les  points  (^,  y)^  {x  +  A^,  y  -\-  Aj)  étant  dans  la  région  définie 
par  les  inégalités  (i). 

De  plus,  et  c'est  l'hypothèse  bien  mise  en  évidence  par  M.  Lip- 
schitz,  il  sera  nécessaire  de  supposer  qu'il  existe  une  quantité  po- 
sitive k  telle  que 

l/(a^. 7-2)— /( -^,71)1  <k\yi—yi  I- 

Cette  hypothèse  est  manifestement  d'un  caractère  très  général  ; 
elle  est  vérifiée,  d'après  le  théorème  des  accroissements  fiinis,  si  f 
a,  par  rapport  à  y,  une  dérivée  partielle  qui  reste  finie. 

Ceci  posé,  soit  A  une  cjuantité  positive  satisfaisant  aux  inéga- 
lités 

k%a,    AMI  6, 

en  appelant  M  la  valeur  absolue  maxima  de  f{jc,y)  pour  les 
points  du  domaine  (i). 

Nous  allons  montrer  qu'i/  existe  une  fonction  continue  y  de 
X  satisfaisant  à  Inéquation  différentielle 
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définie  pour  toute  valeur  de  x  telle  que 

I  a?  —  370  I  <  A, 

et  prenant  pour  x  ^=  Xq  la  valeur  y q. 

C'est  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires. 


2.  Notre  point  de  départ  sera  le  même  que  pour  arriver  à  la 
Jtion  de  l'intégrale  dél 
valeur  x  pour  laquelle 


notion  de  l'intégrale  définie  au  début  du  Tome  I.  Considérons  une 


X  —  a-„  I  <  A 

(nous  pouvons  supposer  x  >>  x^).  On  partage  l'intervalle  XqX,  en 
intervalles 

OuQ  Ou  '^  •        ce  \  ^2  .  .  .  •  1        OC  II  —  j  OC  ■ 

Formons  alors  les  équations  aux  différences 

72—  Il  =(^2  —  ^1)    /(a7i,7i), 


y   —yn-l  =  {x   —Xn-i)f{Xn-i,yn-'i), 

qui  détermineront  successivement  les  quantités  y^,  y^,  •••! 
yn-i,  y-  On  doit  remarquer  que  chacune  des  valeurs  trouvées 
pour  lesjK,  soit  pour  j^^-,  est  telle  que 

\yi—yo\  <b. 
On  a,  en  effet,  d'abord  pourj^n 

\yi-yo\  <M(xi  —  Xo)<AM<:b; 
pourj)/2  on  aura 


donc 


et  ainsi  de  suite. 


ly^—yo  \  <m^2  —  cToXMA  <  b, 


La  valeur  finale  y  est  donc  une  expression  parfaitement  déter- 
minée dépendant  de  :r  et  des  points  de  subdivision^),  Xo,  ...,  ^«_i. 
Par  analogie  avec  la  question  que  nous  avons  traitée  dans  le  cas 
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de  l'équation  très  simple  (t.  I,  p.  2) 

nous  devons  nous  demander  si  cette  expression  y  tend  vers  une 
limite  déterminée,  quand,  x  restant  fixe,  tous  les  intervalles 
tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment. 

JNous  allons  montrer  qu'il  y  a  bien  une  limite,  et  celle-ci  est  la 
fonction  de  x  que  nous  clierchons. 

3.  Nous  considérerons  d'abord  une  première  loi  de  subdivision 
telle  que  l'on  passe  d'un  mode  d'intervalles  au  suivant  en  fraction- 
nant chacun  des  intervalles  précédents.  Nous  allons  établir  que, 
pour  une  telle  loi  de  subdivision,  y  tend  vers  une  limite. 

Soit 

Xq,     Xi,      ...,     Xrxi     -^a-i-])      ■•■>     ^ 

le  premier  mode  de  subdivision;  nous  marquerons  par  un  accent 
le  second  mode  de  subdivision,  et  pareillement  les  valeurs  de  y 
auront  des  lettres  accentuées.  Soient  l'intervalle  ^a^a+i  et 

Xi  =  X(y_,       •  •  •  )       X m  )       •  •  •  1       ^ n  =  ■^(X-\- 1 

les  valeurs  intermédiaires  des  x' . 
On  aura 

I y'm  —  y'i\<{ x',n  —  x'i ) M  <  ( X^+i  —  ifa ) M . 

Nous  supposons  la  première  subdivision  poussée  assez  loin  pour 

que 

Xa.+\~~  x^<o  et         (a^a+i  — ^a)M  <  X, 

ô  et  X  se  correspondant  d'après  les  notations  du  §  1  :  on  aura  par 
suite 

(E)  \Jlx'm:y',n)~f{x'l.y,)\<'>^- 

Or  on  a 

y'i+ï—fi    =(x'/+i  —  x'ùf(^'/,y'/), 
y'i+ï—y't+i  =(^/+2  — ^/+i)  /(^/+n7/+i)) 


yn  yn-i  —  {^11  ^ii-l)  J\Xn-\i  y ii-\) 
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donc,  en  faisant  la  somme  et  se  servant  des  inégalités  (E), 

y'n—yt  =  (^a+1  —  ^a)  [/(^/,  fi)-^^'^]  I  f^  1<  I  • 

D'ailleurs 

on  en  conclut 

7«— Ja+i  =7/— 7a+  (^a+i—  a^a)[/(^/,  y'i)  —  fi^a,  JKa)  +  9X]; 

mais  d:'^=:  ;»«;  nous  avons  donc,  en  nous  servant  de  la  seconde 
hypothèse  faite  sur  f, 

inégalité  fondamentale  dont  nous  allons  tirer  la  démonstra- 
tion de  V existence  de  la  limite. 

On  voit  que  cette  inégalité  donne  une  limite  de  la  différence  des 
valeurs  des  lettres  accentuées  et  non  accentuées  en  Xa_^\  en  fonc- 
tion de  leur  différence  en  jt^.  Nous  sommes  donc  assuré,  en 
allant  de  proche  en  proche,  de  trouver  une  limite  supérieure  de 
\y'—y\  en  X. 

Désignons,  pour  abréger,  par  \a+\  la  différence  [jK/, — ya+\  \- 
L'inégalité  précédente,  à  savoir 

Va+i  <  Va+  {Xa.+i—Xa.)[k\  Va  |  +  X], 
pourra  s'écrire 

Va+i  <  Va[l  -+-  ki,Xa.+i—  Xa.)\+'k{Xa.+i—  Xa), 
ou 

Va+i-+-  j^  <  (Va+  j\[i  +  k{Xa.+i—x^)\\ 

par  conséquent,  puisque  Vq  ^  o, 

Va+i+  j,  <  j^[i  -i-  k{xi—  Xo)][i  +  k(x2~  Xi)].  .  .[i-]-  k(xa+i  —  ■Tol)]- 

Or,  pour  X  positif,  on  a 

I  H-  /ca?  <  e^'-^'; 

on  en  conclut 

Va+i<  y[e^-(^«+i-^o)  — i], 
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OU 

I  y  a  -  ra+1 1<  ;^J  e'^-^^«+'-^"'  -  i] . 

Prenant  le  point  extrême  x,  nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède, 
en  désignant  par  y  la  valeur  à  laquelle  conduit  le  premier  mode 
de  subdivisions,  et  par  y'  celle  à  laquelle  conduit  le  second  mode, 

l7'-y|<■;^[^''■'^-^°'-I]• 

Cette  inégalité  obtenue,  la  démonstration  s'achève  d'elle- 
même.  A  partir  du  mode  de  subdivision  x,  tous  les  autres  modes 
de  subdivisions  suivants  x^  donnent  pour  jk'  des  valeurs  comprises 
entre 

y  _|_  _1  [g/.(j:-Xo)_  i]     et    j  —  -;  [e^^î^-^'o'  —  i]. 

Prenant  alors  une  suite  de  quantités  \  décroissantes  et  tendant 
vers  zéro,  on  formera,  d'après  un  mode  de  raisonnement  bien 
connu,  une  suite  d'intervalles  décroissants,  tous  compris  les  uns 
dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro;  la  limite  commune  des  deux 
extrémités  de  ces  intervalles  est  la  limite  cherchée. 

Ainsi,  nous  avons  une  limite  pourj)^  quand  on  adopte  une  loi  de 
subdivisions  de  la  nature  indiquée.  Je  dis  que  toute  autre  loi  con- 
duira à  la  même  limite.  Soient  deux  modes  quelconques  de  subdi- 
visions de  l'intervalle  x^x^  marqués  respectivement  par  les  lettres 

nous  désignerons  par  x"  la  subdivision  formée  avec  l'ensemble  des 
deux  premières.  Si  les  intervalles  x  et  x'  sont  moindres  que  S  (0 
correspondant,  comme  plus  haut,  à  une  valeur  donnée  de  X),  on 
aura 

lj"-yi<^[e/''^-^°'-i]; 

donc 

I  j^  _  y  I  <;  [  g/Hx-a:»)  _  i]. 

Il  en  résulte  bien  évidemment,  puisque  \  est  pris  aussi  petit  que 


THÉORÈMES   SUR   LES   ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  297 

l'on  veut,  que  y'  aura  une  limite  sijK  en  a  une,  et  ces  deux  limites 
seront  les  mêmes. 

En  résumé,  nous  avons  établi  que,  quel  que  soit  le  mode  de 
subdivision,  y  a  une  limite  parfaitement  déterminée.  Cette 
limite  est  une  fonction  de  x^  qui  pour  x  ^  x^  se  réduit  ky^. 

4.  Il  reste  à  montrer  que  la  fonction  y  de  x^  qui  vient  d'être 
obtenue,  satisfait  à  l'équation  différentielle 

Soient,  dans  l'intervalle  A,  les  trois  points  x^^,  x,  ^',  et  supposons, 

pour  fixer  les  idées, 

Xq<X  <i  x'. 

Soient  jK  la  valeur  de  la  fonction  précédemment  trouvée  en  x.,  et 
y'  sa  valeur  en  x' .  Pour  trouver  y' ,  on  peut  concevoir  qu'on  parte 
de  X  avec  la  valeur  y  et  qu'on  fractionne  l'intervalle  xx'  en  un 
nombre  de  parties  grandissant  indéfiniment.  D'autre  part,  si  l'on 
ne  prend  qu'un  seul  intervalle,  on  obtiendra  la  quantité  Y' définie 

par 

Y'  —  y  =  {x'—x)f{x,y): 

mais,  si  \x' — x\<^o  (o  correspondant  toujours  à  une  quantité  A), 
on  a,  d'après  le  paragraphe  précédent, 

|Y'  — y  1<  ^[e^;(^'-^)— i]. 

Nous  pouvons  écrire  cette  inégalité  sous  la  forme 

ex 


Y'  — y=  :^[e^(^"-^)  — i]        (62<i). 
k 


On  aura  donc 


y— y  =  (^'  —  ^)/(^,  7)  —  -^  [  «''■<'■'-'">  —  i] 

et  enfin 

y'—  Y        r,         .       6X  e^(-r'-x)_, 
— — -  =/(^î  r)  — 1 -i ' 

X  —  X         •^^'■z'  ^  X  — X 

d'où  résulte,  en  faisant  tendre  x^  vers  x  et  remarquant  qu'alors  on 
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peut  prendre  \  de  plus  en  plus  petit,  que  y  a  une  dérivée  -j-,  et  l'on 
a  bien 

ce  cjui  achève  la  démonstration. 

5.  Le  théorème  fondamental  que  nous  venons  d'établir  s'étend 
sans  modifications  essentielles  au  cas  de  m  équations  du  premier 
ordre 


dym       j.    ,  . 


On  suppose  que  les  fonctions /soient  continues  pour  les  valeurs 
des  X  et  desjK  satisfaisant  aux  inégalités 

\x  —  Xo\<a,       \yï-y\\<b,        ...,       \ym  —  y%i\<b: 

soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  f  dans  ce  do- 
maine. De  plus,  on  a,  pour  deux  systèmes  quelconques  de  points 
de  ce  domaine, 

\fi{3c,y\,y',^,  ...,  y'm)—fi{^,yuy-i^  •■■^ym)\ 

<  f^i  \y'i—yi\-^  '-Ï 1  jr2 — 72 1  +  •  •  •  +  i^»i  \y'm—y»i  l 

les  A"  étant  des  constantes  positives. 

En  remplaçant,  comme  plus  haut,  les  équations  différentielles 
par  des  équations  aux  différences,  on  établira,  sans  autre  peine 
que  quelques  longueurs  d'écriture,  que,  dans  la  région  définie  par 

I  •^  —  ''^O  I  \  -^j 

où 

A  <  a,         AM  <  b, 

il  existe  m  fonctions  continues  ^1,^/2,  .  •.,  jKw  de  a:  satisfaisant  au 
système  d'équations  différentielles,  et  prenant  respectivement  pour 
x=^Xq  les  valeurs  yîî  yl,  •••■,  vlr  La  région  dans   laquelle  les 
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intégrales  sont  définies  correspond  donc  à  un  intervalle  tracé  de 

part  et  d'antre  de  x^,  et  dont  la  longueur  est  la  plus  petite  des 

deux  quantités 

h 

6.  Nous  venons  de  trouver  un  système  d'intégrales  continues 
prenant  des  valeurs  données  pour  x  =^  X(^\  nous  avons  maintenant 
à  démontre?'  que  ce  système  est  unique.  Pour  éviter  toute  diffi- 
culté, nous  ferons  seulement  ici  l'hypothèse  complémentaire  que 
les  fonctions  f  ont  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  y  elles- 
mêmes  continues. 

Admettons  donc  que  nous  ayons  deux  systèmes  d'intégrales  jKu 
y-i.1  ••■■)  yni  et  x^i,  :;o,  ...,  Zm  prenant  respectivement  les  mêmes 
valeurs  en  Xç^.  On  aura 

^'^^•^'       =/i  (^,-1,-2.  ...,z,n)  —  fi  {x,  y  1,^2,  ■■■,yoi), 
> 

^TZ  — JiiiK^^  -^1'  -2)   ■  ■  •  )  ^in)        JinK^i  yi-i  yii   •  •  •  )  y  m  )i 

ce  qui,   en  faisant  usage  du  théorème  des  accroissements  finis  et 
j)Osant 


pourra  s  écrire 


—, —    =  Aî  u,  -j-  A?  Mo  +...-+-  A'i"  u, 

Cix 


du 


et  les  A  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  le  voisinage  de  x^. 
D'autre  part  les  u  s'annulent  pour  x^  ;  nous  allons  donc  partir  de 
ce  système  d'équations  linéaires  en  u,  et  montrer  qu'un  système 
d'intégrales  s'annulant  pour  x^  est  nécessairement  nul  identique- 
ment. 

Montrons  d'abord  qu'un  système  quelconque  d'intégrales  peut 
s'exprimer  à  l'aide  de  m  systèmes  particuliers  d'intégrales.  D'après 
le  théorème  fondamental,  on  pourra  trouver  un  système  d'inté- 
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grales 

pais  un  second  système 


et  enfin  un  ^^i'"™^  système 

tt|   ,       1^2   <        •  •  •  )        '■''in- 

Les  valeurs  de  toutes  ces  intégrales  pour  x^  peuvent  être  prises 
arbitrairement.  On  suppose  seulement  que  le  déterminant  formé 
avec  les  valeurs  des  m-  fonctions  précédentes  pour  ^  =  x„  ne  soit 
pas  nul. 


Posons  alors 


(3) 


£^2      =:CiMÎ     -h    G2  «1   +•  •  •+   G^jM',", 

u„i  ■=■  Cl  mJ„  +  G9  ii^ii  -j- . . .  -f-  G,^  m"j, 


les  G  étant  des  fonctions  de  jc;  en  substituant  dans  les  équations, 

nous  aurons 

«Gi      ,         aG2     ,    ,  «G/,f 

dx  dx  dx 

-^  m|  h r-  a|  -H .  . .  H ^ —  af  =  o, 

a^      "         dx     '  dx 


dCi 

~^-  II}, 


dL>i     ,  dLi,ii 

Uf„  -f-.  .  .H r—  "/ 


dx     '"        ^^     '" dx 

Le  déterminant  des  coefficients  des  dérivées  ne  s'annule  pas 
dans  le  voisinage  de  x^^  puisqu'il  ne  s'annule  pas  pour  x  =  Xq]  les 
lettres  G  sont  donc  des  constantes  ;  or,  pour  x  =Xq^  on  doit  avoir 

Gj  =  o,         G2  =  o,  . . . ,         C„i  =  o, 

puisque  «i  =1  ^2  ^  . . .  =  Um  =  o  pour  ^  =  Xq.  Il  en  résulte  que 
«,,  Wo,  ...,  Um  sont  identiquement  nuls,  comme  nous  voulions 
l'établir. 

Des  paragraphes  précédents,  nous  concluons  que,  étant  donné 
le  système  (2)^  on  peut  en  général  se  donner  arbitrairement  les 
valeurs  àe  y^^  yo,  . . . ,  y  m  pour  x  =  Xq.  Les  intégrales  dépendent 
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donc  de  ?7i  constantes  arbitraires,  et  l'on  entend  par  intégrale 
géirérale  du  système  l'ensemble  de  m  fonctions  y  de  x  qui  satis- 
font aux  équations  différentielles  et  qui  dépendent  de  m  con- 
stantes arbitraires  pouvant  être  déterminées  de  telle  façon  que 
pour  ^  =  ^0  les  y  puissent  prendre  des  valeurs  arbitrairement 
données. 

II.  —  Démonstration  de  l'existence  de  l'intégrale  par  une  méthode 
d'approximations  successives. 

7.  Indiquons  une  autre  méthode  pour  établir  l'existence  des 
intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires  (' ).  Nous  envisa- 
geons, comme  plus  haut,  en  changeant  seulement  un  peu  les  nota- 
tions, le  système  des  ii  équations  du  premier  ordre 

du 


dw         .  , 


Les  fonctions  /sont  des  fonctions  continues  réelles  des  quan- 
tités réelles  jf,  w,  t',  .  .  . ,  (v  dans  le  voisinage  de  Xq^  Uq,  Vq,  .  .  ., 
Wq.  Elles  sont  définies  quand  x,  u,  v,  ...,  w  restent  respective- 
ment compris  dans  les  intervalles 

(xo  —  a,Xo  +  a),     (uq—  b,  Uo -^  b),      ...,      (wq  —  b,  iVo -h  b), 

a  elb  étant  deux  constantes  positives. 

De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse  déterminer  n  quantités 
positives  A,  B,  . . .,  L,  telles  que 

l/iix,  a',  P',  ...,iv')—fi{x,  u,ç,  ...,w)\ 

<  A  I  a'  —  M  [  +  B  I  f '  —  v]  -{-. .  .-i-L  \w'  —  w\, 

X  ainsi  que  les  u^  p,  . . .,  w  restant  dans  les  intervalles  indiqués. 


(')  J'ai  indiqué  pour  la  première  fois  cette  méthode   dans  mon    Mémoire   du 
Journal  de  Mathématiques  (1890). 
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On  voit  que  ces  hypothèses  sont  celles  que  nous  avons  faites 
en  étudiant  la  première  démonstration  de  Gaucliy- 

8.   Ceci  posé,   nous  allons  procéder  par  approximations   suc- 
cessives. 

Considérons  d'abord  le  système 

nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  u^^  t^i,  .  .  .,  (V),  eu 
les  déterminant  de  manière  qu'elles  prennent  pour  x^  les  valeurs 
Mo,  t^07  •  •  •■)  ^'f'o-  Oi^  forme  ensuite  les  équations 

et  l'on  détermine  ^^25  <'2î  •  •  •-,  ^'^■■i  pai^"  la  condition  qu'elles  pren- 
nent respectivement  pour  x^  les  valeurs  «o?  ^'o;  •  •  •■>  <^'o-  On  con- 
tinue ainsi  indéfiniment.  Les  fonctions  Um-\i  ^Vm-i,  •••,  <ï'/«_i 
seront  liées  aux  suivantes  Um:  '>^m,  •  •  ••  ^'^'m  pai"  les  relations 

— 1 —   — J\\^^  U/ii-li  ^'ii-li  ••  •'  <ï'//;-lA 


dw„i 

—  Jn\^i  li/n-li  f'/«-lj   ■  ■  •  1  (ï^'w-lj; 


dx 
et,  pour  X  =  Xo,  on  a 

Nous  allons  établir  que,  m  augmentant  indéfiniment,  «,„,  c>/„,  . . ., 
(v„i  tendent  vers  des  limites  qui  représentent  les  intégrales 
cherchées,  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  Xq. 

Soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions/,  quand  les  va- 
riables dont  elles  dépendent  restent  dans  les  limites  indiquées. 
Désignons  par  p  une  quantité  au  plus  égale  k  a  :  si  .r  reste  dans 
l'intervalle  (^o  —  ??  ■^^o  +  p)j  on  aura 

\ui  —  Uo\  <Mp,  ...,         I  (ï'i  — tro]  <  Mp. 

Par  suite,  si  Mp<^6,  les   quantités  «,,   C),    ...,  (v^,    resteront 
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dans  les  limites  voulues,   et  il  est  évident  qu'alors  il  en  sera  de 
même  pour  tous  les  autres  systèmes  de  valeurs  u,  c,  . .  .,  w.  Dési- 
gnant par  ô  une  quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer 
que  X  reste  dans  l'intervalle  [xq  —  o,  ^o  +  S)- 
En  posant 

Il  1,1  Il/Il  — l    =     U/^j,  •   •    •  •  ''''/H  '"'/«-l    =^     '»   /«5 

on  peut  écrire 


— ^  =/l(.r,  ll,n-u   ...,  W„i-i)—fi{x,  U,n~^_.   ... 

.   (m  -—  2,  .. 

,,^). 

—^  =fn{x.,  Uni-U  ■••,  (t^m-l)  —fiiix,  Uni-2,  ■■ 

1 

Or  on  a 

|U:|<Mo,          ...,         jWi 

|<Mo. 

Les  équations  précédentes,  pour  m  =  2,  démontrent  que  |  Uo  ', 
I  Vo  I,  • .  -,   I  Wo  I  sont  inférieurs  à 

(A-hB-i-...-f-L)Mo2, 

et,    d'une   manière  générale,  de  proche   en  proche,   on  voit  que 

\\Jm  \j  '  •  -A  W,«  I  sont  inférieurs  à 

Mo(A  +  B -{-... -hL)'«-i  o'"-i. 
Or 

ll,n  =  Jto  -+-  Ui  -+-  Ua  -+-...  -T-  Um  ; 

par  suite,  «,„,  Vmi  ■••■,  iv,n  tendront  vers  une  limite,  si 

(AM-B-+-.  ..-t-L)o  <i. 

En  prenant  8  assez  petit,  cette  condition  sera  vérifiée.  JNous 
voyons  donc  que  u„i,  ^m-,  •  ••:  ^f^m  tendront  vers  des  limites  déter- 
minées u.,  ^,  ...,  (P,  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle 
(^0  —  3,  ^Tq  +  o),  0  étant  la  plus  petite  des  trois  quantités 

b  \ 

(4)  «, 


M       A  +  B-i-...  +  L' 


M,  v^  . . .,  KV  seront  représentées  par  des  séries  qui  convergent  à  la 
manière  d'une  progression  géométrique  décroissante. 
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On  a  d'ailleurs 

Ihn  =    /      /l  (^,  Ihn-U   •  •  •  ,  Wni-l)  dx  +  Mq, 

et,  puisque  les  «,«,  ^^mi  •••■,  ^"^'m  diffèrent  de  leurs  limites  d'aussi 
peu  qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  quel  que  soit  x  dans  l'inter- 
valle indiqué,  on  aura,  à  la  limite, 

u  =  j    fi {x,  u,  (',...,  IX')  dx  -!-  iio, 

et,  par  suite, 

du 

et  de  même  pour  les  autres  équations.  Les  fonctions  u,  v,  . . .,  (v 
sont  donc  les  intégrales  cherchées. 

9.  On  voit  que  la  démonstration  précédente  définit  l'intégrale 
dans  un  intervalle  qui  ne  peut  être  supérieur  à  celui  qui  est  fourni 
par  la  première  démonstration  de  Cauch_y,  puisque  la  plus  petite  des 
quantités  (4)  ne  peut  être  supérieure  à  la  plus  petite  des  quantités 

a  et  ^-  Ce  résultat  est  d'ailleurs  dans  la  nature  des  choses,  la  dé- 
M 

monstration  actuelle  étant  moins  naturelle  que  celle  de  Caucliy, 
qui  prend  pour  point  de  départ  la  véritable  origine  de  l'équation 
différentielle  en  la  considérant  comme  la  limite  d'une  équation  aux 
différences.  Nous  avons  seulement  ici  l'avantage,  qui  peut  avoir 
son  prix,  d'avoir  l'intégrale  représentée  par  une  expression  ana- 
lytique telle  qu'une  série  convergente. 

III.  —  Démonstrations  au  moyen  du  calcul  des  limites  de  Cauchy. 
Comparaison  des  domaines  de  convergence. 

10.  La  première  démonstration  de  Cauchy  ne  fait  que  des  hy- 
pothèses très  générales  sur  la  nature  des  fonctions  y.  En  supposant 
que  ces  fonctions  soient  des  fonctions  analytiques  àes  lettres  dont 
elles  dépendent,  Cauchy  a  indiqué  un  autre  type  de  démonstration 
dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper.  L'illustre  géomètre  a 
donné  le  nom  de  Calcul  des  limites  au  principe  fondamental  de 
comparaison  qui  joue  le  rôle   essentiel  dans  cette  méthode.  Le 
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nom  n'est  pas  bien  heureux,  mais  l'idée  est  réellement  féconde  : 
elle  peut  être  appliquée,  et  de  la  manière  la  plus  variée,  à  d'autres 
questions  qu'à  celle  qui  nous  occupe  actuellement  ('). 

Briot  et  Bouquet  et  M.  Méray  en  France  ont  simplifié  notable- 
ment les  démonstrations  de  Gauchj  fondées  sur  le  Calcul  des  li- 
mites, et,  en  Allemagne,  M.  Weierstrass  a  fait  usage  aussi  des 
mêmes  principes  d'une  manière  différente. 

Nous  allons  suivre  Briot  et  Bouquet  dans  l'exposition  de  la  dé- 
monstration (-).  Prenons  d'abord  une  seule  équation 

(•"  %  =/(-'^')- 

La  fonction  f(x.y)  est  supposée  liolomorphe  dans  le  voisinage 
de  Xq  et  j^o-  Oa  peut  supposer  évidemment,  en  faisant  un  change- 
ment de  variable,  que  ^o^=J^o^  o.  La  fonction  y"(^,  j)  sera  donc 
holomorplie  par  rapport  à  .r  et  à  y  quand  x  el  y  seront  respective- 
ment à  l'intérieur  des  cercles  G  et  C  décrits  des  points  ^  =  o 
ety^  o  comme  centres  avec  les  rayons  a  et  b,  et  on  la  suppose 
continue  sur  les  circonférences  elles-mêmes.  Nous  appellerons  M 
le  module  maximum  de  la  fonction^  dans  ce  domaine. 

Si  l'équation  (5)  admet  une  intégrale  holomorplie  dans  le  voi- 
sinage de  ^  =  o  et  s'annulant  pour  cette  valeur  de  la  variable,  elle 
sera  unique  et  l'on  pourra  obtenir,  au  moyen  de  l'équation  différen- 
tielle elle-même,  les  valeurs  des  dérivées  successives  ~}  -V-tj  •  •• 
pour  x=-o.  Il  suffît  de  différentier  l'équation  (5),  d'abord  une 
fois,  pour  avoir  v4'  et  de  substituer  dans  le  second  membre  ^  =  o, 
j'=:  o;  en  différentiant  une  nouvelle  fois,  on  aura -r^  et  ainsi  de 
suite.  Nous  pourrons  donc  former  le  développement 

(6)  y  =  (  -f-  )    x^ \  —r^\    ^^-i-.  .  .=  «1^ -1- «o^^-4-.  .  .  . 

^  -^        \dxJo  i.'i\dx'/o 


(')  Dans  les  Œuvres  complètes  de  Caiichy,  i'°  série,  t.  VII,  on  trouvera  un 
grand  nombre  d'articles  des  Comptes  rendus  se  rapportant  au  Calcul  des  li- 
mites. 

(^)  Briot  et  Bouquet,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  X\I,  et  Traite 
des  fonctions  elliptiques,  p.  SaS. 

P.  —   II.  20 
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Le  point  essentiel,  dans  la  démonstration,  consiste  à  faire  voir 
que  le  développement  ainsi  obtenu  converge  si  x  a  un  module  suf- 
fisamment petit.  Ce  point  une  fois  établi,  il  est  bien  clair  que  la 
fonction  y  ainsi  définie  satisfait  à  l'équation  différentielle,  puisque 
les  deux  fonctions  de  x 

ont,  d'après  la  manière  même  dont  y  a  été  obtenu,  la  même  va- 
leur pour  X  =^  o  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tout  ordre  ;  elles  coïn- 
cident donc,  c'est-à-dire  que  l'équation  (5)  est  vérifiée. 

C'est  en  comparant  l'équation  proposée  à  une  autre  que  nous 
allons  pouvoir  établir  la  convergence  de  la  série  (6),  et  l'idée  d'une 
telle  comparaison  forme  ce  qu'il  y  a  de  réellement  intéressant  et 
fécond  dans  ce  que  Cauchy  appelait  le  Calcul  des  limites. 

Pvappelons  que,  étant  donnée  la  fonction  /(^,  y).^  on  peut  trouver 
une  fonction  ¥{x.,y)  holomorphe  dans  les  mêmes  cercles  C  et  F 
et  dont  les  dérivées  partielles,  toutes  positives  pour  ;r  =y  =  o, 
sont  telles  que 


(«) 


r)ii+i>  f 


dx"  dyP 


r=o^  \àx"  dyP  J.r  =  o' 
y=o  j=y 


c'est  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  IX.  p.  sSg);  entre  autres  déter- 
minations de  F,  nous  avons  indiqué 


F{x,y)  = 


Ceci  posé,  considérons  l'équation  différentielle  auxiliaire 

—  =  F(^,  Y). 
ci.v 

Admettons  qu'il  existe  une  intégrale  Y  de  cette  équation,  holo- 
morphe dans  le  voisinage  de  ^  =  o,  et  s'annulant  pour  x  =  o.  On 
aura,  pour  Y,  le  développement 

Les  coefficients  des  puissances  de  x  dans  ce  développement  sont 
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positifs,  et,  d'après  les  inégalités  (a),  on  aura  visiblement 

|«/«|<A,„. 

Le  développement  (6)  sera  donc  certainement  convergent  dans 
le  champ  où  converge  le  développement  (7).  Or  il  est  facile  de 
démontrer  directement  l'existence  de  la  fonction  Y.  Ecrivons 
l'équation 

dY  M 

dx 

SOUS  la  forme 


/ 

■^'■^l 

/         Y\ 

(' 

-«)' 

V'-^) 

y 

V  dY 

i\I 

'b, 

1  ^  "" 

X 

I  —  - 

a 

Si  la  fonction  Y  existe,  les  deux  membres  sont  respectivement 
les  dérivées  de 

Y ;-     et     —  Maloiifr — - 


Nous  prendrons  la  détermination  du  logarithme  s'annulant 
pour  X  =  o^  détermination  holomorphe  dans  le  cercle  de  rajon  a. 
Gomme  Y  s'annule  pour  .2:  =  o,  on  devra  avoir 


Y—  ^  =  —  Ma\o^(  I 
■10 


et,  par  conséquent, 


-=^-V-^ 


loî 


en  donnant  au  radical  la  détermination  +  i  pour  x  =0. 

dY 
La  fonction  Y,  ainsi  définie,  satisfait  à  l'équation  -j—  =F(^,  Y); 

elle  s'annule  pourx  =  o,  et  elle  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'un 
cercle  avant  l'origine  pour  centre,  et  un  rayon  p  annulant  la  quan- 
tité placée  sous  le  radical,  c'est-à-dire  donné  par  l'équation 


ce  qui  donne 


b     '^8( 

;-â)^ 

?  =  «  \  '  — 

■e    -''"). 
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Nous  sommes  donc  assuré  que  le  développement  ('-)  converge 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p;  il  en  est  donc  de  même  du  dé- 
veloppement (6),  et,  par  suite,  nous  pouvons  affirmer  que  l'é- 
quation (5)  admet  une  intégrale  liolomorplie  dans  le  cercle  de 
rayon  p  ayant  l'origine  pour  centre,  et  .i annulant  pour  x^cy. 
Cette  intégrale  holomorplie  est  unique. 

On  remarquera  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  rajon  p  on  a  cer- 
tainement 

|Y|<6; 

on  a  donc,  par  conséquent, 

à  l'intérieur  du  même  cercle. 

11.  L'analvse  précédente  s'étend  sans  modification  au  cas  de  // 
équations 

<^X2  ri  ^ 


-^  =fn{x,y,,y.,  ...,ya)- 


On  suppose  que  les/"  sont  holomorphes  par  rapport  à  jt  et  auxj)^ 

dans  les  cercles  de  rayon  a  e\  b  décrits  respectivement  de  l'origine 

comme  centre  dans  le  plan  de  x  et  des  r.  Si,  de  plus,  M  désigne 

encore  le  module  maximum  des  f,  on  comparera  ce  système  au 

suivant 

f/Y^  _  dY^_  _     _  _  '^Y/^  —Y(x  Yi   Y,    . . . ,  Y„) 
dx         dx        '  '  dx 

en  posant 

1\I 


F(;r,  Y,,Y,,  ...,  Y„)  = 


(-h)(-Ï)-(' 


Les  Y  s'annulant  tous  pour  x-=.o  sont  identiques,  et  l'on  n'a  à 
considérer  que  l'unique  équation 


dX  M 


dx        (         x\l         Y\« 
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Le  rajoii  p  du  cercle,  dans  lequel  la  convergence  des  déve- 
loppements est  assurée,  sera  ici 

h 


12.  Revenons  un  moment  à  la  première  méthode  de  Cauclij,  et 
bornons-nous  à  une  seule  équation.  Quand  la  fonction  y"(^,  j^) 
est  une  fonction  holomorphe,  on  peut  encore  appliquer  cette  mé- 
thode. La  comparaison  des  résultats  fournis  par  les  deux  méthodes 
est  intéressante.  Nous  supposerons  que  les  valeurs  initiales  sont 
(•^0  5  JKo)  au  lieu  de  (0,0). 

Voici  d'abord  quelques  remarques  préliminaires.  La  dérivée 
y' (^,  y)  est  holomorphe  à  l'intérieur  des  cercles  C  et  C;  elle 
n'est  pas  nécessairement  définie  sur  les  circonférences  elles- 
mêmes,  mais  il  n'j  a  aucun  inconvénient  à  le  supposer,  car  on 
peut  remplacer  les  cercles  de  rayon  a  et  b  par  les  cercles  de  rayon 
a  —  £  et  b  —  'i\  (e  et  ti  étant  fixes,  mais  aussi  petits  cjue  l'on 
voudra),  et  la  conclusion  à  lac[uelle  nous  arriverons  n'en  serait 
pas  changée.  Soit  donc  A'  le  maxiznum  du  module  de  f'y{x,  y) 
dans  les  cercles  C  et  C. 

En  désignant  parjK,  etj/o  deux  valeurs  quelconques  de  j"  à  l'in- 
térieur de  C,  on  a 

en  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis  tel  qu'il  a  été 
étendu  par  M.  Darboux  aux  fonctions  d'une  variable  complexe  (') 
(t.  I,  p.  35).  De  l'égalité  précédente  on  conclut 


(  '  )  A  la  vérité,  nous  n'avons  démonti'é  (  t.-I,  p.  36)  la  formule  généralisée  des  ac- 
croissements finis  que  pour  une  fonction  complexe  d'une  variable  réelle,  mais  le 
cas  d'une  fonction  analytique  d'une  variable  complexe  se  ramène  immédiatement 
au  pi'écédent.  Soit/(^)  une  fonction  analytique  de  i;  holomorphe  dans  un  certain 
domaine  comprenant  deux  points  z^,  z^  et  tous  les  points  delà  droite  qui  les  joint. 
Soit  z  un  point  variable  sur  la  droite  z^z^;  en   désignant   par   a  l'argument   de 

^,— -0.  on  a 

z  =  z^+^e"^: 

soit  d  la  valeur  de  p  correspondant  à  z^.  Par  suite,  nous  aurons 
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De  plus,  la  conlinuilé  de  la  foncLiony(x,  y)  est  uniforme  à  l'in- 
térieur des  cercles  C  et  C,  ou  plus  exactement  à  l'intérieur  des 
cercles  de  rayon  a  —  s  ei  b  —  y,,  que  nous  pouvons,  pour  la  même 
raison  que  plus  haut,  supposer  être  les  cercles  C  et  C  eux-mêmes. 

Cela  posé,  soit  A  une  quantité  positive  telle  qu'on  ait  à  la  fois 

et  envisageons  dans  le  plan  des  x  le  cercle  ayant  x^^  pour  centre 
et  A  pour  rayon;  on  trace  un  rayon  de  ce  cercle.  En  appliquant  la 
première  méthode  de  Cauchy,  on  verra,  sans  changer  en  rien  les 
raisonnements,  cjue  l'équation  différentielle  détermine  sur  le 
rayon  tracé  une  fonction  de  x  (dans  les  diverses  inégalités  cjue 
nous  avons  eu  à  écrire,  ce  sera  le  module  qui  remplacera  la  valeur 
absolue).  De  plus,  on  démontrera  ici,  comme  plus  haut,  que  l'in- 
tégrale continue  sur  un  rayon  et  prenant  en  x^  la  valeur  j^^  est 
nécessairement  unique. 

13.  Pour  chaque  point  x  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  A, 
nous  déterminons  ainsi  une  valeur  pour  7-,  relative  en  quelque 
sorte  au  chemin  rectiligne  x^x. 

Le  rayon  A  est,  comme  on  a  vu,  la  plus  petite  des  quantités 

b 

a     et     j^. 

11  ne  peut  être  admis,  sans  plus  d'explications,  que  la  succession 
des  valeurs  ainsi  trouvées  pour  j'"  donne  une  fonction  analytique 
de  x^  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  A;  c'est  ce  cjuc  nous 
nous  proposons  maintenant  d^  établir  j 


F(p)  étant  une  fonction  complexe  de  .la  variable  réelle  p.  Nous  avons  d'après  V'. 
théorème  généralisé  des  accroissements  finis 

F(a)-I^(o)  =  ixrfF'(S)         l-J-Ki, 

5   étant  compris  entre   zéro  et  cl.  On  reconnaît  de  suite  que  cette  formule  pcni 
s'écrire 

/(-J-/(=o)->^(~^-~\)/'(0, 

Ç  étant  un  point  de  la  droite  joignant  z^  à  x:,  ;  on  a  toujours  |  )>  |  l  i.  C'est  de 
cette  formule  que  nous  faisons  usage  dans  le  texte. 
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Il  est  tout  d'abord  évident  qu'à  l'intéineur  du  cercle  de  rajon 


-— \ 


la  succession  des  valeurs  trouvées  pour  j)/  représente  une  fonction 
analytique  holomorphe,  car  cette  succession  de  valeurs  doit  néces- 
sairement coïncider  avec  celle  que  donne  le  développement  en 
série  de  Briot  et  Bouquet.  Il  faut  montrer  que  les  valeurs  trouvées 
pour  y  en  dehors  de  ce  cercle  sont  le  prolongement  analytique  de 
ce  développement. 

La  remarque  suivante  nous  sera  encore  indispensable.  Je  consi- 
dère les  cercles  C|  et  C,  de  rajon  a  —  £  et  b  —  rj,  en  désignant 
par  £  et  'r\  des  quantités  fixes,  d'ailleurs  aussi  petites  que  l'on 
voudra.  Soit  Xi  etjj^,  un  système  de  valeurs  de  x  el y  à  l'intérieur 


de  ces  cercles;  la  fonction /(^r,  y)  sera  holomorphe  à  l'intérieur 
de  cercles  ayant  respectivement  pour  centre  x^  Q^yi  et  pour  rayon 
£  et  r,.  Donc,  à  l'intérieur  du  cercle  ayant  Xx  pour  centre  et  pour 
rayon 


2EM 


l'équation  différentielle  donnera   un  développement  convergent. 
Ceci  dit,  je  considère  le  cercle  F  ayant  pour  centre  ^o  ^t  un  rayon 


égal  à 


(a_£;[i_e    2(.-s)mJ. 


A  l'intérieur  de  ce  cercle  nous  avons,  d'après  Briot  et  Bouquet, 
un  développement  convergent  procédant  suivant  les  puissances 
croissantes  de  .r  —  ^Tq  ;  la  valeur  de  y  correspondant  à  une  valeur 
quelconque  de  x  donnera  dans  le  plan  des, y  un  point  à  l'intérieur 
du  cercle  C, .  Cherchons  à  étendre  le  développement  précédent 
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en  dehors  du  cercle  F;  nous  prendrons  à  cet  efi'el  un  point  x,  à 
rintérieur  de  T,  mais  aussi  rapproché  que  l'on  voudra  de  la  cir- 
conférence du  cercle.  Nous  pourrons,  d'après  ce  qui  précède, 
obtenir  un  développement  convergent  à  l'intérieur  d'une  circon- 
férence r,  de  rayon  p,  ayant  Xi  pour  centre;  le  cercle  F,  sortira 
du  cercle  F  et  nous  aurons  ainsi  un  prolongement  de  la  fonction 
hors  du  cercle.  En  prenant  ainsi  une  succession  de  points  ;r,,  tou- 
jours à  la  même  distance  de  Xq,  nous  aurons  une  succession  de  cir- 
conférences F,,  et  l'intégrale,  dont  nous  sommes  parti  en  Xf,,  sera 
manifestement  holomorphe  dans  l'enveloppe  extérieure  F'  de  ces 
circonférences.  Pour  que  cette  extension  présente  de  l'intérêt,  il 
faut  que  nous  puissions  raisonner  sur  T'  comme  nous  avons 
raisonné  sur  F.  Il  faut  donc  que,  pour  tous  les  points  de  la  cou- 
ronne annulaire  entre  F  et  F',  la  valeur  correspondante  de  j"  soit  à 
l'intérieur  du  cercle  C'^  de  rayon  h  —  v]  ;  or  je  vais  montrer  qu'il  en 
est  ainsi,  si  le  rayon  du  cercle  F'  est  inférieur  à  la  plus  petite  des 
quantités 


(8)  a  —  s     et 


M 


Le  fait,  qui  est  loin  d'être  évident  si  l'on  reste  dans  l'ordre  d'idées 
de  Briot  et  Bouquet,  est  immédiatement  mis  en  évidence,  quand 
on  se  reporte  à  la  première  méthode  de  Cauchy.  On  peut  tou- 
jours, en  effet,  supposer  que  l'on  va  du  point  jTq  à  un  point  x  du 
cercle  F'  par  le  chemin  rectiligne,  et  calculer  la  valeur  dey  par  la 
méthode  précédente;  la  valeur  dey,  ainsi  calculée,  sera  telle  que 

|j— roi  <h  —  -r,. 

jNous  raisonnerons  donc  sur  le  cercle  F'  comme  sur  le  cercle  F, 
la  valeur  de  p  restant  toujours  la  même.  Du  cercle  F', 
nous  passerons  à  un  troisième  cercle  F"  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
ce  que  le  rajon  de  ces  cercles  successifs  devienne  égal  à  la  plus 
petite  des  quantités  (8).  Mais,  puisque  £  et  tj  sont  deux  quantités 
indépendantes,  aussi  petites  que  l'on  voudra,  nous  pouvons  af- 
firmer que  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  qui,  pour 
X  =  Xq,  prend  la  valeur  y^  est  holomorphe  à  l'intérieur  du 
cercle  ayant  pour  rayon  la  plus  petite  des  quantités 

h 
(9)  «     et     -. 
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Il  est  bien  aisé  de  voir  que,  dans  tous  les  cas,  ce  nouveau  rajon 

de  convergence,  pour  la  série  de  Tajlor  représentant  l'intégrale, 

h 


sera  supérieur  â  l'expression  a^i  —  e   '"^^J .  La  chose  est  évidente 

si  c'est  a  la  plus  petite  des  expressions  (g).  Dans  le  cas  où  ce  se- 

.     b  .       ,   -r 

rait  ,, ,  nous  avons  a  veniier  que 


I\I 


^  M 


ce  qui  revient  à  voir  que,  pour  x  positif,  on  a 

inégalité  manifestement  vérifiée. 

Ainsi  on  peut  certainement  fixer  pour  le  domaine  de  conver- 
gence de  l'intégrale  un  champ  plus  grand  que  celui  auquel 
on  a  été  conduit  par  le  Calcul  des  limites  (  *  )^  et  ce  résultat 
s'étend  immédiatement  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

IV .    -  Détermination  unique  d'un  système  d'intégrales 
par  les  valeurs  initiales. 

14.   Reprenons  le  système  des  n  équations 

dy. 


^^  -Moe,yi,yi,  ■■■.,yn), 


-^=Mor,yuy..  ...,yn). 


Nous  avons  vu  que,  si  les  /  étaient  holomorphes  dans  le  voisi- 
nage de  ^0^  y%  y^2i  •  •  -  j  y^ii  il  y  avait  un  système  unique  d'inté- 
grales holomorphes  dans  le  voisinage  de  x^  et  prenant  pour  cette 
valeur  les  valeurs  respectives  j)''",  j^l^,  .  .  . ,  yj'^. 


(')  E.  Picard,  5m/'  la  convergence  des  séries  représentant  les  intégrales  des 
équations  différentielles  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i888). 
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Existe-L-il  un  aalie  sysLèine  cV iiiLégrales  non  holoniorphes 
prenant  les  mêmes  valeurs  pour  x-=^X(P.  Par  un  tel  système 
nous  entendons  un  système  d'intégrales  j)'),  jj-o,  .  .  . ,  J'«  jouissant 
de  la  propriété  suivante. 

On  imagine  qu'autour  de^o,j)'",  ...,J'"  on  décrive  des  cercles  de 
rayons  très  petits,  etl'on  suppose  que,^  restant  àl'intérieur  du  pre- 
mier en  suivant  un  arc  de  courbe  C  aboutissant  au  point  ^r,,,  les 
valeurs  correspondantes  des  j'  restent  respectivement  à  l'intérieur 
des  autres  cercles;  de  plus,  quand,  x  restant  sur  G  tend  vers  .x'o, 
les  j/- tendent  respectivemeut  vers  lesjK"»  Ayant  ainsi  bien  défini 
ce  que  nous  entendons  par  intégrales  prenant  des  valeurs  données 
pour  X  =  .To;  nous  pouvons  chercher  à  établir  que  le  système 
d'intégrales  holomorphes  est  le  seul  jouissant  de  la  propriété 
précédente. 

Dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité,  Briot  et  Bouquet 
établissent  ce  théorème  en  se  bornant  au  cas  de  ;?=  i ,  et  leur  mé- 
thode ne  s'applique  pas  au  cas  de  n  quelconque.  De  plus,  et  c'est 
le  point  sur  lequel  je  veux  insister,  leur  démonstration  suppose 
implicitement  que  x  tend  vers  x^  en  suivant  un  arc  de  longueur 
finie.  Si  l'on  admet  cette  restriction,  la  démonstration  pour  le  cas 
de  n  quelconque  peut  se  faire  en  suivant  la  marche  que  j'ai  indi- 
quée dans  le  cas  où  x  est  réel  (§  6).  En  effet,  toutes  les  considé- 
rations développées  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre  peu- 
vent être  étendues  au  cas  où  l'on  admet  que  ic  reste  sur  un  arc  Jini 
aboutissant  en  Xq.  Nous  nous  placerons  maintenant  à  un  point  de 
vue  un  peu  différent  pour  ne  pas  introduire  d'hypothèse  supplémen- 
taire dans  la  démonstration,  et  nous  parviendrons  facilement  au 
théorème  cherché  eu  nous  appuyant  sur  le  théorème  fondamental 
relatif  à  l'existence  des  intégrales  dans  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles. 

15.    Soit  d'abord  l'équation  unique 

(E)  fi  =/(-,/). 

Nous  considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles 
dF        „^         ^  dF 


l 
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11  j  aune  infinité  de  fonctions  F(iP,j^)  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  y^  vérifiant  cette  équation.  Si,  comme  nous  le 
supposons,  y(x,j)^)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ^o?  JKoi 
nous  établirons  dans  un  moment  qu'on  peut  trouver  une  fonction 
¥[x,y)  holomorphe  dans  le  voisinage  de  (^o>J''o)>  satisfaisant  à 
cette  équation  et  se  réduisant  pour  ^  =  ^o  à  une  fonction  arbitraire, 
donnée  à  l'avance,  'f  (j^),  holomorphe  autour  dej'"o.  Nous  admet- 
tons ce  théorème  fondamental  qui  sera  démontré  dans  la  Section 
suivante. 

Ceci  dit,  soit  ¥{x,y)  une  telle  intégrale;  nous  supposerons 
seulement,  comme  il  est  possible,  que  F  s'annule,  tandis  que  — 
ne  s'annule  pas,  pour  x  =Xo,  X^J^o  [il  suffît  de  prendre  'f(j') 
telle  que  'f  (yo)  ^  o  et  ^'{yo)  ^  o].  Si  l'on  substitue  dans  F(x,y),  à 
la  place  dey,  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (E),  on  aura 

F{x.y)=C, 

C  étant  une  constante  indépendante  de  x;  on  a,  en  effet, 

dF        dF  dy  _  dF        dF  ,. 

dx  '^  'dy   clx  "  'd^^  Jy^^'^'y^  -  ""■ 

Si  maintenant  nous  revenons  à  une  intégrale  j'',  définie  comme 
au  paragraphe  précédent,  et  prenant  pour  x^,  la  valeur  ^'"o,  on 
devra  nécessairement  avoir 

F(x,y)  —-  o, 

puisque  F(^o?  J^o)  =  ^-  Toute  intégrale  y  satisfera  donc  à  l'équa- 
tion précédente.  Or,  si  nous  nous  reportons  au  théorème  de 
Weierstrass  (Chap.  IX,  §  8),   nous  savons  que  l'on  peut  écrire, 

dF\ 

) 

F{x,y)  =  [y  —  V{x)\'^{x,y), 

'^[Xjy)  ne  s'annulant  pas  dans  le  voisinage  de  (^oj,7o)  et  V[x) 
étant  holomorphe.  L'intégrale  y,  que  nous  étudions,  vérifie  donc 

la  relation 

jK  — P(a^)  =  o. 

Elle  coïncide  avec  L'intégrale  holomorphe  (M. 


(')  Oq  voit  qu'il  est  utile   pour  la  théorie  des  équations  cHIFérentielles  de  ne 
pas  établir  l'existence  des  fonctions  implicites  en  s'appuyant  sur  les  théorèmes 


Puisque  (_^^^o 


3l6  CHAPITRE    XI. 

16.   La  démonslralion  s'étend  d'elle-même  à  un  syslème  d'équa- 
tions différentielles 


dx 

dx 


=  /2('^,  71,7-2,    •••,J«), 


^^=/«(-^, 71,72,  •••,7«): 


on  devra  ici  considérer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Nous  admettons,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  qu'il  existe 
une  fonction  F  des  n  +  i  variables  x,  y\ ,  y^,  •  •,  y  a  satisfaisant 
à  cette  équation  et  se  réduisant  pour  x  ^=  x^  k  une  fonction  arbi- 
traire donnée  à  l'avance  co(jK,,y2:  •••5  JKw)  bolomorplie  dans  le 
voisinage  àe  y\,  yl,  ...,  y^. 

Si  dans  une  telle  fonction  P'(^,  jy,,  ^2,  ...,  j)^«)  on  remplace 
y\-,y-ii  . . .,  jK/i  par  un  système  d'intégrales  des  équations  propo- 
sées, on  aura 

F(^, 71,72;  •••;7«)  =  G, 

C  étant  une  constante  indépendante  de  x. 

Prenons  alors  n  fonctions  F,  que  nous  désignerons  par  P^,, 
Fo,  .  . .,  Fa',  elles  seront  déterminées  par  les  fonctions  '.p,,  cp^,  •••, 
'^j/t   qui  sont  leurs  valeurs  pour  x^zx^^.   Nous   supposons  que 

?/(7Î,7?,  •■•,7°)  =  0        (' =  1,2,  ••.,«), 
et  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(Ol,  ?-2 ?».) 

t)(7i,72,  •••,7/-) 
ne  s'annule  pas  pour  y',',  y\,  . . .,  jj^^. 


relatifs  à  l'existence  des  intégrales.  Ce  n'est  pas,  d'ailleurs,  la  seule  fois  où  nous 
trouverons  profit  à  avoir  établi  l'existence  des  fonctions  implicites  à  l'aide  du 
ihcorcmc  de  Weierstrass. 
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Un  système  quelconque  d'intégrales  j', ,  j-o,  ...,  j'^^,  prenant 
pour  ^0  les  valeurs  respectives  y",  jj^^,  ...,  j'^l,  satisfera  aux  équa- 
tions 

Fi  (ii?,ji,j2,  •••..r«)  =  o, 

F2(ar,jKi,r2,  ■■■■.7„)  =  o, 

î 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (Cliap.  IX,  §  11),  les  valeurs 
des  y,  satisfaisant  à  ces  équations,  restant  dans  le  voisinage  de 
yli  T2'  •  •  -ly^ii  ci^^^ïid  X  reste  lui-même  dans  le  voisinage  de  ^q, 
et  prenant  pour  x  =  Xq  les  valeurs  j^î,  JK2?  •  •  -i  yui  sont  des  fonc- 
tions holomorphes  de  x.  Nous  arrivons  donc  encore  à  la  conclu- 
sion :  il  ji'y  a  pas  d'autre  système  d'intégrales  satisfaisant 
aux  conditions  requises  que  le  système  liolomorphe. 

17.  J'ai  insisté  sur  l'existence  unique  du  système  d'intégrales 
dans  le  cas  général  où  les  équations  ne  présentent  aucune  cir- 
constance singulière;  c'est,  en  effet,  une  proposition  tout  à  fait 
fondamentale  et  la  base  même  de  l'emploi  des  équations  différen- 
tielles dans  toutes  les  applications.  Il  semble  de  plus,  à  lire  cer- 
taines phrases  d'un  Mémoire  de  M.  Fuchs  ('),  C|ue  ce  théorème 
puisse  être  mis  en  doute.  Je  ne  puis  partager  le  scepticisme  de 
l'illustre  géomètre.  Sans  doute,  on  peut  faire  une  légère  critique 
à  la  démonstration  de  Briot  et  Bouquet,  mais  la  proposition  elle- 
même  n'en  subsiste  pas  moins,  comme  je  viens  de  le  montrer, 
si  l'on  précise  bien  l'énoncé.  Prenons,  en  le  simplifiant,  un 
exemple  cité  par  M.  Fuchs  :  soit  l'équation 

^  =_  z! 

dx  X 

dont  l'intégrale  générale  est  visiblement 

_         I 

^  ~  loga7  +  G  ' 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Soit  jTo  ^  o,  lorsque  x  part  du 
voisinage  de  Xo  et  j  revient  après  avoir  tourné   un  très  grand 

(')  Fuchs,  Sitzungsbericlile  der  Berliner  Akademie,  i886. 
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nombre  de  fois  aufour  de  l'origine,  une  intégrale  quelconque  r  a 
une  valeur  de  plus  en  plus  petite,  mais  il  est  bien  clair  que  Ton 
ne  peut  pas  dire  qu'on  a  là  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  x,), 
au  sens  que  nous  avons  spécifié  au  §  \ï. 

V.  —  Existence  des  intégrales  des  systèmes  d'équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles . 

18.  Nous  nous  sommes  appujé,  dans  la  Section  précédente, 
sur  un  théorème  relatif  à  l'existence  des  intégrales  d'une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles.  Nous  aurons  plusieurs  fois 
encore,  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  ordinaires,  à 
l'employer;  aussi  allons-nous  établir  de  suite  ce  théorème  en  le 
prenant  sous  sa  forme  la  plus  générale. 

Les  propositions  relatives  à  l'existence  des  intégrales  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  ont  été  démontrées,  pour  la  première 
fois,  par  Cauchj,  à  l'aide  du  Calcul  des  limites  (').  On  a  simplifié, 
de  différentes  manières,  les  démonstrations  de  Caucliy  et  nous 
devons  citer,  en  particulier,  M.  Darboux,  M.  Méray  et  M""'  Ko- 
waleski.  Le  Mémoire  de  l'éminente  analyste  sur  ce  sujet  est  de- 
venu classique  (-);  c'est  ce  travail  que  nous  prendrons  pour  guide 
dans  l'exposé  de  la  démonstration.  Démontrons  d'abord  un  théo- 
rème préliminaire. 

On  considère   le   système  d'équations  aux  dérivées   partielles 


(E) 


dx        .^"""'  dxi^ 

i,k 

ôiii        ^          diii 
dx    ~  2à^'''  dx,   , 

i  =  I 

,  -2,    . 

!    2?     • 

. ,  m, 
■••P, 

du,,,  _  y  L.  f^"i- 

dx         ^lÀ    '  '  dx,. 

où  les  A,  B,  ....  L  représentent  des  fonctions  holomorphes  des 
seules  lettres  ?/|,  //o,  ...,  ?^,„  dans  le  voisinage  de  z/*^, //"I,  ...,  «",. 


(')  OEuvres  de  Caiichy  {loc.  cit.). 

(')  Sophie  Ivowalesky,  Journal  de  Crelle,  t.  80. 
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On  se  donne  d'autre  part  m  fonctions  de  x^,  x-i-,  .  • .,  Xp 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  x\^  :r!î,  . . .,  x^  et  se  réduisant 
respectivement  à  ii\^   u\^   ...,  u\^  pour  ces  valeurs  des  variables 

Ceci  posé,  nous  allons  établir  (\vvon  peut  tj^ouver  m  fonctions 
«,,  U2,  . . .,  Uni  desp  +  I  variables  indépendantes  x,  Xi ,  x-,^  . . ., 
Xp  satisfaisant  au  système  (E)  et  se  réduisant  respective- 
ment pour  X  =  X^  k  (Oi,  (2-2,    . . .,  '^m- 

Nous  faisons  d'abord  la  remarque  évidente  qu'on  peut  sup- 
poser nulles  les  constantes  initiales  u*- ,  x^,  x\.  Si  les  fonctions 
satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  existent,  on  pourra,  à 
l'aide  des  équations  (E),  effectuer  leurs  développements  suivant 
les  puissances  de  x.  On  aura,  en  effet,  les  valeurs  de  toutes  les 
dérivées  partielles  des  u  pour  x  =  X\  ^ . .  .^  Xp^=o.  Cela  est 
évident  pour  les  dérivées  où  x  ne  figure  pas,  puisque  les  valeurs 
des  u  sont  données  pour  ^  =  o.  Quant  aux  autres  dérivées  par- 
tielles, on  les  aura  de  proche  en  proche;  ainsi  les  dérivées,  oii  la 
dérivation  est  faite  une  fois  seulement  par  rapport  à  x,  seront 
données  par  les  équations  (E)  diflférentiées  un  nombre  quelconque 
de  fois  par  rapport  à  ^,,  x^,  ■•■■,  Xp.  On  dérivera  ensuite  les 
équations  (E)  par  rapport  à  x,  et,  en  s'appuyant  sur  le  calcul  des 
dérivées  précédentes,  on  aura  les  dérivées  partielles  où  la  dériva- 
lion  est  faite  deux  fois  par  rapport  à  x,  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  les  développements 

où  les  P  sont  des  fonctions  connues  liolomorpbes  de  .27,,  Xo,  .  . ., 
Xp.  Si  ces  développements  sont  convergents,  ils  satisferont  au 
système  (E);  cela  résulte  de  la  manière  même  dont  ils  ont  été 
obtenus. 

Le  point  capital  de  la  démonstration  est  la  convergence  des 
séries  précédentes  dans  un  certain  domaine  autour  des  valeurs 
initiales.  On  reconnaît,  dans  tout  ce  que  nous  venons  de  faire, 
l'analogie  la  plus  complète  avec  ce  cjue  nous  avons  fait  dans  le  cas 
d'une  équation  différentielle  ordinaire.  La  démonstration  de  la 
convergence  va  encore  résulter  d'une  comparaison  avec  un  sjs- 
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Icme  convenable;  c'est  loujours  l'idée  fondamentale  du  Calcul 
des  limites  de  Caucliy. 

Soit  M  le  module  maximum  des  A,  B,  .  . .,  L,  quand  les  u  res- 
tent dans  leurs  plans  respectifs,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  ;•. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  ÏX,  p.  a4o),  la  fonction 

K= ^ 


peut  être  prise  pour  fonction  de  comparaison('),  c'est-à-dire  qu'une 
dérivée  partielle  quelconque  de  F  pour  u^  =  Wo  =  .  . .  =  Um  =  o 
est  positive  et  supérieure  au  module  de  la  dérivée  correspondante 
des  fonctions  A,  B,  . . .,  L. 

Nous  allons  comparer  le  système  (E)  au  système 


'      'd^  ~  'dx  ~     dx    ~  U, -f-U.-F...-^  U.„  ^ 


dx;^. 


Soit  d'autre  part  N  le  module  maximum  des  fonctions 
'j(^,,  JTa,  . .  .,  Xp)  (qui  s'annulent  pour  X\  =  Xo  =  •  •  •  =  x p  =  o) 
quand  les  x  restent  respectivement  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
rayon  o.  Aux  fonctions  cp  nous  alloDS  substituer,  comme  valeurs 
initiales  des  U  dans  (E'),  la  fonction  de  comparaison 


*=  î^ N. 

.r,  -+-  X-,  -{-.  .  .^-  X,, 


D'après  les  propriétés  des  dérivées  des  fonctions  de  compa- 
raison, il  est  bien  clair  qu'en  développant  les  U  en  séries  à  l'aide 
du  système  (E'),  comme  on  a  développé  les  u  à  l'aide  du  système 
(E),  on  trouve  des  coefficients  positifs  et  supérieurs  au  module 
du  coefficient  correspondant  dans  U.  Il  suffit  donc  de  démontrer 
la  convergence  des  séries  tirées  du  système  (E').  Or  les  U,  ayant 
même  valeur  <I>  pour  x  =  o,  seront  identiques,  et  le  système  (E') 
se  réduit  à  l'unique  équation 

dU  _       Mm      /dU         àU  dU 

dx  ~  m\]  \âxi        ûxo'^'''       àXj, 

r 


(')    Cette    fonction    de    comparaison    est    employée    depuis    longtemps    par 
M.  Weierstrass. 
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Puisque  $  ne  dépend  que  de  :r<  +  ^2  H-  . . .  +  Xp^  nous  pouvons 
présumer  que  U  ne  dépendra  que  de  cette  somme.  Regardons 
donc  U  comme  fonction  de  x  et  de 

l'équalion  précédente  devient  alors 


(10) 


dx  m  L    dz 


et  nous  avons  à   considérer  l'intégrale   U  de  celte  équation  qui, 
pour  X  =  o^  se  réduit  à 


_^_^M  =  Z£. 


I 

p 


Or  l'équation  (lo)  exprime  que  les  deux  expressioi.s 

m  IJ  \ 


U     et      (  1  ~  —  )  -  +  ^^  nipx 
sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  On  doit  donc  avoir 
I ^     -  -i-  Mmpx  =  'i^(U,). 


Comment  doit-on   déterminer  la  fonction   arbitraiie   'V?  Nous 
voulons  que,  pour  x  ■=■  o, 


U  =  -^-^ 


on  aura  donc 


N-a   \         /         m     \;    '• 


=      I 


/■    .0  —  ^ 


ou 


SI  I  on  pose 


/  7)1      \         0  / 


=  t. 


La  fonction  'i>{t)  est  donc  complètement  délermiuée,  cl  la  rel;i- 
tion  donnant  U  sera  nécessairement  de  la  forme 

P.  —  II.  21 
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C'est  une  équation  du  second  degré  en  U  :  pour  ^  =  ^  =  o,  elle  a 

une  racine  nulle  et  une  autre  éffale  à  —  La  seule  Cfui  nous  inté- 

°  m  ' 

resse  est  la  racine  nulle  :  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  ^  =  ^  =  0;  c'est  donc  aussi  une  fonction  holomorphe  de  .r, 
X\^  ^0,  . . . ,  Xp  dans  le  voisinage  de 


=  x„  =  o. 


Le  système  (E')  ayant  une  intégrale  holomoi'phe,  il  en  sera  de 
même,  d'après  ce  qui  a  été  expliqué,  pour  le  système  E  qui  admet 
dès  lors  un  système  d'intégrales  satisfaisant  aux  conditions  re- 
quises. 

19.  Du  théorème  précédent,  nous  pouvons  conclure  un  théo- 
rème plus  général,  en  supposant  dans  le  système  (E)  que  les 
A,  B,  . . .,  L  ne  dépendent  pas  seulement  des  u^  mais  aussi  de  x, 
^,,  ^25  •  •  -5  Xp-  Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  subsiste  dans 
ces  nouvelles  conditions. 

Pour  l'établir,  nous  considérerons  le  système  des  m -\- p -\- \ 
équations 


^ùx 

,    .  .  .  ,  Udii  X  ,  X  ^  ,    . 

dm 
■■'^"'dx. 

à  Un, 

ôx 

.  .  .  ,   Il/Il,  X  ,  .2?  j  ,    . 

dx' 

dx           ' 

Ox 
) 

àx'p 
ôx    =  "■ 

,     au,- 

Ce  système  est  de  la  forme  de  celui  qui  a  été  étudié  au  paragraphe 
précédent.  On  peut  se  donner  pour  x  ^=  o  les  valeurs  initiales  de 
^/i,  U2',  ••.,  «,«  qui  seront  les  fonctions  cp,  et  aussi  les  valeurs  de 
,  x'  pour  X  =  o;  pour  ces  dernières  valeurs,  nous  pren- 


JC/  ,   X ^^ 

drons 


X ^   -^  X\, 
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Les  p  -\-  I   dernières  équations  montrent  que  l'on  doit  avoir  alors 


X  ^   —  Xi, 


X  p  —  X  p^ 


et,  par  suite,  nous  avons  démontré  V existence  des   intégrales 
du  système 


du 
Jx 


-    —     ^ ^  J\.ij;(^  Uij  .  .  .  ,  U/ii,  X,  Xi,    ■  ■  ■  ,  X p  )  - 


du 


ÔX     =^H^^i^^U...,U,n,^,^U.--,^p)-^^^^ 


prenant  pour  x^o  les  valeurs  ©|,cp2,  . . .,  cp,„. 

20.  Ainsi,  en  particulier,  et  c'est  le  théorème  sur  lequel  nous 
nous  sommes  appujé  (§  13),  l'équation 

du         .,  ,  du 

dx       ''  ^  ày 

[où  l'on  suppose/(.r,  j^)  holomorplie  dans  le  voisinage  de  ^o^JJ^o] 
admettra  une  intégrale  u  holomorplie  dans  le  voisinage  de  a:  :=  x^^ 
yz=yQ  se  réduisant,  pour  x  =  X(f^  à  une  fonction   donnée  cp (y) 
holomorplie  dans  le  voisinage  de  jk  =  JKo- 
Pareillement,  l'équation 

du        j.  ,  ,   du  j.    .  ,    du^ 

admettra  une  intégrale  u  se  réduisant,  pour  x  =  Xq,  à  une  fonc- 
tion donnée  de  j^i ,  j>^'2,  ...,y„f 
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CHAPITRE  XII. 

QUELQUES  APPLICATIONS  DES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 


I.  —  Cas  où  le  coefficient  dififérentiel  devient  infini.  Théorème  de 
M.  Painlevé  sur  les  fonctions  définies  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre. 

1.   Nous  avons  vu,   dans  le  Cliapilre  précédenl,  quelle  était  la 
nature  de  l'intégrale  de  Téquation 

(0  £=/^^'^)' 

devenant  égale  à  j'o  pour  x  =  .ro,  quandy(^,  y^  est  holoinorphe 
dans  le  voisinage  de  (iCo,j>^o)-  D'autres  circonstances  pourront 
se  présenter,  et  nous  aurons  à  les  étudier  en  détail.  Considérons 
seulement  en  ce  moment  le  cas  très  simple  où  y  deviendrait  infini 
|)Our  X  r=  j7q,  j'=yo)  niais  de  telle  manière  que  son  inverse,  s'an- 
nulant  en  (.Tq,  y^\ 


f^-^^y) 


(ùt  holomorplie  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs  de  j? 
et  y.  Que  pouvons-nous  dire  des  intégrales  de  l'équation  (i)  pre- 
nant pour.ro  la  valeurj'o? 

On  ramènera  facilement  ce  cas  à  celui  prc'cédemment  étudié,  en 
considérant  x  comme  fonction  de  y.  Ecrivons  alors  l'équation 
sous  la  forme 

dr  f 

Le  second  membre  est  holomorplie  dans  le  voisinage  de  (.ro,  j)',,), 
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il  s'annule  pour  ^  =  ^q,  yz=zy^^]  supposons  d'une  manière  géné- 
rale que  toutes  ses  déinvées  partielles,  jusqu'au  rang  m  exclusi- 
vement,  s'annulent  pour  ces  valeurs  (771  est  au  moins  égale  à  i). 
D'après  le  théorème  fondamental,  il  y  aura  une  intégrale  de  l'é- 
quation (-2)  prenant  pourj^=  ro  la  valeur  x^;  on  aura 

(■5)       J"  — a"o=Ai(jK-j^o)'"^'^AoO--^rû)'"^--^.--         (A,?^o). 

11  en  résulte  (Chap.  IV,  §  9)  que  j-  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 

1 

(.r  —  iTu  )'"■+-', 

le  premier  terme  du  développement  contenant  l'expression  précé- 
dente à  la  première  puissance.  L'intégrale  de  l'équation  (i),  prenant 
pour  Xq  la  valeur  de  j»'o,  a  donc  au  point  x^  un  poi/it  critique 
algéhiique,  c'est-à-dire  un  point  autour  duquel  se  permutent 
diverses  valeurs  de  la  fonction.  Ces  valeurs  sont  ici  en  nombre 
m  -h  i . 

Dans  la  suite,  nous  dirons  toujours  qu'une  fonction  jk  de  ^  a 
en  x^  un  point  critique  algébrique,  quand  elle  prend  une  \aleur 
déterminée  (finie  Ou  infinie),  en  J?,,?  et  qu'elle  a  autour  de  ce  point 
un  nombre  fini  de  valeurs  distinctes  se  permutant  les  unes  dans 
les  autres  cjuand  x  tourne  autour  de  ^o- 

Il  est  évident  que  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  intégrales  de  l'é- 
quation (i)  prenant  pour  ^  =  ^Tq  la  valeur  j^oi  puisque  nous  avons 
démontré  précédemment  que  la  seule  intégrale  de  (?.)  prenant  la 
valeur  de  ^o?  quand  /  tend  d'une  manière  quelconque  vers  j-q,  est 
précisément  fournie  par  le  développement  holomorphe  (3). 

2.  L'équation  différentielle  (i)  définit  une  fonction  analytique, 
quand  on  s'est  donné  les  valeurs  initiales  (^o?  J'o)-  En  supposant/ 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  (jr-QjJo),  on  aura  un  premier 
développement  en  série  qui  définira  y  dans  le  voisinage  de  ^Tq. 
L'extension  de  la  fonction  en  dehors  de  cette  première  région  de 
convergence  se  fera  en  se  plaçant  au  même  point  de  vue  que 
dans  la  théorie  des  séries  entières  (Chap.  II,  p.  68).  Si  l'on  a  tracé 
un  arc  déterminé  allant  de  x^  en  X,  on  effectuera,  s'il  est  possible, 
une    succession  de  développements  de  proche  en   proche   pour 
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atteindre  le  point  X,  mais  il  est  clair  que  Ion  pourra  être  arrêté 
si  l'on  rencontre  des  systèmes  de  valeurs  de  (.r,  j')  qui  soient  des 
systèmes  de  valeurs  singulières  pour  la  fonction /(:r,^). 

Sans  insister  sur  ces  généralités  peu  instructives,  arrêtons-nous 
sur  un  cas  particulier  qui  nous  conduira  à  un  théorème  fort  im- 
portant. Prenons  l'équation 

(E)  ^  =/(-'•>')•' 

y  est  une  fonction  rationnelle  par  rapport  à  j)',  et  elle  est  uniforme 
par  rapport  à  x  quand  cette  variable  reste  dans  une  certaine  ré- 
gion R.  On  suppose  de  plus  que  pour  une  valeur  fixe,  d'ailleurs 
arbitraire,  donnée  àj,  la  fonction /de  x  puisse  avoir  dans  R  soil 
des  pôles,  soit  des  points  singuliers  essentiels  isolés;  il  est  évident 
que  ces  derniers  ne  pourront  pas  ici  varier  avec  y,  puisqu'ils 
doivent  être  nécessairement  des  points  singuliers  essentiels  pour 
un  au  moins  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  y  au  nu- 
mérateur et  au  dénominateur  de  f.  \\  n'en  sera  pas  de  même  des 
pôles  qui,  en  général,  dépendront  de  la  valeur  de  j/-.  Désignons 
par  (a)  l'ensemble  des  points  singuliers  essentiels  et  des  pôles  qui 
ne  dépendraient  pas  dey. 

Il  arrivera,  en  général,  que  la  fonction /"(ic,  y)  deviendra  indé- 
terminée pour  un  certain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  (^,  y^  ; 
ces  systèmes  seront  les  racines  communes  aux  deux  équations 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de/".  Soit  ([3)  l'ensemble  correspondant  des  valeurs  de  x  dans  R. 

Enfin,  si  dans  l'équation  (E)  on  pose  y  =  —  '  on  aura  une  équa- 
tion de  même  forme 

^=/i(^,ri), 

où/  est  rationnelle  en  j/-,,  et  il  pourra  arriver  que  pour  certains 
systèmes  de  valeurs  (y,  o)  de  i^x^yx  )  la  fonction/  devienne  in- 
déterminée; nous  appellerons  (y)  l'ensemble  des  valeurs  corres- 
pondantes de  X.  Ceci  posé,  nous  allons  démontrer  qu'e/i  dehors  des 
points  (a),  ([j),  (y)  l'équation  (E)  n' a  d' autres  points  singuliers 
que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 

Nous   supposons  c[ue  l'on   parte  d'un  point  x^  avec  la  valeur 
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initiale  jKo;  1^  fonction  f  étant  holomorplie  dans  le  voisinage 
de  (^o>  JKo)-  C)n  mène  par  Xç^  un  arc  de  cour])e  C  ne  passant  pas 
par  les  points  (a),  ([3),  (y).  Cherchons  à  nous  rendre  compte  des 
valeurs  de  l'intégrale  le  long  de  cet  arc.  On  avancera  de  proche  en 
proche  sur  G  en  employant  successivement  les  développements  en 
série  fournis  par  le  théorème  fondamental,  mais  il  pourra  arriver 
que  les  rayons  de  convergence  de  ces  développements  tendent  vers 
zéro  et  qu'on  ne  puisse  dépasser  un  certain  point  X  de  l'arc  C. 
Nous  devons  nous  demander  cjuelle  sera  la  nature  du  point  X  pour 
l'intégrale  que  nous  étudions. 

Il  est,  a  priori,  évident  que  trois  circonstances  peuvent  seule- 
ment se  présenter.  En  premier  lieu,  Cjuand  x  tend  vers  X  en  suivant 
l'arc  ^ij  peut  tendre  vers  une  valeur  Y  telle  que 

la  fonction  — sera  alors  holomorplie  dans   le   voisinage  de 

(X,  Y),  puisque  X  est  distincte  par  hypothèse  des  points  (a),  ({3); 
le  point  X  est  alors  un  point  critique  algébrique. 

En  second  lieu,  jj'  peut  augmenter  indéfiniment;  la  fonction 

ayant  une  valeur  (finie  ou  infinie)  parfaitement  déterminée  pour 
x  =  X,  jKi  =  o,  puisque  X  n'appartient  pas  aux  points  (y),  il  en 
résulte  encore  que  IL'sera  ou  un  pôle  ou  un  point  critique  al- 
gébrique. 

En  troisième  lieu,  on  pourrait  faire  l'hypothèse  qvie  y  n'a  pas 
de  limite  quand  x  tend  vers  X;  mais  nous  allons  voir  que  cela  est 
impossible.  Marquons,  en  effet,  dans  le  plan  y  les  différentes  ra- 
cines Y  de  l'équation  (4),  Yi,  Yo,  .  .  • ,  Yj^,,  et  considérons  de  plus 
dans  ce  plan  le  point  co.  Si  x  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
rayon  très  petit  p  décrit  autour  de  X,  les  racines  y  de  l'équation 


J{x^f) 


resteront  dans  le  voisinage  de  Y,,  .  .  , ,  Y^,.  Nous  pouvons  donc  dé- 
crire autour  de  ces  derniers  points  des  courbes  très  petites  (si  p 
est  lui-même  très  petit)  Yi,Y2,  •  •  • ,  Y[;.  à  l'intérieur  desquelles 
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resteront  les  racines  de  l'équation  précédente.  Décrivons  ensuite, 
toujours  dans  le  plan  des  jk,  «n  cercle  Y  de  rajon  très  grand. 

Ceci  posé,  revenons  à  l'équation  (E);  si  l'on  prend  comme  va- 
leur initiale  de  x  un  point  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  tracé 
plus  haut,  et  pour  valeur  initiale  de  y  un  point  extérieur  aux 
courbes  y  et  intérieur  à  T,  on  aura  une  intégrale  holomorphe  daus 
un  certain  champ  autour  de  la  valeur  choisie  de  ûs.  Quand  on  fera 
varier  d'une  manière  continue  les  valeurs  initiales  de  x  et  y,  le 
rajon  de  ce  champ  variera  d'une  manière  continue,  et  il  aura  ma- 
nifestement un  minimum  \  différent  de  zéro  quand  x  tV y  décri- 
ront l'ensemble  des  domaines  oh  ils  doivent  rester. 

Ces  préliminaires  bien  compris,  supposons  maintenant  que 
notre  intégrale  y  ne  tende  vers  aucune  limite  quand  x  se  rap- 
proche indéfiniment  de  X.  Il  est  impossible  que  j/  reste  constam- 
ment à  l'intérieur  d'une  courbe  y  ou  à  l'extérieur  de  F,  car  dans 
ce  cas  jK  aurait  pour  limite  un  des  Y^-  ou  1  infini.  Il  arrivera  donc 
que  y,  pour  certaines  valeurs  de  x  aussi  rapprochées  qu'on 
voudra  de  X,  sera  à  l'extérieur  des  courbes  y  et  à  l'intéj-ieur  de  F. 
Or  nous  avons  dit  que,  pour  des  valeurs  initiales  ào.  x  ç\  y  satis- 
faisant à  ces  conditions,  le  rayon  de  convergence  autour  du  point  x 
est  au  moins  égal  à  un  nombre  fixe  \\  il  y  aura  donc  un  moment 
oij  le  cercle  de  convergence  du  développement  enveloppera  le 
point  X,  et  celui-ci  ne  pourra  pas  être  alors  un  point  d'indéter- 
mination. La  contradiction  à  laquelle  nous  arriverons  démontre 
donc  bien  qu'en  dehors  des  points  (a),  (^),  (y)  V équation  n\t 
d^ autres  points  singuliers  que  des  pôles  on  des  points  critiques 
algébriques. 

3.  Ce  ihéorème  a  été  démontré  par  M.  Painlevé,  et  même  dans 
le  cas  plus  général  où  /  serait  une  fonction  uniforme  quelconque 
dey  dans  le  plan  de  la  variable  j^  ('). 

Il  s'étend  aux  équations  qui  ne  seraient  pas  du  premier  degré 

dv      .  .     .  ,, , 
en  -7-'  Ainsi  1  équation 


(   )  P.  Painlevé,  Slw  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques  {An- 
nales de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  i888). 


I 
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dy 
algébrique  e^  y  et  --y-  n'a,  en  dehors  d'un  certain  nombre  de  points 

fixes,  que  l'on  peut  marquer  à  l'avance  dans  le  plan,  que  des  pôles 
et  des  points  critiques  algébriques;  c'est  un  point  sur  lequel  nous 
reviendrons  après  l'étude  des  fonctions  algébriques. 

On  peut  énoncer  le  même  résultat  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente. Si  nous  appelons  singularité  essentielle  d'une  intégrale 
toute  singularité  autre  que  les  pôles  et  les  points  critiques  algé- 
briques, nous  pouvons  dire  que  les  singularités  essentielles  des 
intégrales  de  V équation  (5)  sont  fixes,  c' est-à-dire  ne  varient 
pas  avec  la  constante  arbitraire  figurant  dans  V intégrale  gé- 
nérale. On  le  voit  bien  pour  notre  équation  (4)  où  les  singularités 
essentielles  ne  peuvent  être  autres  que  les  points  (a),  (|6),  (y). 

Ce  théorème  a  été  souvent  implicitement  admis,  mais  on  se 
rendra  compte  qu'une  démonstration  rigoureuse  était  d'autant  plus 
nécessaire  que  des  circonstances  toutes  différentes  peuvent  se  pré- 
senter pour  les  équations  d'ordre  supérieur  au  premier.  Là  les 
singularités  essentielles  peuvent  dépendre  des  constantes  d'inté- 
gration. Ainsi,  soit 


I 


•  i-      .  (^  o  dy        d-y  ,  .  , 

en  éliminant  L,  et  Lo  entre  )',  -.—  et  -— i  on  aura  une  équation  al- 
gébrique 

../      dy    d-y\ 

et  les  singularités  essentielles  des  intégrales  dépendent  évi- 
demment de  la  constante  Co. 

II.  —  Équation  de  Riccati  et  équation  linéaire  du  premier  ordre. 

4.  Revenons  à  notre  équation  (E) 

/étant  rationnelle  enj)'.  Les  singularités  essentielles,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  sont  fixes,  mais,  en  général,  les  pôles  et  les 
points  critiques  algébriques  sont  variables  d'une  intégrale  à  l'autre. 
Laissons  de  côté  les  pôles,  et  demandons-nous  quelle  forme  doit 
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avoir  réquation  pour  que  les  points  critiques  algébriques  soient 
indépendants  de  la  constante  d^ intégration. 

Tout  d'abord /devra  être  un  polynôme  entier  en  y]  car,  si  l'on 
avait 


f{^,y) 


Q(-z-,j) 


P  et  Q  étant  deux  polynômes  en  j>^,  qu'on  peut  supposer  n'avoir 
pas  de  facteur  commun  quand  x  est  quelconque,  il  suffirait  pour 
^  =  .ro,  X(f  étant  quelconque,  de  prendre  comme  valeur  initiale 
dejK  une  racine  jKo  de  l'équation 

Q(37o,  JKo)  =  o. 

L'intégrale  de  l'équation  (E),  devenant  égale  à  y^  pour 
^  =  .5?Q,  aurait  en  ce  point  un  point  critique  algébrique,  puisque 

-—-  est  infinie  pour  (^o,  jjo)-  On  voit  donc  que  Xq  serait  un  point 

critique  algébrique  pour  une  certaine  intégrale,  et  nous  avons  pris 
:i'o  arbitrairement. 

Ainsi  f  est  un  polynôme  en  y.  Nous  allons  voir  qu'il  ne  peul 
être  de  degré  supérieur  à  deux.  C'est  ce  que  montre  de  suite  l'é- 
quation transformée  obtenue  en  changeant  jk  en  —  Si  le  degré  m 

de  /  est  supérieur  à  deux,  cette  équation  transformée  sera  de  Ja 
forme 

dx  y'I'-^'      ' 

f^  étant  un  poly^nôme  en  j^,  ne  s'annulant  pas,  quel  que  soit  .r, 
pourjKi  =  o.  L'intégrale  de  cette  équation,  qui  s'annule  pour  une 
valeur  arbitraire  Xq  de  x,  aura  en  Xo  un  point  critique  algé- 
brique, car  nous  sommes  encore  dans  le  cas  du  coefficient  diffé- 
rentiel devenant  infini. 

En  définitive,  notre  équation  (E)  doit  être  de  la  forme 

(6)  ^^=Pj2-+-0j  +  R, 

P,  Q,  Ft  ne  dépendant  que  de  x.  D'ailleurs,  dans  toute  région  du 
plan  où  P,  Q,  R  sont  uniformes,  les  points  critiques  des  intégrales 
ne  peuvent  être  que  les  points  singuliers  (a)  (pôles  ou  points  sin- 
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guliers  essentiels)  de  ces  coefiicients  :  ceci  résulte  du  théorème 
démontré  au  paragraphe  précédent.  L'intégrale  jk  a  une  valeur  dé- 
terminée (finie  ou  infinie)  en  tout  point  distinct  des  points  (a); 
tant  qu'elle  reste  finie,  elle  ne  cessera  pas  d'être  holomorphe,  et, 
si  elle  devient  infinie,  son  inverse  restera  holomorphe,  puisque 
l'équation  (6)  garde  la  même  forme  quand  on  change  jk  en  — • 

5.  Nous  avions  déjà  rencontré  l'équation  (6),  qui  est  connue 
sous  le  nom  adéquation  de  Riccati  (t.  I,  p.  ^lo).  On  peut,  comme 
conséquence  du  fait  capital  que  les  points  critiques  de  l'intégrale 
générale  sont  fixes,  trouver  a  priori  de  quelle  manière  la  con- 
stante figure  dans  l'intégrale  générale. 

Soient  deux  points  Xq  et  x  distincts  des  points  critiques;  joi- 
gnons-les par  un  arc  de  courbe  déterminé  ne  passant  pas  par  les 
points  critiques.  Désignons  par  j^o  1^  valeur  initiale  d'une  inté- 
grale en  ^Cq,  et  soity  la  valeur  de  cette  intégrale  quand  la  variable 
va  àe  Xq  k  x  par  le  chemin  tracé.  QuandjKo  6St  donné,  la  valeur 
de  jK  s'ensuit;  y  est  donc  fonction  de  jKo  6t  c'est  la  nature  de  cette 
fonction  que  nous  cherchons  ('). 

On  voit  d'abord  que  y  est  une  fonction  analytique  uniforme 
de  jKo,  car,  pour  étendre  de  proche  en  proche  l'intégrale  à  partir 
de  Xfj,  en  suivant  l'arc  tracé,  on  partage  celui-ci  en  un  nombre 
suffisamment  grand  de  j)arties,  et  Ton  a  alors  une  succession  de 

cercles  dans  lesquels  y  ou  —  est  holomorphe.  Les  valeurs  succes- 
sives de  l'intégrale  sont  donc  des  fonctions  analytiques  de  j^o  ^t  il 
en  est,  par  suite,  de  même  pour  la  valeur  finale  jk-  Quelle  que  soit 
la  valeur  finie  ou  infinie  donnée  ky^,  y  aura  toujours  une  valeur 
parfaitement  déterminée  qui  sera  également  finie  ou  infinie;  ceci 
suffit  pour  que  nous  puissions  affirmer  que  y  est  une  fonction 
rationnelle  de  y^.  En  effet,  la  fonction  uniforme  y  ne  pourra  alors 
avoir  de  singularités  essentielles;  ayant  seulement  des  pôles  à  dis- 
tance finie  et  à  l'infini,  elle  se  réduit  donc  à  une  fraction  i^ation- 
nelle  (Ghap.  V,  p.  laS). 


(')  Nous  généraliserons  plus  tard  le  raisonnement  qui  va  être  fait,  quand  nous 
étudierons  avec  M.  Fuclis  et  M.  Poincaré  les  équations  algébriques  du  premier 
ordre  à  points  critiques  fixes. 


332  CHAPITRE    XII. 

Mais  nous  pouvons  aller  plus  loin  :  y  sera  de  la  même  manière 
une  fonction  ralionnelle  de  j'q,  car  on  peut  aller  de  x  en  x^  en 
suivant  en  sens  inverse  le  chemin  tracé,  et  le  même  raisonnement 
s'applique.  Il  en  résulte  que  y  sera  nécessairement  une  fonction 
linéaire  àe y^,  soit 

+  B70  . 


(7)  y 


DjKo" 


les  A,  B,  C,  D  sont,  bien  entendu,  à  considérer  comme  des  fonc- 
tions de  jc,  fonctions  indépendantes  de  la  valeur  initiale  y^  de 
l'intégrale.  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  constante  arbitraire 
l'n  entre  linéairement  dans  Vintégrale  générale. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  souligner  le  point  de  cette  d(''- 
monstration  où  nous  avons  besoin  de  nous  appuyer  sur  ce  fait  cjue 
les  points  critiques  de  l'intégrale  sont  fixes,  car  on  pourrait  être 
tenté  d'appliquer  le  même  raisonnement  à  toute  équation  de  la 
l'orme  (E).  Nous  ne  pourrions  pas  regarder  y  comme  fonction 
de  jKoj  si  ^6s  points  critiques  des  intégrales  étaient  mobiles;  en 
effet,  en  faisant  varier  y^^^  il  arriverait  un  moment  où  ces  points 
critiques,  variables  avec  yo>  rencontreraient  l'arc  tracé  de  .r„ 
en  x^  et,  à  ce  moment  alors,  y  cesserait  d'avoir  un  sens  bien 
défini. 

Nous  venons  de  dire  que  la  constante  arbitraire,  si  elle  est  con- 
venablement choisie,  entre  linéairement  dans  l'intégrale  générale 
de  l'équation  de  Riccati.  En  fait,  nous  avions  déjà  obtenu  ce  ré- 
sultat par  une  voie  élémentaire,  quand  nous  avons  démontré  (/or. 
cit.^  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  de  l'équa- 
tion précédente  est  une  conslante.  En  désignant  par  j^  la  solution 
générale  et  par  y<,  j)'2,  j)^3  trois  fonctions  déterminées  satisfaisant 
à  l'équation,  nous  avons 

y\-y-i  .  y^-Ti  _  „ 


li—J       j3—j 


a  étant  une  constante.  En  résolvant  par  rapport  èi  y,  on  a  bien 
pour  celle-ci  une  expression  de  la  forme  (7),  où,  à  la  place  dejv'o, 
se  trouve  la  constante  arbitraire  a. 

6.   Un  cas  particulier  très  simple  de  l'équation  de  Riccati  est 


I 
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celui  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

(8)  5ï  =  <5.''-«' 

qui  correspond  à  P  =  o. 

On  peut  remarquer  que  les  intégrales  de  cette  équation  ont  non 
seulement  leurs  points  critiques  fixes,  mais  aussi  leurs  pôles  fixes. 
En  effet,  un  point  Xq  du  plan,  qui  n'est  pas  un  point  singulier  de  Q 
ou  de  R,  ne  peut  être  un  pôle  d'une  intégrale;  car,  si  l'on  change 

y  en  — ,  l'équation  devient 

et  une  intégrale  de  cette  équation  s'annulant  en  Xq  est  identicjuc- 
nient  nulle,  puisque  j',  =  o  est  une  solution  et  que  la  solution  est 
unique  d'après  le  théorème  fondamental. 

On  peut  intégrer  par  des  quadratures  l'équation  (8).  Posons 

y  =  «^'; 

u  étant  la  nouvelle  fonction  et  (^  représentant  pour  le  moment  une 
fonction  quelconque  de  x;  on  aura 

dv  du        „  ,-, 

u—, \-  i>  -j-  =  (Juv  -\-  n. 

dx  dx 

Or  choisissons  r  de  manière  que 

dx 
ce  qui  donne 

en  prenant  arbitrairement  la  constante  d'intégration.  L'équation 

se  réduit  alors  à 

du 
dx 
On  a  donc 

u  =   fue-^'^'f-^-dx, 

et  l'équation  linéaire  du  premier  ordre  est  intégrée. 
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A  l'équation  (8)  se  i-altaclie  une  classe  un  peu  plus  générale  qui 
s'y  ramène  immédiatement;  c'est  l'équation 


il  suffit  de  poser 


TT^i  =y^- 


l'équation  à  laquelle  satisfait  j',  est  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre. 


m.  —  Inversion  de  l'intégrale  elliptique.  Fonctions  entières 
associées  aux  fonctions  elliptiques. 

7.  Le  problème  célèbre  de  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique 
va  nous  fournir  l'occasion  d'appliquer  encore  les  théorèmes  géné- 
raux du  Chapitre  précédent.  Partons  de  l'intégrale  elliptique 


,r 


du 


y/A  {u  —  a){u  —  b){u  —  c  )(u  —  d) 


OÙ  «,  b,  c,  d  sont  quatre  constantes  distinctes.  Nous  avons  étudié 
en  détail  les  propriétés  de  cette  intégrale,  nous  avons  défini  ses 
deux  périodes  et  montré  que  leur  rapport  est  nécessairement  ima- 
ginaire (p.  220). 

Cette  fonction  de  u  est  complètement  définie  quand  on  a  choisi 
la  valeur  initiale,  pourw  =  WQ,  du  radical  cpii  figure  au  dénomina- 
teur (z(îf,  étant  distinct  de  «,  6,  c,  t/),  et  qu'on  s'est  donné  le 
chemin  d'intégration.  C'est  la  fonction  inverse  qui  va  mainte- 
nant nous  occuper,  c'est-à-dire  la  fonction  u  de  z  obtenue  en  po- 
sant 

du 


s/  \  {u  —  a){u  —  b){u  —  c){u  —  d) 

Cette  fonction  u  de  z  satisfait  manifestement  à  l'éc[uation  diifé- 
rentielle 

(g)  i'^)    =  A(«i— «)(«  — 6)(;<  —  c)(m  —  rf); 

du  ,  II'  ■        • 

pour  :;  =  o,  on  a  «  =  Uq  et  -r^  a  pour  valeur   la   détermination 
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choisie  du  radical  pour  ?/=  iiç,.  D'après  le  théorème  fondamental,  a 
sera  une  fonction  liolomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  ^  :^  o  ;  nous 
voulons  montrer  que  u  est  une  fonction,  uniforme  dans  tout  le 
plan,  n'ayant  d\iutr es  points  singuliers  que  des  pôles. 

En  étendant  de  proche  en  proche  la  fonction,  le  théorème  fon- 
damental cessera  d'être  applicable  quand  la  variable  z  arrivera  en 
un  point  où  u  prendra  une  des  valeurs  a,  6,  c,  d  et  co.  Supposons 
d'abord  que,  pour  j3  =  a,  u  prenne  la  valeur  a;  nous  allons  voir 
que  u  ne  cessera  pas  d'être  holomorphe  dans  le  voisinage  de  c  =  a. 
Il  suffît,  en  effet,  de  poser 


et  1  équation 


-T^  =  yj  k{u  —  a){u  —  b){U'  —  c){ii  —  d) 


devient 


du'  /- = ; 

.-  =  v/A(a  —  b  ^  u-){a  —  c-t-?t-)(a  —  d  h-  u-). 


Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u'  =  o, 
et,  par  suite,  les  intégrales  de  cette  équation  (suivant  qu'on  prendra 
Tune  ou  l'autre  détermination  du  radical  pour  u' =  o),  s'annulant 
pour  z  =  a,  seront  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ce  point. 
Le  même  raisonnement  s'applique  à  b,  c,  d. 

Supposons  maintenant  que,  pour  z  =  a,  u  devienne  infini,  on 
posera  alors 


k 


T 

U    =     -  7 


et  l'équation  deviendra 


-j^  =  /a  (  1  —  av){i  —  bv){i  —  cv){i  —  di>). 


Le  second  membre  étant  holomorphe  pour  ç  =  o,  on  en  conclut 
que  V  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  La  fonction  u  est 
donc  uniforme  autour  de  a,  admettant  simplement  ce  point  comme 
pôle. 

De  ce  que,  quelque  valeur  (  finie  ou  infinie)  que  l'on  donne  à  u  en 

Iun  point  a,  l'intégrale  coiTcspondante  de  (9)  est  uniforme  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  on  conclut  souvent,  sans  plus  d'explications, 
que  toute  intégrale  de  cette  équation  est  une  fonction  uniforme 
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dans  tout  le  plan  de  la  variable  complexe  ^  (')•  Une  telle  manière 
de  raisonner  pourrait  conduire,  pour  des  équations  d'ordre  supé- 
rieur au  premier,  à  des  résultats  inexacts.  Nous  avons  supposé  im- 
plicitement plus  haut  que  l'intégrale,  étendue  de  proche  en  proche, 
prenait  en  chaque  point  du  pian  une  valeur  déterminée.  Or  il 
pourrait  en  être  autrement,  s'il  était  possible,  par  exemple,  que 
cette  intégrale  eût  des  points  singuliers  essentiels. 

Quelques  mots  d'explication  seront  ici  suffisants  pour  rendre 
la  démonstration  rigoureuse,  mais  il  est  indispensable  de  les 
dire. 

Nous  allons  montrer  que,  d'un  point  arbitraire  z^  comme  centre, 
on  peut  toujours  décrire  un  cercle  à^ an  rayon  Jîxe  p,  tel  qu'à 
l'intérieur  de  ce  cercle  l'intégrale  u  soit  uniforme.  Ceci  étani 
prouvé,  il  est  manifeste  que  l'extension  de  la  fonction  pourrase 
faire  de  proche  en  proche  à  l'aide  d'un  cercle  de  rajon  invariable  ; 
la  fonction  pourra  donc  s'étendre  dans  tout  le  plan,  et  ne  cessera 
pas  d'être  uniforme. 

Pour  démontrer  l'existence  de  ce  nombre  p,  considérons  le  plan 
de  la  quantité  complexe  u.  Traçons  autour  des  points  r/,  b,  c,  d 
des  cercles  C  de  rajons  suffisamment  petits,  cjui  vont  rester  fixes, 
et  de  l'origine  comme  centre  décrivons  un  cercle  F  d'un  rajon 
assez  grand,  qui,  lui  aussi,  restera  invariable.  Tant  que  u  est  in- 
térieur à  r  et  extérieur  aux  cercles  C,  on  a  un  rajon  de  conver- 
gence déterminé  par  le  développement  de  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (9).  Ce  rajon  de  convergence  a,  quand  u  varie  dans  la  région 
indiquée,  un  certain  minimum  différent  de  zéro.  Supposons  main- 
tenant que  u  soit  dans  un  cercle  C,  on  posera  u  =:  a  -^  u'-,  et  l'on 
a,  comme  nous  l'avons  vu,  une  équation  en  u' ,  à  laquelle  on  peut 
appliquer  le  théorème  fondamental.  Tant  que  u'  restera  dans  un 
certain  cercle  C,  transformé  de  G,  le  rajon  de  convergence  de  la 
série  donnant  a'  restera  encore  supérieur  à  une  certaine  limite. 
Nous  avons  donc  notre  minimum  p,  tant  que  u  reste  dans  le  cercle  F. 
Si  u  est  extérieur  à  ce  cercle,  on  pose  //  =  -1  et  nous  avons  l'é- 


(')  Il  ea  est  ainsi,  par  exemple,  dans  le  TraiLé  classique  de  Briot  et  Bouquet. 
,)'ai  insisté  [Bulletin  des  Sciences  malkémaliq ues ,  1890)  sur  l'insuffisance  de  ce 
raisonnement  et  montré  comment  on  peut  rendre  la  démonstration  complctemcnl 
riii;oureuse. 


1 


I 
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quation 

(-^1    —  ([  — at^)(i  — 6i')(i—  cv){\  —  dv)\ 

V  restera  compris  à  l'intérieur  d'un  cercle  F',  transformé  de  P. 
Quand  v  reste  dans  le  cercle  F',  on  a  un  certain  rajon  de  conver- 
gence pour  l'intégrale  r,  et  ce  rajon  a  un  minimum  différent  de 
zéro.  Nous  avons  donc,  en  résumé,  en  prenant  le  plus  petit  des 
différents  minima  trouvés,  un  rayon  p  tel  que  l'intégrale  m,  qui 
prend  en  un  point  arbitraire  ^(,  une  valeur  arbitraire,  finie  ou 
infinie,  est  certainement  définie  et  uniforme  à  l'intérieur  du  cercle 
ayant  ;„  pour  centre  et  un  rajon  égal  à  p.  La  dénionstralion  est 
donc  complétée. 

8.  La  fonction  inverse  u  de  z  définie  par 

r"   du 

où  K(«)  est  un  polynôme  du  cjuatrième  degré  dont  les  racines 
sont  distinctes,  est  donc  une  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le 
plan.  Remarquons  de  suite  cju'il  en  est  de  même  quand  R(w)  est 
un  polynôme  du  troisième  degré  à  racines  distinctes  :  nous  avons 
vu,  en  effet,  qu'on  passe  d'une  intégrale  à  l'autre  au  moyen  d'une 
substitution  linéaire  (t.  I,  p.  42)-  On  peut  l'établir  aussi  directe- 
ment par  les  raisonnements  du  paragraphe  précédent,  auxquels  il 
faut  cependant  apporter  une  petite  modification.  Dans  le  cas  où  u 
devient  infinie,  il  faut  poser 


I 

V- 


et  l'on  peut  appliquer  le  théorème  fondamental  à  l'équation  en  r. 
Une  remarque  importante  découle  de  là;  les  pôles  de  u  sont,  dans 
le  cas  où  B-(w)  est  du  troisième  degré,  des  pôles  doubles. 

La  propriété  capitale  de  la  fonction  inverse  est  la  double 
périodicité.  Nous  avons  rappelé  que  l'intégrale  avait  deux  périodes 
distinctes  oj  et  to';  ceci  veut  dire  qu'à  une  même  valeur  de  u  cor- 
respondent, en  choisissant  convenablement  le  chemin  d'intégra- 
tion, une  infinité  de  déterminations  de  l'intégrale  rentrant  dans  la 
P.  —  II.  22 
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formule 

^  -t-  mto  -I-  ?n'to', 

z  désignant  l'une  de  ces  déterminations,  m  et  ni'  représentant 
deux  entiers  quelconques.  Si  donc  nous  posons 

u  =  X(^), 

on  aura,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  m'  positifs  ou  négatifs, 

1  (  z  -^  m  oi  -h  m' (X)'  )  =  X  (  -^  )  • 
La  fonction  )^(-s)  est  donc  doublement  péiiodique. 

Rappelons  encore  que  le  rapport  —  est  nécessairement  imagi- 
naire. 

9.  On  peut  représenter  géométriquement  sur  le  plan  de  la  va- 
riable s  la  double  périodicité  de  la  fonction  a(^).  Marquons  d'une 
parties  j)oints  w,  2w,  3(.o,  ...  et  d'autre  part  les  points  m',  aco', 
3(i)',  ....  Les  premiers  sont  situés  sur  une  droite  Ort(0  étant 
l'origine)  et  à  égale  distance  les  uns  des  autres,  et  de  même  les 
seconds  sur  une  droite  0^;  par  les  premiers  points  menons  des 
parallèles  k  O  b  el  par  les  seconds  des  parallèles  à  Oa.  Ces  deux 
séries  de  parallèles  divisent  le  plan  en  parallélogrammes  égaux,  el 
leurs  points  d'intersection  sontles  points  mto-f-  ?n' lo'  homologues 
de  l'origine.  La  double  périodicité  consiste  en  ce  qu,e  la  fonction 
reprend  la  même  valeur  aux  points  homologues  de  ces  divers  pa- 
rallélogrammes. Il  est  clair  que  ce  réseau  de  parallélogrammes 
n'est  pas  entièrement  déterminé;  l'origine  O  est  un  point  arbi- 
traire du  plan  et  l'on  peut,  par  conséquent,  déplacer  le  réseau  pa- 
rallèlement à  lui-même. 

En  se  reportant  à  la  forme  précédemment  donnée  (Chap.  VIII, 
p.  2 12)  des  déterminations  multiples  de  l'intégrale  (10),  nous  voyons 
qu'à  une  valeur  arbitraire  de  u  correspondent  deux  valeurs  dis- 
tinctes de  z,  c'est-à-dire  deux  valeurs  qui  ne  diffèrent  pas  d'une 
somme  de  multiples  des  périodes.  On  peut  encore  énoncer  ce  ré- 
sultat en  disant  que  l'équation 

l(z.)  =  a, 
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a  étant  une  constante  quelconque  (finie  ou  infinie),  admet  deux 
racines  dans  un  parallélogramme  de  périodes. 

En  particulier,  la  fonction  \i^z)  a  deux  pôles  dans  chaque  paral- 
lélogramme de  périodes;  dans  le  cas  où  le  polynôme  R-(i^)  est  du 
troisième  degré,  ces  deux  pôles  coïncident  et  l'on  a  dans  chaque 
parallélogramme  des  périodes  un  seul  pôle,  mais  il  est  double. 

10.  Une  remarque  sur  les  pôles  de  ^(-;)  va  nous  être  utile  dans 
un  moment.  Ecrivons  explicitement  l'équation  différentielle 

— —  )    =  A  iC*  H-  B  ?/3  -f-  C  «-  -I-  D  a  -^  E. 
dz  I 

Soit  a  un  pôle  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  le  voi- 
sinage de  rt,  la  fonction  u  peut  se  mettre  sous  la  forme 

u  = h  [3  -h  V  (  ;  —  ,7  )  -^ 


Calculons  les  deux  premiers  coefficients  a  et  [3.  En  substituan 
le  développement  dans  l'équation  différentielle,  on  aura 


(yZ  —  a)- 


L  s  —  a 


^...^E. 


Nous  devons  égaler  les  coefficients  des  diverses  puissances  de 
z  —  a.  On  a  ainsi,  en  prenant  les  coefficients  de  (z  —  «)"'*  et  de 


i  =  Aa2, 

4Ap  +  B  =  o. 


Ainsi,  nous  trouvons  pour  a  deux  valeurs  égales  et  de  signe 
contraire;  elles  correspondent  aux  deux  pôles  distincts  de  la  fonc- 
tion dont  les  résidus  sont,  par  conséquent,  égaux  et  de  signe  con- 
traire. Au  contraire,  le  second  coefficient  [^  n'a  qu'une  valeur. 

11.  La  fonction  ^i^z)  peut  bien  facilement  être  représentée  par 
un  développement  en  série,  et,  quoique  ce  résultat  ne  soit  pas 
d'un  grand  intérêt  pour  le  développement  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  nous  y  reviendrons  un  moment,  puisque  nous 
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avons  déjà  eu  l'occasion  de  l'indiquer  sommairement  dans  le 
Tome  I  (p.  273). 

Nous  pouvons  supposer  que  l'une  des  deux  périodes  est  iizi]  il 
suffit  pour  cela  de  remplacer  :;  par  kz^  k  étant  une  constante  con- 
venable. Appelons  donc  10  et  -ini  Xes  deux  périodes;  la  partie 
réelle  de  w  n'est  pas  nulle,  et  pour  fixer  les  idées  nous  la  suppose- 
rons positive. 

Soient  a  et  a'  les  pôles  de  la  fonction  dans  un  parallélogramme 
de  périodes.  Je  forme  la  série 


/■'»-  2 


gZ-^)nui 


^gz  +  mu, —  gaj[e-^ 


Cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  ;  comme  nous 
allons  le  montrer;  on  doit  seulement  remarquer  que  si  z  est  de 
l'une  ou  l'autre  forme 

(  u  )  a  -h  po)  -{-  iq-i,     a'  -h  p(Ji  -h  '.  q  tt  i, 

p  el  q  étant  entiers,  il  j  aura  dans  la  série  un  terme  devenant  in- 
fini, et  il  faut  entendre  alors  que  la  série  est  convergente  quand 
on  a  laissé  ce  terme  de  côté. 

La  démonstration  s'appuie  seulement  sur  les  règles  élémentaires 
relatives  aux  séries.  Prenons  d'abord  la  partie  de  la  série  où  m  est 
positif.  Pour  m  suffisamment  grand,  chaque  terme  est  comparable 
à  e'"^'^,  et,  puisque  la  partie  réelle  de  to  est  positive,  cette  partie 
de  la  série  est  convergente.  Pour  la  seconde  moitié  de  la  série 
[m  <Co),  le  terme  de  rang  m  pour  m  très  grand  est  comparable 
à  e'"**,  et  la  convergence  est  encore  évidente. 

Ainsi,  sans  qu'il  soit  besoin  d'insister  davantage,  la  série  repré- 
sente une  fonction  f{z)  uniforme  dans  tout  le  plan  et  admettant 
comme  pôles  les  points  des  suites  (i  i).  Elle  admet  d'ailleurs  évi- 
demment les  deux  périodes  2Tzi  et  co.  La  chose  est  évidente  pour 
la  première  période,  puisque  chaque  terme  admet  cette  période; 
quant  à  la  seconde,  elle  résulte  de  ce  que  la  série  ne  change  évi- 
demment pas  quand  on  remplace  m  par  m  -+-  i . 

On  voit  de  suite  que  les  résidus  de/( -•)  relatifs  aux  pôles  a  et  a' 
et  leurs  homologues  sont  égaux  et  de  signe  contraire;  ils  sont  res- 
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peclivement 


I  I 

—;     et 


5» f>a  pw pa 


En  multipliant  /*(:;)  par  une  constante  convenable  H,  nous 
jîouvons  faire  que  les  deux  fonctions  A(:?)  et  W  f{z^  aient  les 
mêmes  résidus  ;  la  différence 

X(^)-H/(^) 

est  donc  une  fonction  doublement  périodique,  qui  n'a  pas  de  pôle 
dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Son  module  reste  donc, 
dans  ce  parallélogramme  et  par  conséquent  dans  tout  le  plan,  in- 
férieur à  un  nombre  fixe  :  elle  se  réduit  donc  à  une  constante 
d'après  le  théorème  de  Liouville.  On  peut  donc  exprimer  la 
fonction  'k(z)  à  l'aide  de  notre  série  f{z). 

12.  D'après  le  théorème  de  M.  Weierstrass  (Ghap.  V,  p.  i44)^  la 
fonction  )v(g)  doit  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme  d'un  quotient 

les  deux  fonctions  G(:;)  et  G,  (5)  étant  des  fonctions  entières  de  ^, 
n'ayant  pas  de  racines  communes.  On  peut  évidemment  mettre 
d'une  infinité  de  manières  une  fonction,  telle  que  )^(^),  sous  cette 
forme,  puisque  l'on  peut  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction 
pare"''^',  R  étant  une  fonction  entière.  Parmi  les  fonctions  entières, 
dont  le  quotient  donne  ^(5),  il  en  est  d'extrêmement  intéressantes 
qui  jouent  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
liques.  Les  considérations  suivantes  vont  nous  j  conduire  très 
simplement. 

Considérons  l'expression 

1       dz    I      [11111-+ pu)  dz 

{VI)  e^-      -^-^o 

m  elp  désignant  deux  constantes,  et  11  étant  toujours  la  fonction 
doublement  périodique  de  z  définie  par  l'équation 
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Nous  voulons  montrer  qu'on  peut  choisir  les  deux  constantes  m 
et  p  de  telle  sorte  que  l' expression  (12)  soit  une  fonction  entière 
de  z. 

Les  pôles  de  u  sont  les  points  singuliers  de  la  fonction  (12).  La 
piemière  intégration 

{inu''---\-  pii)clz 


r 


donnera  en  général  un  logarithme.  Voyons  si  nous  pouvons  choisir 
m  el  p  de  manière  que  l'intégration  ne  donne  pas  de  terme  loga- 
rithmique. En  reprenant  les  notations  du  §  10,  nous  avons 


mu--\-  pu  =  m 
et  l'on  voit  que,  si 


P  +  ...]' 


■p 


1 
•J' 


1  mf)  -+- p  =  o, 

nous  n'aurons  pas  de   terme  en :    il    n'y    aura    donc    pas 

de  logarithme  après  la  première  intégration,   et  cela  pour  l'un  et 

l'autre  pôle,  puisque  [3  a  la  même  valeur ,-^  pour  les  deux  pôles. 

Nous  avons  donc  la  première  relation 

—  mB  -\-  2pA  =  o. 
La  seconde  intégration  se  réduit  alors  à 


^&' 


/(-i^^--) 


et,  par  suite,  elle  introduit  le  terme  logarithmique 

—  m(yi~log{z  —  a) -H.... 
Or,  pour  l'an  et  l'autre  pôle,  a-  a  la  même  valeur  -r-;  si  donc 


nia^  =  —  I 


l'expression  (12)  sera  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ^  =  «,  et 
admettra  a  comme  racine  simple. 

Il  résulte  du  calcul  précédent  que  l'on  doit  prendre 

m  =  —  A,        p  = • 
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La  fonction 

est  une  fonction  entièi^e ;  elle  a  pour  racines  simples  tous  les 
pôles  de  u  et  n'en  a  pas  d'autres. 

Si,  maintenant,  nous  considérons  le  produit 

nous  voyons  que  ce  sera  une  fonction  entière  G|(:;),  puisque  les 
pôles  die\[z)  sont  racines  de  G{z).  De  plus,  G  (3)  et  G,  (g)  n'ont 
pas   de  racines  communes,  G  (g)  n'ayant  d'autres  racines  que  les 
pôles  de  '^^{~-)- 
Nous  avons  donc 


Xiz) 


G{z) 


13.   Les    fonctions  entières    G   et   G,    jouissent  de  propriétés 
remarquables.  D'après  la  définition  même  de  G(:;),  on  a 

=  I     {mu^ -{-pu)az. 
Nous  avons  donc 

G'(^^w)        G'(3) 


(j{Z 


'}  _  ^l1±}  =  Ç         (mu'^  +pu)  dz. 


Or  le  second  membre  ne  dépend  pas  de  x;,  puisque  mu-  -h pu 
admet  to  comme  période,  et  que  d'ailleurs  les  résidus  relatifs  aux 
pôles  de  cette  dernière  fonction  sont  nuls.  En  désignant  par  p,  la 
valeur  constante  du  second  membre,  nous  aurons  donc  en  inté- 
grant 

(i3)  G(:;  +  w)  =  e!J-=+vG(^), 

V  étant,  comme  [^.,  une  constante. 

On  aura  de  la  même  manière  l'identité 
(i4)  G(3+ w')  =  e[J''-+^'G(,3), 

[x'  et  v'  étant  encore  des  constantes. 
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Les  identités  (i3)  et  (i4)  expriment  une  propriété  fondamen- 
tale de  la  fonction  G(^).  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à  ces 
fonctions  entières  que  Briot  et  Bouquet  (')  appellent  fonctions 
intermédiaires ^  et  dont  l'étude  a  été  faite  par  M.  Hermite  dans 
ses  lettres  à  Jacobi  en  i844  (")•  La  fonction  G,(;i:)  satisfait  évi- 
demment aux  mêmes  relations. 

14.  Arrêtons-nous  sur  la  forme  canonique,  qu'ont  rendue 
célèbre  les  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi;  l'équation  différentielle 
se  réduit  dans  ce  cas  à 

La  fonction  u  est  complètement  définie  par  la  condition  que,  pour 

r  =  o, 

du 

d-.='- 


u  =  o, 


Nous  désignerons,  suivant  l'usage,  par 


cette  fonction  elliptique,  sn^  étant  l'abréviation  de  sinam^.  Cette 
fonction  est  impaire,  c'est-à-dire  que  sn( —  -■)  =  —  sn^,  puisque 
l'intégrale  elliptique  donnante  en  fonction  de  u  change  de  signe 
quand  on  change  u  en  —  it. 

Si  l'on  se  rappelle  les  résultats  obtenus  (Chap.  VII,  p.  221),  on 
voit  de  suite  que  les  périodes  sont  ici 

4K,     2jK', 

en  adoptant  les  notations  précédemment  employées.  Les  pôles  de 
sn:;  sont  (loc.  cit.) 

ili'     et     2K  -I-  f  K', 

et  toutes  les  valeurs  cjui  s'en  déduisent  par  addition  de  multiples 
de    périodes.    De    plus,    du    changement    de    variable    effectué 


("j  BuioT  et  Bouquet,   Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  286. 

(')  Voir  le  Cours  litliographié  de  I\I.  Ilerhiile  (Paris,  Hermann,  1891)- 
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(Chap.  VIII,  p.  222),  on  conclut 

sn  (;  +  jK')  =  -j . 

A-  sn  z 

Cherchons,  à  l'aide   de  cette  formule,  la  valeur  du   résidu   de 

snz  correspondant  au  pôle  l'K'.  Nous  devons  obtenir  la  limite  du 

produit 

(  z  —  ili')  snz, 

pour  z  =  /K',  ou,  en  posant  z  --=  iK'  -+-  s,  la  valeur  du  produit 

Esn(z'K'  +  £), 

pour  £  =  o.  Or  ce  produit  peut  s'écrire 


/i  sn  £ 

'  d  sn  z 


,  ,      ,.     .  ...  T  .  /  «  sn  S  \  Y 

dont   Ja   limite  est    manitestement  t'  pmscfue  ,_     I    =i.    Le 

résidu  correspondant  au  pôle  2K  +  zK'  est  —  j- 

15.  Que  devient,  dans  le  cas  particulier  que  nous  examinons, 
la  fonction  G(z)  du  §  13?  On  a  alors,  en  prenant  ^0  =  o, 

G{z)  =  e      -°       -^^ 

Cette  fonction  entière  a  été  d'abord  considérée  par  M.  Weier- 
strass  (Journal  de  Crelle,  i856)  qui  la  désigne  par  A/(:;)  ('). 
Cette  fonction,  étant  une  fonction  entière,  peut  être  développée  en 
une  série  toujours  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  z.  Les  coefficients  de  ce  développement  peuvent  se  calculer 
facilement  de  proche  en  proche,  en  se  servant  de  l'équation  diffé- 
rentielle qui  définit  snz.  On  reconnaît  ainsi  immédiatement  que 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  z  sont  des  polynômes 
en  k.  Ce  développement  est  convergent  pour  toute  valeur  de  z  et 
pour  toute  valeur  de  k.  Si  l'on  pose  G,  [z)  =  Al^  (s),  le  dévelop- 
pement de  A/,  (z)  jouira  de  la  même  propriété  que  le  développe- 
ment de  A/ (5). 

(')  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  465. 
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16.   Terminons  en  indiquant  un  système  remarquable  de  deux 

équations  différentielles  auxquelles  satisfont  A  /(:;)  et  A  /|  (:■). 

Soit 

u  =  snz 

et  posons,  pour  abréger, 

\J  =  kl{z),        V  =  A/i(^). 

Nous  allons  former  deux  équations  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions. La  fonction  u  satisfait  aux  deux  équations 

^j    =([  — «-)(i  — /:2«2), 

— —    =  _   „(H-  /c2)  +  2  7,-2  u-i, 

dz^- 

la  seconde  n'étant  autre  que  la  première  équation  dérivée.  Dans 
ces  équations,  substituons 

U 


«=  V- 


on  a  ainsi 


VU  W\2 

V  4^  -  u  ^-      =  V^ -  (I  +  /:2) U2  V'^  +  k"' U*, 
dz  dz  I 

dz'^  dz''-  dz   dz  \dz  ] 

De  ces  deux  équations,  on  lire  de  suite,  en  remplaçant  dans  la 
seconde  le  produit  -vr  -77  tiré  de  la  première, 

Les  fonctions   U  et  V  étant  premières  entre  elles  (c'est-à-dire 
n'ayant  pas  de  racine  commune),  on  déduit  de  là 

dz'  \  "-S  / 

P(^)  étant  une  fonction  entière. 
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Or,  en  désignant  par  lo  et  oj'  les  périodes  de  sn^,  nous  savons 
que  les  fonctions  U  et  V  se  reproduisent  multipliées  par  des  ex- 
ponentielles de  la  forme  6^*-^+^  et  e!^-^+^'  quand  on  change  :;  en 
:;  -j-  to  et  ^  H-  co'.  Dans  ces  conditions  le  quotient 


d'-V 


m" 


U2 


d_ 


sera  une  fonction  doublement  périodique.  On  en  conclut  que  la 
fonction  P(:;)  est  une  fonction  doublement  périodique  entière 
et,  par  suite,  une  constante. 

La  valeur  de  cette   constante  est  facile  à  calculer;  il  suffît  de 
faire  5=0,  dans  la  seconde  équation.  Or,  puisque 


on  a,  pour  z-  ^  o. 


dz         dz^' 
par  conséquent  P(-3)  =  o.  Les  deux  équations  cherchées  sont  donc 


Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  fonctions  elliptiques. 
Nous  n'avons  pas  voulu  en  ce  moment  faire  leur  étude,  mais  pré- 
senter simplement  quelques  applications  des  théorèmes  généraux 
de  la  théorie  des  fonctions.  Après  avoir  étudié  les  fonctions  al- 
gébriques, nous  reviendrons  plus  longuement  sur  les  fonctions 
doublement  périodiques. 
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CHAPITRE  Xlll. 


GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  D'UNE 
VARIABLE.  -  THÉORÈME  DE  M.  NŒTHER.  -  SURFACES 
DE  RIEMANN. 


I.  —  Définition  des  fonctions  algébriques;  développement 
dans  le  voisinage  d'un  point. 

1.  Nous  avons  déjà  considéré,  dans  un  cas  très  parlicalier,  une 
fonction  algébrique  :  c'est  le  cas  (Chap.  V,  §  18)  où  la  i-elation 
entre  u  et  z  est  de  la  forme 

R  étant  un  polynôme  en  z.  Il  est  indispensable  que  nous  appro- 
fondissions l'étude  générale  des  fonctions  algébriques. 
Partons  donc  de  la  relation 

(0  /(».^)  =  o, 

/"étant  un  polynôme  en  u  et  s  irréductible,  c'est-à-dire  ne  pouvant 
être  décomposé  en  un  produit  de  polynômes  de  degré  moindre. 
Le  polynôme  est  supposé  de  degré  m  en  u  pour  une  valeur  ar- 
bitraire de  z.  Pour  une  telle  valeur  de  ^,  nous  avons  donc  m  va- 
leurs distinctes  de  u\  d'après  le  théorème  général  sur  la  décom- 
position en  facteurs  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (Chap.  IX, 
§7),  il  existera  m  développements  holomorphes  dans  le  voisi- 
nage de  Zq  et  se  réduisant  respectivement  pour  z^=.  z^^  aux  m  ra- 
cines de  l'équation  fi^u-,  -Sq)  =  o-  Si  donc  on  part  en  z^  avec  une 
des  racines  Wq  de  cette  équation,  on  pourra  suivre  de  proche  en 
proche  la  racine  choisie,  pourvu  que  le  chemin  ne  passe  pas  par 
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un  point  où  plusieurs  racines  de  (i)  deviennent  égales,  c'est-à-dire 
par  un  point  critique. 

Le  cas  où  une  racine  et  une  seule  deviendrait  infinie  ne  présente 

aucune  difficulté;  on  pose  dans  l'équation  (i)  ;/ =  -  et  l'on  a  l'é- 


I 
quation 


I 


F(p,  j)  =  o; 

cette  équation  a  alors  une  racine  nulle  simple. 

On  peut  remarquer  que  dans  toute  portion  du  plan  ne  contenant 
aucun  de  ces  points  critiques,  le  prolongement  analytique  de  la 
fonction  (ou  de  son  inverse,  si  u  devient  infinie)  se  fait  toujours 
à  l'aide  d'un  cercle  dont  le  rajon  ne  descend  pas  au-dessous  d'un 
certain  minimum,  et  nous  concluons  de  là  que,  une  fois  choisie  la 
racine  en  un  point  ^o  de  l'aire  limitée  par  un  contour  simple  ne 
comprenant  à  son  intérieur  aucun  point  critique,  l'équation  (i) 
définit  une  fonction  uniforme  dans  celte  aire. 

2.  Nous  avons  jusqu'ici  laissé  de  côté  les  points  critiques.  D'a- 
près un  théorème  déjà  établi  (Ghap.  IX,  §7),  nous  savons  que, 
si  cette  équation  a,  pour  ^  =  a,  n  racines  égales  à  [3,  elle  aura, 
pour  z  voisin  de  a,  n  racines  et  n  seulement  voisines  de  ^.  Soient, 
en  2|  voisin  de  a, 

ces  Ji  valeurs.  Si  nous  partons  de  -3,  avec  la  détermination  u,  et 
que  z-  tournant  autour  de  a  revienne  en  Zt,  u,  qui  n'a  pu  varier 
que  très  peu,  sera  resté  voisin  de  ^  et  se  retrouvera  alors  en;;,  avec 
une  des  déterminations  (2).  Si  l'on  retrouve  «1,  la  racine  consi- 
dérée sera  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Soit,  dans  l'hvpo- 
thèse  contraire,  Wo  la  détermination  trouvée;  en  tournant  une 
nouvelle  fois  on  obtiendra,  soit  w,,  soit  une  des  autres  détermi- 
nations u-i^  . . .,  u,n-  Dans  le  premier  cas,  on  aura  deux  racines  Ut 
et  u-2  se  permutant  autour  de  a-,  dans  le  second,  on  continuera  de 
la  même  manière,  et  finalement  on  arrivera  à  n'  racines 

Hi,     U2,      ...,     u,i'         {n'  \  li) 
se  permutant  circulaircment  autour  de  a.  On  dit  (|ue  ces  n'  ra- 


35o  CHAPITRE    XIII. 

cines,  qui  pour  ^  =  a  prennent  toutes  la  valeur  P,  forment  un 
système  circulaire.  Si  l'on  pose 

z  —  a.  ^  z'"', 

la  fonction  u  considérée  comme  fonction  de  ;;'  sera  liolomorplie 
dans  le  voisinage  de  ^'=  o,  puisque  z  fait  n'  tours  autour  de  a, 
quand  ::;'  fait  un  tour  autour  de  l'origine. 

L'équation 

f{u,  a-H^"''}  =  o 

aura  donc  une  racine  liolomorphe  autour  de  l'origine,  et,  prenant 
pour   :;'=o   la  valeur   ^,    on  peut   la    développer   en   une  série 

entière 

u 

Si  maintenant  nous  revenons  à  la  variable  c-,  nous  aiu'ons  le  déve- 
loppement 

1  !' 

(3)  M  =  p  -4-  A(^  —  a)"  -T-  B  (^  —  aj"'  -h  .  .  . . 

i_ 
Aux  n'  déterminations  de  (z' —  a)"'  correspondent  n'  valeurs  de  u  : 
ce  sont  les  n'  racines  qui  se  permutent  circulairement. 
Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Les  racines  qui  pour  z  ^  y.  deviennent  égales  à  [S  forment 
un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires,  et  les  racines  d'un  même 
système  circulaire  sont,  dans  le  voisinage  de  a,  représentées 
par  un  développement  de  la  forme  (3). 

3.  Le  résultat  précédent  pourrait  suffire  pour  la  théorie  générale 
des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  intégrales,  mais,  au  point  de 
vue  pratique,  on  doit  se  demander  comment  on  pourra  obtenir  les 
divers  systèmes  circulaires  et  les  nombres  n'  correspondants. 
Cette  étude  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  classique  de  M.  Pui- 
seux  ('  ). 

Nous   pouvons  supposer  a=[j^o,  et  nous  partons  donc  de 


(  '  )  PuisEUX,  Mémoire  sur  les  fondions  algébriques  (  Journal  de  Mathéma- 
tiques, t.  XV';  i85o). 
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l'équalion 

(E)  f{u,z)  =  o 

en  admettant  que,  pour  ;;  =  o,  l'équation  ait  n  racines  nulles. 

Pour  z  très  petit,  l'équation  aura  n  racines  eUes-mêmes  très 
petites;  ce  sont  ces  racines  que  nous  devons  étudier. 

Soit  u  une  de  ces  racines  :  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  z, 
tous  les  termes  du  premier  membre  de  (E)  sont  infiniment  petits. 
Nous  allons  nous  laisser  guider  par  cette  idée  que  u  doit  être  par 
l'apport  à  z  d'un  ordre  infinitésimal  déterminé.  On  aura  alors  deux 
termes  au  moins  du  même  ordre  infinitésimal,  soient 

kzy-u'^     et     k'z.'J-'u^'. 

De  ce  que  la  limite  de 

lâz'J- 

u'v''  z'-*-' 

est  une  quantité  finie  difïerenle  de  zéro,  on  conclut  que  u  est  de 
l'ordre  de  z^^  pi.  étant  un  nombre  commensurable,  nécessairement 
d'ailleurs  positif. 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  \x  correspondant  à  une  certaine 
racine,  on  ferait  dans  l'équation  (E)  la  substitution 

u  =  tzV-, 

et  l'on  aurait,  pour  ^  =  o,  une  certaine  équation  en  t.  Les  racines 
de  celte  équation  en  ^,  finies  et  différentes  de  zéro,  donneraient 
les  racines  de  l'équation  (E)  d'ordre  [i.  :  il  faut  donc  trouver  p.. 
$oit 

f(u,z)  =2  Aa,ps'^«P- 

Si  II  est  de  degré  [J.  par  rapport  à  c,  le  terme  général  sera  d  ordre 
infinitésimal 

On  aura  toutes  les  valeurs  possibles  de  [x  en  égalant  a  -f-  [3p,  à  une 
autre  expression  analogue  a'+  ^'^,  mais  toutes  les  combinaisons 
ne  sont  pas  acceptables.  La  valeur  de  p.  donnée  par  l'égalité  pré- 
cédente doit  être  telle  que,  après  avoir  remplacé  u  par  tzV-  dans  l'é- 
quation, les  autres  termes  soient  d'ordre  au  moins  égal  à  a  +  '^y.. 
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Poav  trouver  les  valeurs  de  ijl,  on  procède  de  la  manière  sui- 
vante. Soit  [j.  une  valeur  convenable  donnée  par 

u.  représente  l'inverse  du  coefficient  angulaire  changé  de  signe  de 
la  droite  joignant  les  deux  points  A  et  A'  de  coordonnées  (a,  ^)  et 
(a',  {3')  rapportés  à  des  axes  rectangulaires  Oa  et  0[3.  De  plus 
a  4- |5[j-  représente  l'ordonnée  à  l'origine  de  cette  droite;  pour 
tout  autre  terme  correspondant  à 


on  doit  avoir 


A  a",  3" 


d'où  l'on  conclut  que  le  point  (a",  ^")  doit  être  sur  la  droite  AA' 
ou  au-dessus  (dans  le  sens  des  [S  positifs). 

On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivanle  :  figurons  tous  les  sys- 
tèmes d'exposants  (a,  |S)  par  des  points  rapportés  à  deux  axes 
Oa.  et  0[3.  Il  j  aura  un  point  au  moins  sur  Oa  :  soit  P  le  point  le 
plus  rapproché  de  l'origine  (^/ig-  36).  Autour  du  point  P,  on  fait 
tourner  OP  de  gauche  à  droite,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  un  ou 

Fi-.  36. 


plusieurs  sommets;  soit  A  le  dernier  de  ces  sommets.  Faisons 
tourner  ensuite  la  droite  PA,  toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à 
ce  qu'elle  rencontre  un  ou  plusieurs  autres  points;  soit  A'  le 
dernier  de  ceux-ci.  On  fait  tourner  ensuite  la  droite  AA'  autour 
de  A',  et  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  l'axe  0|j; 
sur  cet  axe,  le  point  ^  =  n  est  le  plus  voisin  de  l'origine. 
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Soit  donc  un  côté  quelconque  AA'  dont  le  coefficient  angulaire 

I  1 ,  . 

est 5  et  désignons  par 

A^î<i<;?H-..  .4- A'^'^'hP' 

les  termes  correspondant  à  ce  côté.  On  remplace  u  par  tz\^  et  l'on 
a,  après  suppression  du  facteur  j;^+Ps^, 


(4) 


A^P4-...  +  A'/?'+3^(...)  =  o        (A>o). 


Pour  ^  ^  o,  nous  avons  l'équation  en  f,  qui  a  [3' —  ^  racines  diffé- 
rentes de  zéro, 


:5) 


A'ïP'-P  =  o. 


Au  côté  AA'  correspondent  donc  ^' —  ^  racines  de  degré  infi- 
nitésimal [JL.  En  faisant  la  somme 

on  retrouve  manifestement  n;  donc  toutes  les  racines  sont  ainsi 
trouvées. 


4.   Avant  d'aller  plus  loin,  faisons  d'abord  une  remarque  im- 
portante sur  l'équation  (4). 


Soit  tj.  ^  -  (  la  fraction  -  étant  irréductible  )  ,  on  a 

a  —  a'        p 

11  résulte  de  là  que  ^' —  (5  est  un  multiple  de  q;  d'une  manière 
plus  générale,  et  pour  la  même  raison,  si  nous  avons  dans  l'équa- 
tion le  terme 

A"^P"-P, 

l'exposant  ^'  —  ^  sera  un  multiple  de  q.  Donc  l'équation  (5)  est 
une  équation  en  ti . 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (4);  en  j  posant 


=  z'i. 


elle  devient 


(6)  ^P[A+...H-A';P'-P]4-  g')^G(^s')  =  o, 

P.  —  II. 


23 
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X  étant  entier  et  positif  et  z'  ne  figurant  qu'à  des  puissances 
entières  et  positives. 

Si  ti  est  une  racine  simple  de  l'équation  (5),  la  racine  t  de  l'é- 
quation (6),  devenant  égale  à  t^  pour  z'=o,  sera  une  fonction 
holomorphe  de  z'  dans  le  voisinage  de  z'  =  o.  Soit 

t  =  ti-h  az' -h  b z'^-\-.  .  ., 

et  l'on  aura  pour  u  le  développement 

/  L  1  \   H 

(7)  H  =  \ti^az'}  -^bz'/  -^...J  z'/. 

Or  ce  développement  a  q  déterminations.  On  voit  de  suite  qu'il 
donne  à  la  fois  les  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  racines 

de  l'équation  (5)  dont  la  puissance  q'^""^  est  la  même.  En  effet, 
les  q  déterminations  du  développement  (7),  quand  z  tourne  au- 
tour de  l'origine,  ne  cessent  d'être  racines  de  l'équation  initiale, 
et  elles  ont  précisément  pour  parties  principales 

P  P  P 

Ainsi  les  q  valeurs  de  w,  correspondant  à  q  racines  simples  de 
l'équation  (5)  ayant  même  puissance  ^'^'"«,  forment  un  sj^slème 
circulaire  représenté  par  le  développement  (7),  et  la  séparation 
de  ces  racines  est  effectuée. 

5.  Nous  devons  maintenant  examiner  le  cas  des  racines  mul- 
tiples de  l'équation  (5). 

Si  t,  est  une  racine  multiple  d'ordre  r  de  cette  équation,  on  aura 
évidemment 


Posons  dans  l'équation  (E) 


z  =  z''i, 

u  =  tiZ'l'-+-  t'. 


Au  lieu  de  l'équation  entre  u  et  z,  on  aura  une  équation  entre  t' 
et  z'.  Cette  équation  aura,  pour  c'  =  o,  r  racines  nulles  pour  les- 
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quelles  l'exposant  correspondant  est  supérieur  k p,  puisque,  pour 
/•  racines  u,  la  partie  principale  est  ti  z'p.  Soit  donc 

Pi 

la  fraction  —,  jouant  le  même  rôle  que  la  fraction  -  dans  le  para- 
graphe précédent.  Si  l'équation  en  9,  analogue  à  l'équation  (5) 
en  t,  n'a  que  des  racines  simples,  la  séparation  sera  terminée. 
Supposons  c[u'elle  ait  une  racine  multiple  d'ordre  /■',  on  aura 

r'  q'  1  r 

et,  par  suite, 

qg'  r'  ^  qr  %  n  : 

q  et  c]  sont  au  moins  égaux  à  un.  On  continuera  ainsi  tant  que 
les  équations  analogues  à  l'équation  (5)  auront  des  racines  mul- 
tiples. Je  dis  qu'il  finira  par  arriver  un  moment  où  cette  écjuation 
n'aura  que  des  racines  simples.  Plaçons-nous  en  effet  dans  l'hy- 
pothèse contraire.  On  aurait  toujours  alors,  à  partir  d'un  certain 
moment,  des  racines  d'un  même  degré  de  multiplicité,  et  les 
nombres  q  seraient  tous  égaux  à  l'unité,  condition  indispensable 
pour  c[ue  l'inégalité  ci-dessus  écrite  soit  vérifiée.  Désignons  par 

F(^',  ^')  =  o 

la  première  équation  à  partir  de  laquelle  cette  circonstance  se  pré- 
senterait. IIj  aurait  des  racines  l!  de  cette  équation  que  la  méthode 
ne  permettrait  pas  de  séparer;  en  effet,  une  même  suite  de 
polynômes  en  :;',  de  degrés  indéfiniment  croissants,  représente- 
rait la  partie  principale  de  ces  racines.  Mais  ceci  est  impossible, 
car  l'ordre  infinitésimal  de  la  difTérence  de  deux  racines  infini- 
ment petites  est  nécessairement  un  nombre  fini,  comme  le  montre 
immédiatement  la  considération  du  dernier  terme  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  ;  ce  dernier  terme  est  d'un 
ordre  infinitésimal  déterminé  et  la  différence  de  deux  racines  est 
au  plus  d'un  ordre  moitié  moindre  C|ue  celui-là.  Nous  sommes 
donc  assuré  que  les  racines  se  trouveront  à  la  fin  séparées,  et  elles 
se  trouveront  divisées  en  systèmes  circulaires,  comme  nous  l'a- 
vions prévu  a  priori  ^w  §  2. 
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6.  Donnons  quelques  exemples  de  la  lliéorie  précédente.  Sup- 
posons qu'il  y  ait  dans  l'équation  un  terme  en  ;:;  soit 

A^  +  A'i<»-^-. .  .=  o. 

Le  poljgone  se  composera  dans  ce  cas  d'une  seule  droite  joignant 
le  point  a  =;  I ,  |3  ^  o  au  point  a  =  o,  [3  =  /?.  On  aura,  pour  dé- 
terminer p., 

I  =  n  [x. 

L'équation  en  t  sera  donc 

A-+-  A'^«  :=  o  : 

il  V  aura  un  seul  système  circulaire  de  racines. 

Sans  nous  arrêter  au  cas  du  point  double  à  tangentes  distinctes, 
prenons  de  suite  le  cas  d'un  point  double  à  tangentes  confondues, 
et  soit  j^  ^  o  cette  tangente.  L'équation  sera  de  la  forme 


o  =  U-- 


hz'i  -t-  auzP 


en  écrivant  le  terme  qui  renferme  z  seul  et  celui  qui  contient  a 
à  la  première  puissance. 

Si  ip  <C  q^  la  ligne  polygonale  aura  deux  côtés.    Pour  le  pre- 
mier, 

q  —  p  -\-  13.         ou  ]j.  =  g  —  p. 

Pour  le  second, 

/)  H-  [JL   =  2  jJ.  OU  [J.  =  p . 

Les  deux  développements  sont  distincts  et  procèdent  suivant  les 
puissances  entières  de  x.  En  langage  géométrique,  on  a  là  un  con- 
tact de  deux  branches. 

Si  2.p  >>  q,  il  n'y  aura  qu'un  côté,  et  alors 


2 
On  pose  u  =  tz^,  et  l'équation  en  i  est 

/i-+-  /j  =  o. 

Suivant  la  parité  de   q.,   les  deux  racines  formeront   un   système 
circulaire  ou  auront  deux  développements  distincts. 

Prenons  enfin  le  cas  où  2p  ==:  q.  il  n'y  u  alors  fju'uii  seul  côté 
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dans  la  ligne  polygonale,  et  l'on  a 

;-'-  =  /'• 
L'équation  en  t  devient 

^2  +  a?  -1-  6  =  o. 

Si  les  racines  sont  distinctes,  nous  avons  un  contact  de  deux 
branches.  Si  les  deux  racines  sont  égales,  nous  nous  trouvons 
dans  le  cas  où  l'équation  (E)  a  une  racine  multiple  :  soit  donc 

b  =^-j  •  Nous  devons  poser,  d'après  la  théorie  générale, 

a  , 

ti  = ZP  -r-  t  , 

et  il  vient 

en  supposant  qu'il  j  ait  dans  l'équation  un  terme  en  ^-^+'.  Les 
termes  qui  renfermeront  i'  au  premier  degré  contiendront  au 
moins  :zP^*  .  Nous  effectuerons  donc  certainement  la  séparation 
cherchée  (dans  l'hypothèse  c  ^  o)  en  j)osant 

i'=5     2       0. 

Le  cas  p  =  2  correspond  au  cas  classique  du  rebroussement  de 
seconde  espèce. 

7.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  les  systèmes  circulaires  en 
lesquels  se  trouvent  partagées  les  différentes  racines  dont  nous 
venons  de  faire  l'étude.  Le  développement  peut  s'écrire 

a  g+i 

u=  Az~'' -i-Bz  "    -h...        (A^o): 

a  est  ici  un  entier  au  moins  égal  à  l'unité,  et  si,  comme  nous  le 
supposons,  ce  développement  correspond  à  n  racines,  il  ne 
pourra  y  avoir  réduction  avec  un  dénominateur  commun  moindre 
que  n  dans  tous  les  exposants  des  diverses  puissances  de  r.  Au 
lieu  du  développement  précédent,  nous  pouvons  écrire 

z  =  t", 

zi  =  A  r-*  4- B  ^a+' -^  .  .  .  , 
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le  premier  coefficient  A,  il  est  essentiel  de  le  rappeler,  n'étant 
pas  nul.  Si  a  est  supérieur  à  /z,  nous  dirons  que  le  cycle  est 
d'ordre  n\  au  contraire,  si  a  est  inférieur  à  /?,  nous  dirons  qu'// 
est  d'ordre  a.  On  voit  que,  si  l'on  fait  sur  a  et  z  un  changement 
de  variables  linéaire,  homogène  et  d'ailleurs  arbitraire,  les  déve- 
loppements des  nouvelles  variables  (que  nous  continuerons  à  ap- 
peler u  et  z)  auront  leur  développement  suivant  les  puissances 
de  t  commençant  par  un  terme  en  L^ ,  N  étant  Tordre  du  cycle.  Ce 
nombre  N  est  donc  le  véritable  élément  à  considérer  au  point  de 
vue  du  cycle  en  lui-même,  indépendant  du  choix  des  variables  ou 
du  système  de  coordonnées.  Les  cycles  d'ordre  un  sont  particu- 
lièrement simples  :  dans  ce  cas,  en  prenant  convenablement  l'une 
des  variables,  on  est  assuré  que  la  seconde  variable  s'exprime  par 
une  fonction  holomorphe  de  la  première  dans  le  voisinage  de  l'o- 
rigine; pour  un  point  simple  d'une  courbe,  le  cycle  correspon- 
dant à  la  branche  qui  y  passe  est  manifestement  d'ordre  un.  Fai- 
sons seulement  encore  la  remarque  évidente,  d'après  ce  qui 
précède,  que  si,  pour  un  cycle,  on  a  les  deux  développements 

z  =  A  i"  -1-  .  .  . , 
u  =  A' ;!"  +  ..■.  , 

A  et  A'  n'étant  pas  nuls  tous  deux,  le  cycle  sera  au  plus 
d'ordre  n  (^  ). 

8.  Nous  venons  d'étudier  la  fonction  algébrique  u  de  z  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  particulière  de  z.  Il  nous  faut  maintenant 
considérer  la  fonction  algébrique  dans  tout  le  plan.  Nous  allons 
faire  voir  que  si  l'équation 

de  degré  m  en  m,  est  irréductible,  on  peut,  en  partant  toujours  du 
point  5^0  avec  une  certaine  détermination  Wq  et  en  suivant  un  che- 
min convenable,  obtenir  en  un  point  arbitraire  z  une  quel- 
conque des  racines  de  V  équation  précédente .  En  d'autres  termes, 


(')  Pour  une  étude  approfondie  des  c)'cles,  1res  intéressante  au  point  de  vue 
géométrique,  mais  dont  nous  n'aurons  point  à  faire  usage,  voir  VEtude  sur  les 
points  singuliers  des  courbes  planes,  par  Halplien,  insérée  à  la  suite  de  la  Géo- 
métrie plane  de  M.  Salmon. 


FONCTIONS    ALGÉBRIQUES    d'uNE    VARIABLE.  35^ 

la  fonction  définie  par  l'équation  précédente  admet  m  valeurs  en 
chaque  point  et,  par  suite,  l'équation  définit  une  seule  fonction 
dont  les  m  déterminations  peuvent  s'échanger  en  variant  le  che- 
min suivi. 

La  démonstration  de  ce  théorème  important  va  résulter  de  suite 
des  propositions  générales  établies  précédemment  sur  les  fonc- 
tions uniformes.  Si  la  fonction  avait  seulement  un  nombre 
p  (p<ini)  de  déterminations,  toute  fonction  entière  et  sjmétrique 
de  ces  p  déterminations  serait  une  fonction  de  z  uniforme  dans 
tout  le  plan  et  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles 
(l'infini  compris);  elle  serait  donc  une  fonction  rationnelle 
de  z  (p.  123).  Les/»  déterminations  satisferaient  donc  à  une  équa- 
tion 

cd(  J(,  s)  =  o, 

où  cp  est  un  polynôme  en  u  et  z^  de  degré/»  en  u,  et,  par  suite,  le 
polynôme  f  ne  serait  pas  irréductible. 

9.  Faisons  une  dernière  remarque  sur  les  points  à  l'infini.  On 
peut  toujours,  en  faisant  une  transformation  homographique  con- 
venable, supposer  que,  dans  la  courbe  algébrique 

f(z,u)  =o, 

les  m  directions  asymptotiques  sont  distinctes  et  qu'aucune  d'elles 
n'est  parallèle  à  l'axe  des  u.  Ceci  revient  à  dire  que  l'équation 

cp,„(z,  u)  =  o, 

où  o,n  est  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  m^  repré- 
sente m  droites  distinctes,  aucune  d'elles  ne  coïncidant  avec  l'axe 
des  u.  Si  alors  f,,  to,  . . . ,  t^  désignent  les  m  racines  de 

?m(l,  t)  —  O, 

on  aura  pour  les  m  valeurs  de  a  les  développements  suivants 

ui    —  tiz  -\- ai  -h   '-^  -]-. .  .  ^ 
z 

S, 

M,      ==:   ?2 -3    H-  «2     -+-    ■'-^    +  •  •  •  , 


Uni  —  t„iZ  -I-  a„jH -+- . 


valables  pour  |  z\  suffisamment  grand. 
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J'ajoute  encore  que,  dans  la  suite,  il  nous  arrivera  constam- 
ment d'employer  tantôt  un  langage  géométrique  et  de  parler  de 
courbe  algébrique,  tantôt,  au  contraire,  de  parler  de  la  fonction  ;/ 
de  la  variable  complexe  jz.  11  n'y  a  aucun  inconvénient  à  le  faire  : 
les  expressions  géométriques  de  courbe,  de  points,  d'axes  O z 
el  Ou  pourraient  toujours  être  remplacées  par  un  langage  analy- 
tique, mais  qui  serait  quelquefois  plus  long  et  rendrait  moins  in- 
tuitifs les  énoncés. 

II.  —  Théorème  de  M.  Nother. 

10.  On  vient  de  voir  que  les  singularités  d'une  fonction  ou 
d'une  courbe  algébrique  peuvent  être  très  compliquées.  M.  No- 
ther a  démontré  une  proposition  extrêmement  importante  sur  la 
réduction  des  singularités.  L'objet  de  ce  théorème  est  de  faire  voir 
qu'on  ne  diminue  pas  la  généralité  de  la  théorie  des  fonctions  al- 
gébriques en  se  bornant  aux  courbes  n'ayant  d'autres  points  sin- 
guliers que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes  (*). 

Soitf(x,y)  =  o  une  courbe  algébrique  de  degré  m,  dont  l'ori- 
gine sera  supposée  un  point  multiple  d'ordre  n,  c'est-à-dire  à 
n  tangentes.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(E)  cp,j(^,  jk)-+-?«+x(.37,  7) -H... -H  co,H(a7,  7)  =  0, 

et  admettre  que  les  axes  des  x  et  des  y  ne  rencontrent  la  courbe 
qu'en  des  points  simples  en  dehors  de  l'origine,  que  les  tangentes 
à  l'origine  ne  coïncident  pas  avec  les  axes,  et  enfin  que  les  direc- 
tions asymptotiques  sont  distinctes  et  différentes  des  axes. 

Cela  posé,  effectuons  la  transformation  j- =  cr'  A  la  courbe  (E) 

va  correspondre  point  par  point  la  courbe  (E'),  de  degré  2m  ■ —  n, 


(E') 


F(Y,  a7)  =  Y'"-«cp„(Y,  I) 

+  :r>^ ¥"»-«->■  cp „+>,(¥,  i)-+-...-l-a7"î-«(p,„(Y,  i)  =  o. 


('  )  Le  Mémoire  de  M.  Nother  se  trouve  dans  le  tome  IX  des  Mathematische  An- 
nalen.  M.  Halphen  est  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  le  théorème  de  M.  Nother; 
on  pourra  consulter  à  ce  sujet  son  Étude  déjà  citée  sur  les  points  singuliers 
des  courbes  algébriques  planes,  qui  forme  un  Appendice  au  Traité  des  courbes 
planes  de  G.  Salmon^  et  où  l'on  trouvera  toute  une  bibliographie  de  cette  théo- 
rie. La  démonstration  que  je  donne  ici  m'a  été  communiquée  par  M.  Simart. 
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A  un  point  multiple  d'ordre  ii'  de  la  courbe  (E),  en  dehors  de 
l'axe  des  x  et  de  l'axe  des  y^  va  correspondre  évidemment  un 
point  multiple  d'ordre  ii'  de  la  courbe  (E'). 

A  la  valeur  ^  =  o  sur  la  première  courbe  correspondent  n  va- 
leurs àe y  nulles  et  ni  —  n  autres  distinctes.  A  ces  points  corres- 
pondent, sur  la  seconde  courbe,  d'abord  un  point  multiple  d'ordre 
777  —  n  (^  :=  o,  Y  =  o),  à  m  —  n  tangentes  distinctes,  puisque, 
pour^^o,  les  m  —  n  valeurs  correspondantes  dey  sont  différentes 
entre  elles  et  différentes  de  zéro;  et  ensuite  n  points  simples  ou 
multiples  de  l'axe  des  x,  déterminés  par  cp«(Y,  i)  =  o. 

A  la  valeur  ^=00  correspondent  m  valeurs  de  Y  distinctes; 
d'ailleurs,  pour  Y  =  00,  les  m  —  n  valeurs  de  x  sont  distinctes. 

Nous  avons  donc  substitué  à  la  courbe  (E)  une  courbe  (E')  qui, 
en  dehors  de  l'axe  des  x^  a  les  points  multiples  de  la  première  : 
mais  qui  a,  au  point  x^o,  Y  =  o,  un  point  multiple  d'ordre 
m  —  /i,  à  tangentes  distinctes,  et,  sur  l'axe  des  Y{x  =  o),  n  points 
déterminés  par  ©,, (Y,  i)  =  o  qui  pourront  être  distincts  ou  con- 
fondus. 

Supposons  que  l'équation  cp/^(Y,  1)  =  o  ait  une  racine  multiple 
Y  ^  Y^  à  laquelle  corresponde  un  point  multiple  d'ordre  n' "S  n . 

Par  une  transformation  homographique  arbitraire 


a"  x' -\- b" y -^  c"  a!' x' -\- b" y  ^  c" 

on  substituera  à  la  courbe  (E')  la  courbe  de  degré  {ini  —  n) 

(El)  On.'{x\  y)  -I-  ^'„'+\'{x\  y)-h...^o'.2m-n{x',  j')   =  O. 

Cette  courbe  satisfait  aux  mêmes  conditions  que  la  courbe  (E), 
et  ses  directions  asjmptotiques  sont  distinctes  et  différentes  de 
zéro.  Elle  a,  en  dehors  des  points  déterminés  par  o„{Y ^  i)  =  o, 
^  =  o,  des  points  multiples  correspondant  aux  points  multiples 
de  (E),  plus  un  point  multiple  d'ordre  m  —  n  k  tangentes  dis- 
tinctes provenant  du  point  x^o^  Y^o,  un  autre  point  mul- 
tiple d'ordre  m  —  n  à  tangentes  distinctes  provenant  du  point 
Y  =  00,  et  enfin  un  point  multiple  d'ordre  m  à  tangentes  distinctes 
provenant  du  point  x  ^^co. 

On  fera  sur  la  courbe  (E,)  les  mêmes  transformations  que  sur 
la  courbe  (E),  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  finalement  une  équa- 
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tion,  telle  que  o„(\,  i)  =  o,  dont  toutes  les  racines  soient  dis- 
tinctes. L! opération  prendra  fin  certainement  ;  car  suppo- 
sons qu'on  ait  constamment  n'=:n.  La  courbe  (E,),  de  degré 
n^  =  im  —  n,  a  des  points  multiples  correspondant  à  cevix  de  la 
courbe  (E),  plus  deux  points  multiples  d'ordre  [m  —  n)  à  tan- 
gentes distinctes  équivalant  à  {m  —  n)  {t7i  —  /i- — i)  points  dou- 
bles, et  un  point  multiple  d'ordre  m  à  tangentes  distinctes  équiva- 

1          ^  niim  —  0        .  ,      ,  , 

iant  a  — —^ points  doubles. 

La  courbe  (Eo),  de  degré  /W2=  2/«,  —  /i,  présente,  par  rapport 
à  (E|  ),  les  mêmes  différences  cjue  (E,)  par  rapport  à  (E). 

Finalement,  en  désignant  par  dj^  le  nombre  des  points  doubles 
de  la  courbe  Ey!,,  correspondant  aux  points  multiples  à  tangentes 
distijictes  successivement  introduits,  on  aura 


La  différence  de  ce  nombre  et  du  nombre  maximum  des  points 
doubles,  pour  une  courbe  irréductible  de  degré  m^, 

(m/,— I  )(/»/,—  9.) 

2 

est 

{}n  —  /i)2  ^111  —  3         ,  n{n  —  i)        (n  —  i)  (n  —  2) 

(m  —  Ji) h  k • ■ 

22  2  2 

Cette    différence    deviendrait    positive    pour   k    suffisamment 
grand,  ce  qui  est  impossible  (');  il  faut  donc  cj[ue  n  diminue  jus- 

(')  Nous  admettons  ici  le  ttiéorème  de  Cramer  qu'une  courbe  de  degré  m  ir- 

réductible  ne  peut  avoir  plus  de points  doubles  ou  un  nombre 

de  points  multiples  à  tangentes  distinctes  équivalent  à  ce  nombre  de  points  dou- 
bles   en   regardant  un   point   multiple  d'ordre  A"  à   tangentes  distinctes  comme 

équivalent  à  -^ points  doubles.  On  trouvera  des  explications  sur  ce  sujet 

dans  le  dernier  Chapitre  de  ce  volume  relatif  aux  courbes  unicursalcs. 
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qu'à  devenir  égal  à  l'unité  (^).  Il  arrivera  donc  un  moment  où  le 
point  multiple,  à  Porigine  de  la  courbe  primitive,  aura  été  rem- 
placé ,   dans    la    courbe    transformée ,    par   des    points    multiples 
K       d'ordre  moindre,   et  cette  transformation  n'a  introduit  par  ail- 
H^     leurs  que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes.  On  peut  al- 
^K     1er  ainsi  de  proche  en  proche,  et  V on  arrive  ainsi  à  une  courbe 
qui  n^ a  plus  que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes. 

11.  Appelons,  d'une  manière  générale,  transformation  bira- 
tionnelle  une  transformation  de  la  forme 

IY8)  (X  =  P(.r,j), 

^   ^  1  Y=Q(^,7), 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  en  x  et  j',  et  où  l'on  a 
inversement 

î^=Qi(X,Y), 


k9) 


p,  et  Q,  étant  rationnelles  en  X  et  Y.  Si  la  transformation  (8)  est 
susceptible  de  prendre  la  forme  (9)  pour  tout  point  (^,JK)  du 
plan,  nous  dirons  que  c'est  une  transformation  birationnelle 
de  plan  à  plan  ou  de  Cremona.  Mais  une  autre  circonstance 
pourra  se  présenter;  il  est  possible  que  l'on  ne  puisse  passer 
de  (8)  à  (9)  qu'en  tenant  compte  de  ce  que  le  point  {jc,y)  se 
trouve  sur  une  certaine  courbe  f{^x^y^=-0.  En  désignant  par 
F(X,  Y)  =  G  l'équation  de  la  courbe  transformée,  on  dit  que  les 
courbes  y  et  F  se  correspondent  point  par  point;  mais  cette  cor- 
respondance n'est  pas  établie  par  une  transformation  de  Cremona. 
Ainsi,  la  transformation 

conduit  à  une  transformation  birationnelle  de  courbe  à  courbe, 
pour  toute  courbe  n'ajant  aucun  des  axes  de  coordonnées,  suppo- 
sés rectangulaires,  pour  axes  de  symétrie. 


(')  On  aurait  pu  arriver  autrement  à  ce  résultat,  en  montrant  que  la  sépara- 
tion des  racines  de  l'équation  primitive  s'ann'ulant  pour  a?  =  0  ne  pourrait  ja- 
mais être  effectuée  si  n  ne  finissait  par  devenir  égal  à  l'unité,  ce  qui  serait  en 
opposition  avec  les  résultats  de  Puiseux. 
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On  énoncera  de  la  manière   suivanle  le  théorème  de  Notlier  : 

Oïl  peut  toujours,  par  une  transformation  de  Cremona , 
transformer  une  courbe  algébrique  quelconque  en  une  autre 
n'ayant  que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes. 

12.  Nous  allons  essayer  maintenant  de  faire  un  pas  de  plus,  en 
ramenant  tous  les  points  multiples  à  être  des  points  doubles.  Pla- 
çons à  l'origine  un  des  points  multiples  de  notre  courbe 

f{x,  j)  =  o, 
et  soient 

Sj  =  o,  So^O,  S:5  =  o 

les  équations  de  trois  coniques  quelconques  uniquement  assujet- 
ties à  passer  à  l'origine.  Il  est  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que 
les  coefficients  dans  S|,  S2,  S3  sont  des  lettres  arbitraires.  Posons 

)  83(^,7)' 

i  Y  =  M^izl. 
l         83(^,7)' 

A  la  courbe   proposée  correspond,  par  la  transformation  (S), 

une  courbe 

F(X,Y)=o. 

11  est  d'abord  facile  de  voir  que  les  courbes  /  et  F  se  corres- 
pondent point  par  point,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  arbitraire  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  correspond  un  seul  point  de  l'autre 
et  inversement.  Il  faut  donc  montrer  qu'à  un  point  arbitraire  de 
la  courbe  F  ne  correspond  qu'un  seul  point  de/.  A  un  système  de 
valeurs  de  (X,  Y)  correspondent,  par  les  équations  (S),  trois 
points  {x,y)  en  outre  de  l'origine.  Sur  ces  trois  points,  un  seul 
est  sur  la  courbe  /quand  (X,  Y)  est  arbitraire  sur  F.  Il  suffit, 
pour  s'en  assurer,  d'envisager  un  cas  particulier;  si  la  chose  a  lieu 
dans  un  cas  particulier,  à  plus  forte  raison  aura-t-elle  lieu  quand 
les  coefficients  de  S  seront  arbitraires.  Or  prenons  pour  S,,  So,  Su 
trois  coniques  passant  à  l'origine  et  ayant  deux  autres  points  com- 
muns A  et  B  non  situés  sur/,  soit 

Si=ai,  S2=a.2,  83=^3. 
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Les  deux  coniques 

(j3(x,y)X  —  'yi(T,j)  =  o, 

pour  un  système  de  valeurs  données  à  X  et  à  Y,  ont,  en  dehors  de 
l'origine,  comme  points  communs  Jes  deux  points  A  et  B  et  un 
troisième  point  a.  Ce  dernier  point  seul  appartient  à  f  [le 
point  (X,  Y)  étant,  bien  entendu,  situé  sur  F].  Dans  l'exemple 
que  nous  venons  de  prendre,  la  transformation  S  est  birationnelle 
de  plan  à  plan,  mais  peu  importe.  Si  l'on  prend  un  exemple  voi- 
sin de  celui-là. 

Si  =  ai4-  Ed'j,  82=  (Tj-l-  ECJj,  83=  (T3-I-  £C73, 

les  0-' désignant  des  coniques  quelconques  passant  à  l'origine,  tout 
aura  varié  très  peu  en  passant  d'un  exemple  à  l'autre  si  la  con- 
stante £  est  très  petite,  et  des  trois  points  communs  aux  deux  co- 
niques 

(  aj  -!-  ccr'3  )  X  —  (  ai  -h  îcr'i  )  =  O, 
(ag+scr;)  Y  — (ai+ST'i)z=  o, 

(X,  Y)  étant  sur  la  courbe  F'  obtenue  par  la  transformation  (la- 
quelle diffère  très  peu  de  F),  un  seul  sera  sur  h  courbe  /",  puis- 
qu'il en  est  ainsi  pour  £  ^  o. 

Par  conséquent,  pour  une  transformation  de  la  forme  précé- 
dente à  coefficieiits  arbitraires,  nous  aurons  un  seul  des  trois 
points  (^,jk),  correspondant  à  un  point  arbitraire  (X,Y)  de  la 
courbe  transformée  F,  qui  sera  situé  sury(^,  j'). 

Ceci  posé,  cherchons  quel  est  le  point  correspondant  à  l'ori- 
gine. On  aura,  si  ce  point  est  un  point  multiple  d'ordre  q  à  tan- 
gentes distinctes,  q  points  simples  distincts.  Les  autres  points  mul- 
tiples seront  restés  du  même  ordre  de  multiplicité,  etleurs  tangentes 
resteront  distinctes.  Mais  cette  transformation  aura  fait  naître  des 
points  doubles;  ils  correspondront  aux  points  distincts  (x,  j)-) 
(.r',  y')  de/",  pour  lesquels  on  aura 

Si(.r,  .r)   _    82(3-,  y)   _    83 (.r,  y)  _ 
Si (•2^',  y)  ~  S2(^',  r')  ~  ''è^{x\y')' 

Il  existera  bien  de  tels  couples  de  points  puisqu'on  a  quatre 
é([uations   à   quatre   inconnues    pour  les   déterminer.   Il   faudrait 
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voir  nettement  que  les  solutions  de  ces  équations  seront  simples 
et  s'associeront  seulement  deux  à  deux  pour  former  des  points 
doubles  à  tangentes  distinctes  en  supposant  bien  entendu  que  les 
coefficients  de  S,,  So,  S3  sont  absolument  arbitraires.  La  chose 
n'est  pas  douteuse,  mais  je  ne  vois  guère  le  moyen  de  la  mettre 
en  évidence  de  manière  à  éviter  toute  objection,  quoique  des  rai- 
sonnements par  continuité,  analogues  à  celui  que  nous  avons  fait 
plus  haut,  puissent  rendre  l'assertion  plus  que  vraisemblable. 

Si  l'on  passe  sur  la  difficulté  que  nous  venons  de  signaler,  on  voit 
que,  en  opérant  de  proche  en  proche,  on  arrivera  à  une  courbe 
n' ayant  plus  que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes  (^). 

Au  surplus,  dans  toutes  les  théories  que  nous  allons  exposer, 
il  importera  peu  que  la  courbe  n'ait  que  des  points  doubles  pourvu 
que  tous  ses  points  multiples  soient  à  tangentes  distinctes. 

13.  Nous  supposerons  dans  la  suite  que  la  courbe  n'ait  que 
des  points  multiples  à  tangentes  distinctes  et  que  les  axes  n'occu- 
pent aucune  position  particulière  par  rapport  à  la  courbe  (-).  Soit 
toujours 

l'équation  de  la  courbe  supposée  de  degré  m.  La  fonction  algé- 
brique j^  de  X  définie  par  cette  équation  aura  un  certain  nombre 
de  points  de  ramification,  c'est-à-dire  qu'il  j  aura  un  certain 
nombre  de  valeurs  de  x  autour  desquelles  deux  valeurs  àe y  se 
permuteront.  Ces  valeurs  de  x  sont  celles  pour  lesquelles  deux 
valeurs  de  y  deviennent  égales,  abstraction  faite  des  valeurs  de  x 
correspondant  aux  points  multiples,  pour  lesquelles,  les  bran- 
ches étant  distinctes,  aucune  permutation  ne  se  produit.  Les 
points  de  ramification  correspondent  donc  aux  points  de  contact 
des  tangentes  à  la  courbe  parallèles  à  Oy.  Soit  («,  b)  un  tel 
point;  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

o  =  .-r  —  a  -+-  A(jK  —  6)--(-. . .  ; 


(')  Halphen,  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité,  arrive  à  ce  théorème  sans 
signaler  même  l'objection  à  laquelle  nous  venons  de  nous  arrêter. 

(^)  Riemann  ne  suppose  pas  que  l'équation  f{x,  y)  =  o  soit  du  même  degré 
en  y  et  en  x.  Il  n'y  a  pas  à  cela  d'intérêt  pour  la  théorie  générale  ;  il  en  est  autre- 
ment pour  certaines  applications.  Nous  y  reviendrons  au  Chapitre  XVI  (  Sect.  IV  ). 
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A  ne  sera  pas  nul,  puisque  Oy  occupe  une  position  arbitraire  par 
rapport  à  la  courbe.  On  aura  donc  bien 

y  —  h  =  '3.\/x  —  a  4-...  (ajz^o), 

et  l'on  voit  clairement  la  permutation  des  deux  racines  qui  de- 
viennent égales  à  h  pour  ^  =  a.  Le  nombre  des  points  de  ramifi- 
cation sera  manifestement  égal  au  nombre  des  tangentes  à  la 
courbe  parallèles  à  une  direction  arbitraire,  c'est-à-dire  à  la  classe 
de  la  courbe. 

Supposons  que  la  courbe  ait  a/  points  multiples   d'ordre  i  à 
tangentes  distinctes;  on  sait  (^)  que  la  classe  sera  égale  à 


m  (  m  —  i)  —  2,iXii{i  —  i), 

et  par  suite,  en  appelant  w  le  nombre  des  points  de  ramification, 
on  aura 

w  =  m{m  —  i)  —  \^aii{i  —  i), 

la  somme  2,  étant  relative  aux  différentes  valeurs  de  i  (i  ^  2). 

III.  —  Des  surfaces  de  Riemann. 

14.  Joignons  un  point  arbitraire  O  du  plan  à  tous  les  points  de 
ramification;  nous  formerons  ainsi  un  certain  nombre  de  lacets  se 
suivant  dans  un  ordre  déterminé.  Pour  fixer  les  idées,  numéro- 
tons-les dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  de  la  gauche  vers  la 
droite.  Supposons  que  le  premier  lacet,  le  lacet  r,  échange 
en  O  les  deux  racines  o,  et  b.  Si  nous  suivons  tous  les  lacets  suc- 
cessivement en  partant  de  O  avec  la  valeur  «,  nous  devons  reve- 
nir à  cette  valeur,  au  moins  après  avoir  parcouru  tous  les  lacets, 
mais  ceci  peut  arriver  avant  que  nous  arrivions  au  dernier  lacet. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  lacet  8  soit  le  premier  qui 
nous  ramène  au  point  O  avec  la  racine  a.  Nous  avons  marqué 
sur  chaque  lacet  les  deux  racines  qu'il  permute.  Nous  allons  mo- 


(')  Nous  admettons  cette  formule  de  Plucker,  qui  s'établit  de  suite  en  remar- 
quant que  la  courbe  x„f'^-^y^f'-\-  ^0/-'  =  o  a,  en  un  point  multiple  d'ordre  i 
de/,  un  point  multiple  d'ordre  i  —  i  pour  lequel  aucune  tangente  ne  coïncide 
avec  une  tangente  de/,  (j;,,,  j^o,  ^0  étant  arbitraires). 
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difier  l'ordre  primitif  des  lacets.  Il  peut  j  avoir,  en  dehors  des 
deux  extrêmes  i  et  8,  un  certain  nombre  de  lacets  permutant  «; 
il  y  en  a  deux  dans  la  figure,  les  lacets  3  et  '^.  On  va  remplacer 
le  lacet  8  par  un  autre  lacet  partant  de  O  entre  i  et  2  et  coupant 

Fig.  37. 


les  lacets  qui  permutent  a]  nous  figurons  en  pointillé  ce  lacet 
qui  va  remplacer  8.  Quelles  racines  permutera  le  nouveau  lacet 
ainsi  obtenu?  Celui-ci  est  équivalent  à  un  chemin,  formé  d'abord 
des  lacets  2,  4>  5,  6  successivement  parcourus  qui  ramènent  ma- 
nifestement la  racine  a  quand  on  est  parti  au  début  avec  cette 
même  racine,  et  terminé  par  les  lacets  8,  6,  5,  4^  2  qui  ramènent 
en  O  la  racine  b.  Notre  nouveau  lacet  permute  donc  a  et  b. 

On  remplacera  d'une  manière  analogue  les  lacets  'j  et  3  qui 
permutent  a,  en  les  faisant  passer  à  gauche  du  lacet  8,  comme  l'in- 
diquent les  traits  pointillés.  On  voit  tout  de  suite  c[ue  ces  nouveaux 
lacets  ne  permutent  plus  la  racine  a.  Prenons,  par  exemple,  le 
nouveau  lacet  y.  11  sera  équivalent  au  lacet  ae,  puis  aux  lacets  am 
et  ae;  or  m  est  nécessairement  différent  de  e,  car  autrement  8  ne 
serait  pas  le  premier  lacet  ramenant  a.  Il  est  alors  évident  que  le 
nouveau  lacet  7  revient  au  lacet  ae  parcouru  deux  fois,  c'est-à-dire 
qu'il  ne  permute  pas  a  avec  une  autre  racine. 

Nous  avons  ainsi  substitué  aux  lacets  primitifs  une  nouvelle 
suite  de  lacets  dont  les  deux  premiers  permutent  a  et  b;  les 
autres  lacets  n'ont  pas  changé,  sauf  quelques-uns  qui  ont  été  rem- 
placés par  d'autres  lacets  ne  permutant  pas  a. 

Partant  maintenant  toujours  avec  la  valeur  c/,  mais  en  commen- 
çant par  le  second  lacet  de  notre  nouvelle  suite,  nous  allons  faire 
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les  mêmes  raisonnements  que  plus  haut.  Nous  aurons  alors  une 
troisième  succession  de  lacets  dont  les  trois  premiers  permuteront 
a  et  è,  et  nous  avons  introduit  de  nouveaux  lacets  ne  permu- 
tant pas  a. 

En  continuant  ainsi,  il  est  évident  que  nous  obtiendrons  une 
suite  de  lacets  tracés  dans  un  ordre  tel  que  tous  les  lacets  per- 
mutant a  et  b  seront  au  premier  rang  et  que  tous  les  suivants 
ne  permuteront  plus  la  racine  a.  D'ailleurs  le  nombre  des  lacets 
permutant  ab^  ainsi  obtenus,  sera  nécessairement  pair;  sinon, 
un  contour  partant  de  O,  avec  la  valeur  initiale  a,  ne  pourrait 
pas  ramener  la  racine  a  après  avoir  enveloppé  tous  les  points  de 
ramification,  puisque,  en  dehors  des  lacets  permutant  a  et  6,  il 
n'j  a  plus  de  lacets  permutant  a  avec  une  autre  racine. 

Nous  n'allons  plus  maintenant  modifier  les  lacets  permutant  a 
et  6,  et  nous  laissons  entièrement  de  côté,  pour  le  moment,  un 
certain  angle  du  plan  ayant  O  pour  sommet  et  les  contenant.  On 
peut  supposer  que  le  premier  lacet  que  nous  rencontrons  sur  la 
droite  (après  les  lacets  ab^  permute  b  avec  une  troisième  racine  c. 
Nous  opérerons  avec  6  et  c  comme  nous  avons  opéré  avec  a  e.lb\ 
on  pourra  donc  grouper  ensemble  tous  les  lacets  permutant  èetc 
à  la  suite  des  lacets  permutant  a  et  6,  et  ainsi  de  suite. 

Finalement,  nous  pouvons  supposer  que  les  lacets  qui  joignent 
le  point  O  à  tous  les  points  de  ramification  se  composent,  en 
allant  de  la  gauche  vers  la  droite,  dhin  nombre  pair  de  lacets 
permutant  a  et  b^  d'un  nombre  pair  de  lacets  permutant  b 
et  c,  etc.^  et  enfin  d'un  nombre  pair  de  lacets  permutant  k  et  /, 
en  désignant  par  «,  6,  . . . ,  A",  /  les  m  racines  de  l'équation 
f{u^  ;)  — -  o  quand  z  est  en  O, 

15.  Nous  pouvons  définir  maintenant  bien  nettement  la  sur- 
face de  Riemann  correspondant  à  la  fonction  algébrique  dont 
nous  faisons  l'étude.  Considérons  d'abord  les  lacets  A  permutant 
a  et  è,  soit  «i,  «o,  •  •  •  ,  «^c  {fio-  ^'^)i  ^n  les  supposant  au 
nombre  de  six.  Joignons-les  par  des  lignes  a\  a^-,  a^  «5,  a^  a^  de 
telle  sorte  que  les  triangles  Ort,  6/2,  Oa^a,,,^  Oa^a^  ne  renferment 
aucun  point  critique  à  leur  intérieur,  ce  qui  est  évidemment  pos- 
sible. Si  l'on  suppose  que  la  variable  z  ne  traverse  pas  les  lignes 
précédentes,  la  racine  u  de  l'équation /(w,  z)  =  o,  prenant  en  O 
P.  —  II.  24 
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la  valeur  «,  sera  une  fonction  de  jz  n'ayant  qu'une  valeur  en 
tout  point  du  plan.  Tout  chemin  ramènera  en  effet  la  même  va- 
leur en  O;  la  chose  est  évidente  pour  tout  chemin  qui  n'enve- 
loppe pas  une  des  lignes  précédentes,  puisque  aucun  des  lacets 


autres  que  les  lacets  A  ne  permute  a;  quant  à  un  chemin  entou- 
rant rt,  ao,  par  exemple,  il  sera  équivalent  aux  lacets  a<  et  a.y 
successivement  parcourus  et  ramènera  par  suite  a.  Nous  considé- 
rons donc  un  premier  plan  sur  lequel  sont  tracées  les  sections 
ata-i,  «3  «4,  «5  «6  que  nous  appellerons  sections  A;  nous  dési- 
gnerons ce  plan  sous  le  nom  de  plan  a,  rappelant  ainsi  que  la 
fonction  u.,  qui  prend  en  O  la  valeur  a,  n'a  qu'une  valeur  dans  ce 
plan  quand  la  variable  z  est  assujettie  à  ne  pas  traverser  les  sec- 
tions. 

Nous  envisagerons  de  même  un  second  plan,  superposé  au 
premier,  où  l'on  aura  tracé  les  mêmes  sections  que  dans  le  plan  a 
et  en  plus  des  sections  B  correspondant  aux  extrémités  des  lacets  b 
permutant  b  et  c  jointes  de  deux  en  deux  :  ce  sera  le  plan  b.  La 
fonction  u,  prenant  en  O  la  valeur  6,  n'aura  qu'une  valeur  dans 
ce  plan  si  la  variable  respecte  les  sections  A  et  B  qui  y  sont 
tracées. 

On  continuera  ainsi  de  façon  à  faire  correspondre  un  plan,  où 
sont  tracées  certaines  sections,  à  chacune  des  racines  a,  b,  .  .  .,  l. 
Dans  le  dernier  plan  /,  il  n'j  aura  qu'un  seul  système  de  sections 
comme  dans  le  premier  plan  a.  Pour  tous  les  autres  plans,  il  y 
aura  deux  systèmes  de  sections.  Avec  ces  différents  plans  ou 
feuillets  superposés,  nous  allons  former  une  surface  unique.  Si 
l'on  prend  deux  points  m  et  jn'  de  côtés  différents  d'une  section  A, 
infiniment  rapprochés  de  celle-ci,  et  situés  respectivement  sur  le 
feuillet  a  et  le  feuillet  b,  les  deux  valeurs  correspondantes  de  a 
seront  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre;  on  obtient,  en  eflet,  la 
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même  valeur  au  point  (wi,  m')  {fig.  Sg)  en  partant  de  O  avec  la 
valeur  a  et  suivant  le  chemin  C,  qu'en  partant  de  O  avec  la  va- 

Fig.  39. 


leur  b  et  suivant  le  chemin  C.  Imaginons  donc  que  chaque  sec- 
tion A  soit  une  ligne  de  croisement  pour  les  deux  feuillets  a 
et  è,  c'est-à-dire  que  l'on  passe  du  feuillet  a  au  feuillet  6,  et  inver- 
sement, chaque  fois  qu'on  traverse  une  section  A.  Par  ce  passage, 
la  continuité  de  la  fonction  u  correspondante  sera  respectée.  Nous 
établirons  de  la  même  manière  des  lignes  de  croisement  entre  le 
feuillet  b  et  le  feuillet  c  :  ce  seront  les  sections  B.  On  continuera 
ainsi  en  établissant  successivement  des  lignes  de  croisement 
G,  .  .  .,  K  entre  deux  feuillets  consécutifs;  l'avant-dernier  feuil- 
let k  sera  lié  au  dernier  feuillet  /  par  les  lignes  de  croisement  K. 
L'ensemble  des  feuillets  ainsi  réunis  peut  être  regardé  comme  for- 
mant une  surface  unique  :  on  l'appelle  la  surface  de  Rie- 
mann  (^),  correspondant  à  la  relation  algébrique  y(^^,  z)^  o.  On 
voit  que  la  fonction  algébrique  u  est  uniforme  sur  cette  surface 
de  Riemann;  à  chaque  point  de  celle-ci  se  trouve  associée  une 
seule  valeur  de  u,  qui  est  la  valeur  correspondante  au  feuillet  sur 
lequel  se  trouve  le  point  que  l'on  considère. 

Cette  surface  est  d'ailleurs  connexe,  c'est-à-dire  forme  un  con- 
tinuum  unique  tel  que  l'on  peut  passer  d'un  quelconque  de  ses 
points  à  un  autre  quelconque  de  ses  points,  car  on  peut  passer 


C)  Le  Mémoire  fondamental  de  Riemann  où  la  notion  du  plan  recouvert  de 
feuillets  a  été  introduite  pour  la  première  fois  est  intitulé  :  Théorie  der  abel- 
schen  Functionen  {voir  \&s  OEuvres  complètes  de  Riemann).  Les  surfaces  de 
Riemann  ont  été  surtout  étudiées  en  Allemagne.  On  trouvera  dans  le  premier 
Chapitre  de  la  Thèse  de  M.  Simart  (Paris,  1882)  un  exposé  très  complet  et  très 
rigoureux  des  théorèmes  relatifs  à  la  connexité  de  ces  surfaces,  qui  pour  la  plu- 
part ne  sont  qu'énoncés  par  Riemann.  Nous  aurons  à  citer  dans  un  moment 
Clebsch  et  M.  Liiroth  qui  ont  apporté  une  importante  contribution  à  la  théorie. 


372  CHAPITRE    Xm. 

d'un  lacet  à  un  autre  en  remontant  ou  descendant  la  chaîne  que 
forment  les  feuillets  successifs.  Le  théorème  précédent,  d'après 
lequel  les  feuillets  successifs  d'une  surface  de  Riemann  peuvent 
être  liés  les  uns  aux  autres  de  manière  Cju'il  n'j  ait  de  lignes  de 
croisement  qu'entre  deux  feuillets  consécutifs,  a  été  démontré 
pour  la  première  fois  par  M.  Lûroth  (^Mathematisclie  Annalen, 
t.  IV). 

16.  Nous  allons  faire  subir  une  transformation  à  la  surface  de 
Riemann  que  nous  venons  de  construire.  Notre  but  est  de  faire 
voir  qu'on  peut  s'arranger  de  telle  manière  qu'il  n'j  ait  qu'une 
seule  ligne  de  croisement  A,  une  seule  ligne  de  croisement  R,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'avant-dernier  système  de  lignes  de  croise- 
ment :  il  y  aura  seulement,  entre  l'avant-dernier  feuillet  et  le  der- 
nier, un  certain  nombre  de  lignes  de  croisement  généralement 
supérieur  à  un. 

Considérons  six  lacets  consécutifs  dont  les  quatre  premiers  per- 

Fig.  40. 


mutent  a  et  6,  et  les  deux  derniers  b  el  c.  Marquons  sur  la  figure 
ces  six  lacets  (Jig-  4o)- 

Nous  allons  d'abord  faire  passer  au  quatrième  et  cinquième 
rang  le  troisième  et  le  quatrième  lacet  ab  en  les  formant  avec  les 
lignes  pointillées  partant  dans  l'angle  formé  parles  deux  lacets  bc. 
On  voit  immédiatement  que  les  deux  nouveaux  lacets  permute- 
ront a  et  c. 

Nous  avons  alors  une  nouvelle  disposition  que  nous  figurons  de 
nouveau  (Jig.  ii)-  Nous  y  remplaçons  les  deux  lacels  ac  par 
deux  autres  lacets  obtenus  au  moyen  des  lignes  pointillées  et  qui 
vont  prendre  le  premier  et  le  deuxième  rang;  ces  deux  nouveaux 
lacets,  on  le  voit  tout  de  suite,  permuteront  les  racines  b  et  r. 
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Nous  aurons  donc,  après  ces  deux  transformations,  deux  lacets 
consécutifs  bc,  deux  lacets  consécutifs  ab  et  deux  lacets  consécu- 

Fig.  41. 


tifs  bc.  On  voit  que  deux  lacets  consécutifs  ab  ont  été  remplacés 
par  deux  lacets  consécutifs  bc.  On  pourra  ainsi  faire  disparaître 
tous  les  systèmes  de  deux  lacets  consécutifs  ab^  sauf  un  seul. 

On  opérera  de  la  même  manière  pour  ne  garder  qu'un  système 
de  deux  lacets  consécutifs  bc,  et  ainsi  de  suite.  Il  n'y  aura  que 
pour  les  deux  dernières  racines  qu'il  sera  impossible  de  faire  une 
pareille  réduction;  nous  aurons  alors  pour  ces  deux  dernières  ra- 
cines un  nombre,  qui  pourra  être  quelconque,  de  deux  lacets 
consécutifs. 

Revenons  à  la  surface  de  Riemann,  construite  comme  nous 
l'avons  indiqué  plus  haut,  mais  en  employant  ces  nouveaux  lacets. 
Il  est  clair  que  le  premier  feuillet  sera  seulement  lié  au  second 
par  une  seule  ligne  de  croisement;  il  en  sera  de  même  pour  le 
deuxième  et  le  troisième  feuillet,  et  ainsi  de  suite;  les  deux  der- 
niers feuillets  seuls  auront  entre  eux  un  certain  nombre  de  lignes 
de  croisement.  Nous  désignerons  ce  nombre  parp  +  i .  La  possi- 
bilité de  former  une  surface  de  Riemann,  où  les  feuillets  sont  réu- 
nis les  uns  aux  autres  à  la  manière  d'une  chaîne,  et  où  chaque 
feuillet,  sauf  les  deux  derniers,  est  réuni  au  suivant  par  une  seule 
ligne  de  croisement,  a  été  indiquée  d'abord  par  Clebsch  [Mathe- 
matische  Aiuialen,  t.  VI). 

17.  Nous  avons  désigné  par  p  -\-  \  \e  nombre  des  lignes  de 
croisement  unissant  le  (m  —  i)^^"^  feuillet  au  m'^™^  On  peut  expri- 
mer de  suite  p  en  fonction  du  nombre  w  des  points  de  ramifica- 
tion. Nous  avons  un  nombre  de  lignes  de  croisement  égal  à 

m  —  2  H-  /?  -f- 1 . 


>/; 
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Ce  nombre  doit  représenter  la  moitié  du  nombre  des  points  de 
ramification;  d'où  la  formule 

w  =  2(ni  -\- p  —  1). 

On  peut  encore  exprimer/)  en  fonction  du  nombre  des  points 
multiples  de  la  courbe.  On  a  en.  effet,  comme  nous  l'avons  vu  (13), 

w  ^^  /n{j7i  ^  1)  —  \^  oLi  i{i  —  I ) . 

On  en  conclut 

_  (?n  —  i)  (/n  ■ —  2) 
P=  - 

18.  La  surface  de  Riemann  S  est,  en  définitive,  une  surface  con- 
nexe, pour  laquelle  à  chaque  point  correspond  un  seul  point  de  la 
courbe  algébrique,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  un  seul  système  de 
valeurs  de  a;  et  y  satisfaisant  à  la  relation  algébrique 

f(.^,  y)  =  0. 

Il  est  manifeste  qu'une  telle  surface  n'est  pas  unique.  Toute 
autre  surface  que  l'on  pourra  faire  correspondre  point  par  point  à 
la  surface  S  jouira  de  la  même  propriété  que  cette  dernière.  On 
aura,  en  particulier,  une  telle  surface  en  déformant  la  surface  de 
Riemann  regardée  comme  flexible  et  extensible,  en  supposant, 
toutefois,  qu'on  ne  produise  pas  de  déchirures  ni  de  duplica- 
tures.  Dans  ces  conditions,  on  peut  regarder  les  deux  surfaces 
ainsi  transformées  comme  applicables  l'une  sur  l'autre.  Il  est 
clair  que  l'on  ne  prend  pas  le  mot  applicable  dans  le  sens  de  la 
Géométrie  infinitésimale.  Il  ne  s'agit  ici  que  de  Géométrie  de 
situation,  analysis  situs,  comme  disait  Riemann,  et  nous  voulons 
dire  que  la  déformation  continue,  qui  permet  de  passer  d'une  sur- 
face à  l'autre,  peut  être  regardée  comme  établissant  une  corres- 
pondance bien  déterminée  entre  les  points  des  deux  surfaces  ('). 


(')  M.  Jordan  a  publié  des  recherches  importantes  sur  la  déformation  des  sur- 
faces entendue  comme  il  vient  d'être  dit  {Journal  de  Liouville,  2=  série,  t.  XI; 
1866).  Il  démontre,  en  particulier,  que  deux  surfaces  fermées  ayant  le  même 
nombre  de  trous  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Voir  aussi,  sur  des  questions 
analogues,  deux  Mémoires  de  M.  Klein  {Math.  Annalen,  t.  VII  et  IX). 
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Nous  allons  donc  faire  subir  à  S  une  déformation  qui  aura  le 
grand  avantage  de  rendre  plus  objective  la  surface  en  la  dilatant 
en  quelque  sorte  dans  l'espace  à  trois  dimensions  ('  ). 

Une  première  modification,  qui  ne  modifie  en  rien  le  caractère 
de  la  surface  de  Riemann,  consiste  à  faire,  par  rapport  à  un  point 
arbitraire  de  l'espace,  une  transformation  par  rajons  vecteurs  ré- 
ciproques du  plan  sur  lequel  sont  disposés  les  m  feuillets.  Au  lieu 
de  m  feuillets  plans,  nous  avons  alors  m  feuillets  sphériques  su- 
perposés. Deux  feuillets  successifs  de  la  sphère  sont  liés  par  une 
seule  ligne  de  croisement,  excepté  les  deux  derniers,  qui  sont  liés 
par  /?  H-  I  lignes  de  cette  sorte. 

C'est  la  surface  formée  de  ces  m  feuillets  sphériques  que  nous 
voulons  déformer.  Considérons  d'abord  le  cas  simple  où  il  y  au- 
rait seulement  deux  feuillets  réunis  par  une  seule  ligne  de  croise- 
ment AB,  que  l'on  peut  supposer  être  une  portion  d'un  arc 
de  grand  cercle.  Nous  avons  alors  deux  feuillets,  un  feuillet 
interne  et  un  feuillet  externe.  Déformons  le  feuillet  interne  en 
son  symétrique  par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  conte- 
nant AB;  [dans  cette  déformation,  les  deux  hémisphères  de  ce 
feuillet  interne  doivent,  à  un  certain  moment,  se  pénétrer  l'un 
l'autre,  mais  cela  a  lieu  sans  que  la  continuité  de  l'un  ou  l'auti-e 
soit  altérée.  La  modification  que  nous  avons  fait  subir  au  feuillet 
interne  a  pour  conséquence  que,  quand  un  point  cheminant  sur 
le  feuillet  externe  rencontre  la  ligne  de  croisement,  il  reste  du 
même  côté  de  cette  ligue  après  l'avoir  traversée,  la  surface  s'étant 
en  quelque  sorte  repliée  sur  elle-même  le  long  de  la  ligne  de  croi- 
sement. On  aura  une  idée  très  nette  de  la  nouvelle  surface  en 
considérant  la  surface  de  la  sphère  comme  ayant  deux  côtés,  l'in- 
térieur et  l'extérieur;  on  passe  de  l'un  à  l'autre  quand  on  ren- 
contre AB,  qu'on  peut  regarder  comme  une  véritable  section  faite 
dans  la  surface.  On  peut  agrandir  le  trou  fait  dans  la  surface 
par  AB  et  le  regarder  comme  formé  par  une  courbe  fermée,  un 


(')  C'est  le  géomètre  anglais  ClilTord  qui  paraît  avoir,  le  premier,  remplacé 
la  surface  de  Riemann  sur  le  plan  par  une  surface  à  p  trous  dans  l'espace.  Pour 
faire  cette  transformation,  nous  nous  sommes  servi  de  la  méthode  qu'il  a  em- 
ployée dans  un  petit  Mémoire,  d'une  remarquable  simplicité,  consacré  à  cette 
théorie  [  On  the  canonical  fonn  and  dissection  of  a  Riemann's  surface  {Pro- 
ceedings  of  the  London  matheniatical  Society,  vol.  VIII,  n°  122)]. 
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cercle  par  exemple.  Notre  surface  se  composerait  alors  des  côtés 
intei'ne  et  externe  d'une  calotte  spliérique.  Mais  nous  pouvons 
encore  modifier  cette  surface  avec  un  trou.  Celte  double  calotte 
peut  être  déformée  en  un  disque  plan  que  l'on  considérerait 
comme  ayant  deux  faces,  le  passage  de  l'une  à  l'autre  ajant  lieu 
par  le  périmètre  du  contour.  De  ce  disque,  si  l'on  veut,  on  peut 
encore  faire  une  sphère  et,  d'une  manière  plus  générale,  une  sur- 
face sans  trou.  On  pourrait  aussi  passer  de  la  double  calotte  à  la 
sphère  en  ramenant,  d'une  manière  continue,  la  face  interne  de  la 
calotte  à  la  zone  manquant  dans  la  sphère. 

Considérons  un  second  cas  particulier.  Soient,  toujours  sur  la 
sphère,  deux  feuillets,  mais  avec  p  -\-  i  lignes  de  croisement.  On 
peut  évidemment,  par  une  déformation  préalable  des  feuillets, 
supposer  que  ces  lignes  sont  situées  sur  un  même  grand  cercle  de 
la  sphère.  Nous  pouvons  alors  appliquer  au  feuillet  intérieur  le 
même  procédé  que  tout  à  l'heure,  c'est-à-dire  le  remplacer  par 
son  image  par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  contenant  les 
lignes  de  croisement.  On  sera  alors  ramené  à  une  double  surface 
sphérique  ayant  />  +  i  trous,  et  l'on  passe  du  côté  externe  au  côlé 
interne  de  cette  surface  par  le  périmètre  de  chacun  des  trous.  Un 
de  ces  trous  peut  être  supprimé,  et  nous  pouvons  convertir  notre 
surface  en  un  disque  plan  à  deux  faces,  disque  à  l'intérieur  du- 
quel il  reste  p  trous.  On  peut,  si  l'on  veut,  dilater  les  deux  faces 
du  disque,  et  l'on  a  finalement  une  surface  avec  p  trous  qui  est 
applicable  sur  notre  surface  primitive  de  Riemann. 

Abordons  enfin  le  cas  général.  Les  feuillets  successifs  seront 
dans  l'ordre  i,  ?-,  .  .  .,  m  en  allant  de  l'intérieur  vers  l'extérieur, 
et  c'est  entre  les  feuillets  m  —  i  et  jn  qu'il  y  a  /?  H-  i  lignes  de 
croisement,  et  l'on  peut  supposer  que  toutes  les  lignes  de  croise- 
ment sont  sur  des  grands  cercles.  Nous  transformerons  le  premier 
feuillet  en  lui  substituant  son  image  par  rapport  au  plan  du  grand 
cercle  qui  contient  la  ligne  de  croisement  du  premier  feuillet  au 
second,  et,  en  opérant  comme  précédemment,  nous  pouvons  sub- 
stituer un  seul  feuillet  à  l'ensemble  des  deux  premiers  feuillets. 
Le  même  procédé  peut  être  appliqué  une  nouvelle  fois,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ai^ive  à  deux  feuillets  ayant /?+!  li- 
gnes de  croisement.  C'est  le  cas  étudié  ci-dessus,  et  nous  arrivons 
à  la   conclusion    définitive  qu'une  surface  de  Riemann,   à   un 
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nombre  quelconque  de  feuillets,  peut  être  appliquée  sur  une 
surface  à  p  trous. 

19.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  conformément 
au  théorème  de  Clebsch,  que  chaque  feuillet  est  lié  au  ■  uivantpar 
une  seule  ligne  de  croisement.  Il  est  aussi  facile  d'étudier  le  cas 
général  où,  les  feuillets  étant  toujours  liés  à  la  manière  d'une 
chaîne,  le  premier  est  lié  au  second  par  k ^  lignes  de  croisement, 
le  second  au  troisième  par  A"o  de  ces  lignes,  et  ainsi  de  suite,  le 
(m  —  i^i^me  fgLiillet  étantlié  au  m^'^""^par  km-\  lignes  de  croisement. 
On  peut  faire  subir  aux  feuillets  supposés  sphériques  les  mêmes 
déformations.  La  transformation  du  premier  feuillet  amènera 
kx  —  I  trous;  celle  du  second,  A^  —  i,  et  ainsi  de  suite.  On  trans- 
formera la  surface  en  une  surface  à 

kl  -+-  A-,  -I- .  . . -h  k„i-i  —  ( m  —  1  ) 

trous.  En  désignant  encore  par/?  ce  nombre  de  trous,  on  a 

p^  m  —  i  =  ki-h.  ..-^  knt-\  ■ 

D'autre  part,  w  désignant  le  nombre  des  points  de  ramification, 

on  aura 

(p  =  2(X-i  +. .  .^-  k„i-i), 

et  la  formule 

u>  =  1(771  -\-  p  —  l), 

déjà  rencontrée  au  §  17,  est  donc  générale. 

20.  Faisons  quelques  remarques  très  importantes  sur  les  cir- 
cuits qu'on  peut  tracer  sur  une  surface  de  Riemann.  Pour  bien 
fixer  les  idées,  nous  pouvons  prendre  comme  schéma  de  la  sur- 
face, sur  laquelle  nous  allons  raisonner,  un  disque  plat  à  deux  cô- 
tés et  ayant  p  trous.  Nous  appelons  circuit  toute  courbe  fermée 
tracée  sur  la  surface.  Certains  circuits,  sur  lesquels  l'attention  se 
porte  d'elle-même,  vont  jouer  dans  la  théorie  un  rôle  capital  :  ce 
sont  les  circuits  qui  tournent  autour  d'un  trou  et  ceux  qui  pas- 
sent à  travers  un  trou. 

Soit  le  disque  A  {fig.  4^)  à  trois  trous  y,  y',  y".  Un  circuit  au- 
tour du  trou  y  sera  une  ligne  fermée  G  entourant  une  fois  le 
trou  V.  Ce  circuit  G,  que  nous  avons  tracé  en  traits  pleins,  est  à 
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considérer  comme  se  trouvant  sur  le  côté  supérieur  du  disque. 
Un  circuit  à  travers  le  trou  y  sera  un  circuit  tel  que  D  coupant 
une  fois  A  et  y,  et  se  fermant  sur  le  côté  inférieur  du  disque  parla 
ligne  marquée  en  pointillé  sur  la  figure.  Nous  pouvons  de  même, 
autour  des  trous  y'  et  y",  tracer  les  circuits  C  et  C",  et  à  travers 


Fig.  42 


Fig.  43. 


ces  trous  les  circuits  D'  et  D".  Ces  six  circuits  vont  jouer  le  rôle 
de  circuits  fondamentaux ,  c'est-à-dire  que  tout  autre  circuit  tracé 
sur  la  surface  peut  être  réduit,  par  une  déformation  continue,  à 
coïncider  avec  un  chemin  formé  de  un  ou  plusieurs  de  ces  circuits 
et  d'arcs  parcourus  deux  fois  dans  des  sens  différents.  La  démon- 
stration de  ce  théorème  est  immédiate.  Remarquons  d'abord 
qu'un  circuit  tel  que  D"'  {^fig-  43)  qui  passe  à  travers  les  trous  y 
et  y'  se  ramène  de  suite  par  une  déformation  continue  aux  deux 
circuits  D  et  D'  parcourus  dans  des  sens  convenables,  sans  parler 
des  arcs  parcourus  dans  des  sens  contraires.  En  second  lieu,  tout 
circuit  tracé  sur  un  seul  côté  du  disque  se  ramène  à  une  somme 
de  circuits  C,  C,  C".  Enfin,  pour  un  circuit  cjuelconque,  on  con- 
sidérera deux  points  de  rencontre  consécutifs  de  ce  circuit  avec 
une  des  lignes  A,  y,  y',  y".  En  associant  à  cette  partie  du  circuit 
une  ligne  sur  l'autre  côté  de  la  surface,  formant  avec  elle  un  cir- 
cuit à  travers  un  ou  plusieurs  trous,  on  détachera  déjà  du  circuit 
total  un  circuit  réductible  aux  circuits  C  et  D,  et  l'on  aura  alors 
un  nouveau  circuit  pour  lequel  on  continuera  la  réduction  jusqu'à 
ce  que  le  circuit,  après  ces  soustractions  successives,  reste  d'un 
même  côté  du  disque,  et,  finalement,  on  aura  bien  ramené  le  cir- 
cuit primitif  à  une  somme  de  circuits  C  et  D,  abstraction  faite 
d'arcs  parcourus  deux  fois  en  sens  inverse. 
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Si,  au  lieu  de  trois  trous,  la  svirface  avait/)  trous,  nous  aurions 
évidemment  p  systèmes  de  lignes  C  et  D. 

21.  Nous  arrivons  maintenant  au  point  fondamental  dans  la 
théorie  des  surfaces  de  Riemann.  Donnons  tout  de  suite  une  défi- 
nition :  une  surface  connexe  est  dite  à  connexion  simple  quand 
elle  est  limitée  par  un  seul  contour,  c'est-à-dire  un  contour  pou- 
vant être  parcouru  d'un  trait  continu,  et  que  tout  circuit  tracé  sur 
la  surface  ne  traversant  pas  le  contour  peut  se  réduire  à  un  point 
par  une  déformation  continue  (le  contour  étant  toujours  respecté 
pendant  la  déformation). 

Considérons  l'ensemble  des  deux  courbes  C  et  D,  et  imaginons 
que  l'on  fasse  (avec  un  canif)  une  section  de  la  surface  suivant  cha- 
cune de  ces  deux  lignes.  Nous  pouvons  alors  envisager  chacune  de 
celles-ci  comme  des  lignes  doubles  infiniment  rapprochées  si- 
tuées de  part  et  d'autre  de  la  section.  L'ensemble  des  deux  lignes 
doubles  C  et  D  forme  alors  une  courbe  unique,  que  l'on  peut 
parcourir  d'un  trait  continu  sans  franchir  jamais  la  section  :  c'est 


ce  qu'indique  bien  nettement  \di  fig.  44  ■>  que  l'on  regardera  d'a- 
bord en  faisant  abstraction  de  la  ligne  pq. 

On  désigne  souvent  sous  le  nom  de  rétrosection  [ruckersclniitt) 
le  contour  unique,  formé,  comme  il  vient  d'être  dit,  avec  les  deux 
bords  des  deux  sections.  Nous  pourrons  ainsi  tracer/)  rétrosec- 
tions  sur  la  surface. 

Joignons  un  point  de  la  première  de  ces  rétrosections  à  la  se- 
conde par  une  courbe  le  long  de  laquelle  nous  fendrons  encore  la 
surface ,  et  qu'alors  nous  considérons  encore  comme  une  ligne 
double.  Nous  joindrons  de  même  la  deuxième  à  la  troisième  rétro- 
section  par  une  ligne  analogue,  et  enfin  la  (/)  —  i)'eme  ^  la />"-"'"'■, 
les  différentes  lignes  auxiliaires  ne  se  coupant  pas  (elles  peuvenl 
avoir  seulement,  si  l'on  veut,  une  extrémité  commune). 
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Ainsi,  on  pourra  prendre,  si  />  =  3,  les  deux  lignes  pq  eL  rs 
{fig.  45). 

Fig.  45. 


L'ensemble  des  sections  à  deux  bords,  cjue  nous  venons  de  tra- 
cer, peut  être  regardé  comme  un  contour  unique  et  fermé  K, 
susceptible  d'être  parcouru  dhin  trait  continu.  Ldifig.  44?  où 
nous  avons  figuré  l'arrivée  de  la  section  pq.,  le  montre  d'une  ma- 
nière bien  claire. 

Le  tracé  du  contour  K  n'empêche  pas  la  surface  de  rester  con- 
nexe, c'est-à-dire  qu'on  peut  aller  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  à  un  autre  point  quelconque  sans  traverser  K.  Il  faut 
maintenant  établir  que  tout  circuit  tracé  sur  la  surface,  ne  rencon- 
trant pas  le  contour  Ys..,  peut  se  ramener  à  un  point  par  une  dé- 
formation continue. 

Nous  ferons  cette  démonstration,  d'une  manière  pour  ainsi 
dire  intuitive,  en  reprenant  le  disque  plat  avec  ses  trois  trous 
(pour  fixer  les  idées). 

Prenons  comme  lignes  auxiliaires  les  deux  segments  pq  et  qs 

Fig.  46. 


de  A  {fig.  46),  compris  entre  les  points  oii  les  lignes  D,  qui  sont 
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simplement  figurées  sur  cette  figure  par  des  lignes  droites  sur  la 
partie  supérieure  du  disque,  rencontrent  A  :  quant  aux  lignes  C, 
ce  sont  ici  les  périmètres  y,  y',  y"  des  trous.  Relativement  à  la 
partie  restée  libre  ps  de  A,  nous  pouvons  sans  inconvénient  la 
supposer  rectiligne.  Séparons  alors  les  parties  inférieure  et  supé- 
rieure du  disque  en  faisant  subir  à  Tune  d'elles  une  rotation  de 
deux  angles  droits  autour  de  ps.  Nous  aurons  alors  la  nouvelle 
figure  ci-dessous  {fig.  ij). 

Fig.  47- 
A, 


La  surface  est  alors  tout  entière  du  même  côté  du  plan;  elle 
est  limitée  par  le  contour  extérieur,  et  à  l'intérieur  se  trouvent  six 
trous,  joints  par  des  coupures  à  ce  contour  extérieur.  On  voit  ma- 
nifestement que  tout  circuit  tracé  sur  le  plan,  ne  traversant 
pas  les  lignes  y  et  les  coupures  correspondantes,  se  réduira  à 
un  point.  La  figure  donne  l'exemple  d'un  tel  circuit  représenté 
par  la  ligne  pointillée. 

22.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  pour  la  surface  di- 
latée dans  l'espace  s'appliquent  immédiatement  à  la  surface  pri- 
mitive de  Riemann  des  m  feuillets  superposés,  puisque  ces  deux 
surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  au  sens  dont  nous 
sommes  convenus. 

Prenons  le  cas  de  deux  feuillets  avec  p  -(-  i  lignes  de  croise- 
ment. Comme  nous  l'avons  vu  (§  18),  dans  la  transformation  de  la 
surface  en  un  disque  plat  à  p  trous,  une  des  lignes  de  croisement 
devient  le  bord  extérieur  du  disque,  et  les/>  autres  deviennent  les 
périmètres  des  trous.  On  voit  donc  de  suite  les  circuits  qui 
vont  jouer  sur  la  surface  le  rôle  des  lignes  C  et  D.  Autour  de  p 
des  lignes  de  croisement,  traçons  sur  un  des  feuillets/»  circuits  : 
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ce  seront  les  analogues  des  lignes  C;  on  obtiendra  les  analogues 
des  lignes  D  en  traçant  des  circuits  rencontrant  chacune  des 
lignes  précédentes  et  traversant  la  (/?  +  i)'^™^  ligne  de  croisement. 
11  ne  reste  plus  qu'à  joindre,  à  la  manière  d'une  chaîne,  chacune 
des  rétrosections  ainsi  formées  par  des  lignes  analogues  de  pq^ 
rs^  ....  On  a  alors  sur  la  surface  de  Riemann  un  contour 
unique  K,  et  tout  circuit  tracé  sur  la  surface  et  ne  rencontrant 
pas  ce  contour  peut  se  réduire  à  un  point  (point  à  distance  finie 
ou  à  l'infini). 

Soit,  comme  exemple,/?  =^  2.  Nous  aurons  alors  trois  lignes  de 
croisement  A,  et  l'on  construit  de  suite  les  rétrosections  (G,  D), 
(C,  D')  qu'on  unira  par  la  ligne  (a[^)  {Jïg.  48)-  Ces  rétrosec- 


tions sont  toujours  à  considérer,  ainsi  que  a^,  comme  des  lignes 
doubles,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  plus  haut. 

23.  Nous  possédons  les  notions  essentielles  sur  les  surfaces  de 
Riemann.  Nous  n'aurons  maintenant  aucune  difficulté  à  suivre  le 
mouvement  d'un  point  sur  une  telle  surface.  En  tout  cas,  en  re- 
courant à  la  surface  percée  de  p  trous,  dont  le  schéma  est  si 
simple,  on  a  une  représentation  extrêmement  précise  qui  permet 
de  voir  directement  les  choses  sans  aucun  effort. 

Voici  encore  une  remarque  importante  pour  la  suite  :  tout  circuit 
tracé  sur  la  surface  de  Riemann,  rendue  simplement  connexe  par 
le  contour  K,  peut  être  regardé,  abstraction  faite  de  chemins  par- 
courus deux  fois  en  sens  contraires,  comme  une  somme  de  cir- 
cuits respectivement  tracés  sur  un  seul  feuillet  de  la  surface,  et 
de  circuits  entourant  un  seul  point  de  ramification. 

Il  suffira,  pour  l'établir,  de  considérer  le  cas  de  deux  feuillets 


FONCTIONS    ALGÉBRIQUES    d'uNE    VARIABLE.  383 

réunis  par  p  +  t  lignes  de  croisement.  En  se  reportant  à  la 
fig.  47,  où  sont  représentés  les  deux  côtés  du  disque  dédoublé,  on 
voit  qu'un  circuit  tel  que  le  circuit  pointillé  peut  se  ramener  à 
une  somme  de  circuits,  situés  les  uns  à  droite,  les  autres  à  gauche 
de  la  droite  joignant  les  points  p  et  5,  et  de  circuits  très  petits 
entourant  les  points  de  la  droite /?5  (s'il  en  existe)  qui  correspon- 
draient à  des  points  de  ramification  :  c'est  ce  que  nous  voulions 
démontrer. 


IV.  —  Application  des  théorèmes  de  Cauchy  aux  fonctions 
de  la  variable  complexe  suï*  la  surface  de  Riemann. 

24.  Nous  nous  sommes  placé  jusqu'ici  uniquement  au  point 
de  vue  de  la  Géométrie  de  situation  sur  la  surface  de  Riemann. 
Considérons  maintenant  une  fonction  de  la  variable  complexe 
sur  cette  surface.  Je  prends  d'abord  une  fonction  uniforme  dans 
une  certaine  région  de  la  surface.  Un  point  A  sera  un  pôle  pour 
une  telle  fonction  s'il  est  un  pôle  pour  la  fonction  considérée  sur 
le  feuillet  où  se  trouve  A,  et  nous  n'avons  aucune  définition  nou- 
velle à  donner.  Une  remarque  doit  cependant  être  faite  pour  le 
cas  où  A  serait  un  point  de  ramification.  Soit  (a,  6)  ce  point;  on 
sait  que  y —  h  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
de  x\  en  posant 

x'  =  \/  X  —  a. 

Nous  dirons  que  le  point  (a,  Z>)  est  un  pôle  pour  une  fonction  F 
uniforme  dans  la  région  considérée  de  la  surface  de  Riemann,  si 
l'on  a,  dans  le  voisinage  de  (a,  ft),  le  développement  suivant 


X 


A  Al  A„z_2       A„,_i 

•   -f-    —,~^ h  .  .  .  -! ; h    ; — 


Ce  développement  représente  bien  une  fonction  uniforme  sur  la 
surface  dans  le  voisinage  de  {a,  6),  puisque,  aux  deux  détermi- 
nations de  \/x  —  «,  correspondent  les  deux  nappes  de  la  surface. 
Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


F  dx 
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le  long  d'an  circuit  G  entourant  (a,  h).  Ce  circuit  aura  la  forme 

ci-dessous  {fig.  49)- 

Fig.  49- 


Dans  le  plan  de  la  variable  x' ^  le  circuit  précédent  revient  à 
un  circuit  entourant  deux  fois  le  point  .r'=  o,  et  comme  on  a 


l  ¥  dx  =  1  i  ¥  x'  clx' , 


l'intégrale  cherchée  prise  dans  le  sens  positif  sera  égale  à 

On  voit  donc  que  c'est  le  coefficient  doublé  de  —   —  dans  le  dé- 
^  X  —  a 

veloppement  de  F  qui  jouera  le  rôle  analogue  au  résidu. 

25.  Ceci  posé,  considérons  une  fonction  F  n'ayant  en  fout 
point  de  la  surface  de  Rlemann  qu'une  seule  valeur  et  n'ayant 
d'autres  singularités  que  des  pôles.  Un  exemple  d'une  telle  fonc- 
tion est  donné  par  les  fonctions  rationnelles  de  x  et  j^.  Nous  vou- 
lons montrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

Désignons  par  u  une  telle  fonction,  elle  aura  nécessairement, 
pour  chaque  valeur  de  x^  ni  valeurs  U\^  11-2,  •••,  «„,,  et  soient 
aussi  jyi ,  JK25  •  •  •  7  ym  les  différentes  valeurs  de  jk  correspondant  à 
cette  valeur  de  x  (ui  elyi  correspondant  à  un  même  feuillet).  Les 
expressions 

Ui-h-  Ui-+-. .  .-{-  u,m 


«l7l         +  «272      '  -r.  .  .+  UmJ' 


seront  des  fonctions  uniformes  de  x  et,  par  suite,  seront  des 
fonctions  rationnelles  de  cette  variable  (Chap.  V,  §  15)  puis- 
qu'elles ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles 
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(le  point  à  l'icfîni  compris).  Ecrivons  donc 


les  R  élant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  j)eut  résoudre  ces 
équations  du  premier  degré  en  ?/,,  «o,  ...,  u„i;  on  aura  pour 
l'une  de  ces  quantités,  soit  ?^,, 

Ui  =  F{x',yi,y2yz,  ...,j',n), 

F  étant  rationnelle  en  ^,  jki  5  JK25  •  •  •  -,  y  m-  De  plus,  cette  fonction 
est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  y  21  yz-  •  •  ■  -,  y  m-  Or  ces 
m  —  i  lettres  sont  racines  de  l'équation  de  degré  m  —  i 

• — -  U  5 

y -Il 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  ^etj>^,.  On 
aura  donc  finalement 

o  étant  rationnelle  en  x  etj^,,  et,  par  suite,  on  peut  écrire,  en 
supprimant  les  indices, 

u  =  o{x,y). 

Nous  pouvons  donc  dire  que  toute  Jonction  uniforme  sur  la 
surface  de  Riemann  et  n'ayant  sur  elle  d^ autres  points  singu- 
liers que  des  pôles  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y. 

26.  Revenons  à  la  surface  de  Riemann  rendue  simplement 
connexe  au  moyen  du  contour  que  nous  avons  désigné  par  K.  Nous 
avons  dit  (§  23)  que  tout  circuit  tracé  sur  la  surface  et  ne  ren- 
contrant pas  K  pouvait,  abstraction  faite  de  chemins  parcourus 
en  sens  contraires,  être  regardé  comme  une  somme  de  circuits 
situés  respectivement  tout  entiers  sur  un  même  feuillet  ou  de  cir- 
p  cuits  enveloppant  un  seul  point  de  ramification  comme  dans  la 
fig.  49-  Il  sera  possible  alors  d'appliquer  les  théorèmes  généraux 
de  Cauchy,  relatifs  aux  intégrales  prises  le  long  d'un  contour,  aux 
P.  —  H.  25 
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circuits  tracés  sur  une  surface  de  Riemann.  Quelques  mois  d'ex- 
plication sont  nécessaires  seulement  pour  les  contours  envelop- 
pant un  point  de  ramification.  Pour  voir,  par  exemple,  que  l'in- 
tégrale prise  le  long  du  circuit  C  de  X^fig.  49  est  nulle,  quand 
F  est  une  fonction  uniforme  et  continue  sur  la  surface  à  l'intérieur 
de  ce  contour,  il  suffit  de  reprendre  l'égalité  déjà  écrite  plus 
haut 

/  F  dx  =  2  /  F  x'  dx' , 

et  l'on  est  ramené  dans  le  plan  de  la  variable  x'  au  théorème  or- 
dinaire de  Gauchy. 

Le  théorème  relatif  aux  résidus  garde  absolument  la  même 
forme;  on  aura  soin  seulement,  si  un  point  de  ramification  est 
un  pôle,  d'évaluer  comme  il  a  été  dit  au  §  24  le  résidu  de  ce  pôle. 

Pareillement,  la  formule  de  Green  s'appliquera  sur  le  plan 
multiple  comme  sur  le  plan  simple.  En  un  mot,  toutes  les  for- 
mules fondamentales  de  la  théorie  des  intégrales  curvilignes  et 
de  celle  des  fonctions  d'une  variable  complexe  s'appliqueront 
sur  la  surface  de  Riemann  comme  sur  le  plan  simple  de  Gauchy, 
si  on  les  applique  à  des  circuits  ne  traversant  pas  le  contour  K 
qui  rend  la  surface  simplement  connexe. 

En  particulier,  nous  prendrons  souvent,  comme  circuit,  le  cir- 
cuit formé  par  les  deux  bords  de  la  coupure  K.  L'aire  limitée 
par  un  tel  circuit  se  compose  alors  de  la  surface  de  Riemann  tout 
entière.  Dans  l'application  des  théorèmes  de  Gauchj  à  cette  aire, 
il  faudra  avoir  soin  de  considérer  comment  les  fonctions  étudiées 
se  comportent  au  point  à  l'infini  sur  chacun  des  m  feuillets.  On 
pourra  d'une  manière  générale  détacher  de  l'aire  ces  m  points  à 
l'infini  en  traçant  sur  chacun  des  feuillets  des  circonférences  de 
très  grand  rayon,  et  l'on  envisagera  la  portion  de  la  surface  de 
Riemann  limitée  par  R  et  ces  m  circonférences;  il  n'y  aura  plus 
qu'à  faire  augmenter  ensuite  les  rayons  de  celles-ci  indéfiniment. 

27.  Appliquons  les  considérations  générales  qui  précèdent  à  la 
démonstration  du  théorème  suivant,  qui  est  d'une  application 
constante  :  Toute  fonction  uniforme  sur  la  surface  de  Rie- 
mann et  restant  toujours  finie  se  réduit  à  une  constante. 

Nous  supposons  donc  que,  pour  une  fonction  F  n'ayant  qu'une 
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seule  valeur  en  chaque  point  de  la  surface,  tous  les  points  de 
celle-ci  soient  des  points  ordinaires  (y  compris  les  points  à  l'in- 
fini). Posons 

F  =  M  +  iV, 

et  appliquons  la  formule  préliminaire  de  Green  (t.  II,  p.  lo),  en 

y  faisant 

\]  =  Y=u, 

et  en  l'étendant  à  l'aire,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  limitée  par  R  et 
les  m  circonférences  de  très  grand  rayon,  dont  nous  désignerons 
l'ensemble  par  G.  Nous  avons  ainsi 

Or  la  première  des  intégrales  du  second  membre  est  manifeste- 
ment nulle,  puisque  les  dérivées  -y- y  pour  les  éléments  correspon- 
dants ds  sur  l'un  et  l'autre  bord  de  la  coupure  K,  étant  de  signes 
contraires,  et  u  ayant  la  même  valeur,  les  éléments  de  l'intégrale 
se  détruisent  deux  à  deux.  Quant  à  la  seconde  intégrale,  elle  ten- 
dra vers  zéro  quand  les  rayons  des  circonférences  augmenteront 
indéfiniment.  On  a,  en  eff'et,  pour  z  très  grand  sur  un  certain 
feuillet  (nous  appelons  ici  z  la  variable  complexe  et  nous  posons 
z=  X  -\-  iy  :  aucune  confusion  n'est  à  craindre  avec  les  notations 
des  paragraphes  précédents) 

tt  -h  tp  =  A  H h .  .  . . 

z 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  premières  de  u  et  v,  et  par  suite  -^-j 
sont,  pour  z  très  grand  et  de  module  p,  des  infiniment  petits  com- 
parables à  —  •  Or  ds  contient  seulement  p  en  facteur  ;  il  en  résulte 
que  la  seconde  intégrale  tendra  vers  zéro  avec  -•  Par  suite, 

l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface.  La  fonction  u  et,  par 
suite,  la  fonction  ç^  sont  des  constantes;  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 
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28.  Je  terminerai  en  démontrant  nne  inégalité  fondamentale 
due  à  Riemann,  qui  va  jouer  un  rôle  capital  dans  la  théorie  des 
intégrales  abéliennes.  Si  u  +  iv  représente  une  fonction  analy- 
tique uniforme  et  continue  sur  une  certaine  portion  de  la  surface 
de  Riemann  limitée  par  un  circuit  F,  ne  rencontrant  toujours  pas 
le  contour  K,  on  a,  d'après  la  formule  préliminaire  de  Green,  déjà 
écrite  plus  haut, 

la  dérivée  -i-  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure. 

an  ^ 

Or  on  a,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  à  diverses  reprises  (t.  JI, 

p.  274), 

du  clv 

dn  ds 

-r  désignant  la  dérivée  de  v  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  Y . 
Nous  pouvons  donc  écrire 

l'intégrale  curviligne  dans  le  premier  membre  étant  prise  dans 
le  sens  positif.  L'inégalité 


L 


u  dv  >  o 

r 


est  alors  évidente  :  c'est  elle  que  nous  voulions  établir.  Elle  ex- 
clut complètement  l'égalité  à  moins  que  u  +  iv  ne  se  réduise  à 
une  constante. 

Nous  aurons  bientôt  à  appliquer  celte  inégalité  au  contour  K, 
mais  il  faudra  toujours  dans  ce  cas,  si  l'on  veut  être  complet, 
considérer  d'abord  la  portion  de  la  surface  de  Riemann  limitée 
par  K  et  les  m  circonférences  C  dont  nous  avons  parlé  plus  haut; 
on  fera  augmenter  ensuite  indéfiniment  le  rajon  de  ces  dernières. 
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CHAPITRE  XIV. 

DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 


I.  —  De  la  périodicité  des  intégrales  albéliennes. 
i.   On  désigne  sous  le  nom  à^ intégrales  abéliennes  les  inté- 


grales de  la  forme 


/ 


K{x,y)dx, 


R(:c,  jk)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  ety.  Nous  avons  déjà 
fait,  à  un  point  de  vue  élémentaire,  une  réduction  de  ces  inté- 
grales (t.  I,  p.  5o)  ;  c'est  de  leurs  déterminations  multiples  que 
nous  devons  maintenant  nous  occuper.  Nous  écrirons  l'intégrale 
sous  la  forme 

f         K{x,y)dx, 

^a,ya 

indiquant  par  les  limites  inférieure  et  supérieure  {x^^y^)  et  {x,y) 
les  points  de  départ  et  d'arrivée  de  la  coiu^be  d'intégration  sur  la 
surface  de  Riemann. 

Nous  partagerons  ces  intégrales  en  deux  catégories  différentes. 
La  fonction  R(^,  y)  aura  nécessairement  des  pôles  5  dans  le  voisi- 
nage d'un  tel  point  a,  on  développera  R  suivant  les  puissances  en- 
tières de  [x  —  a)  [ou  de  [x  —  a)'   si  le  pôle  considéré  était  un 

point  de  ramificationj.  L'intégration  pourra  introduire  des  termes 
en  log(:r  —  a).  Si,  pour  aucun  pôle  de  R,  il  n'y  a  de  terme  loga- 
rithmique, et  si;  de  plus,  le  point  à  l'infini  dans  chacun  des  feuil- 
lets ne  donne  pareillement  dans  l'intégration  aucun  terme  loga- 
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rithmique,  nous  dirons  que  l'intégrale  est  de  la  première  catégorie; 
elle  sera  de  seconde  catégorie  si  un  des  pôles  au  moins  donne  un 
terme  logarithmique. 

2.  Plaçons-nous  d'abord,  pour  l'étude  des  déterminations  mul- 
tiples de  l'intégrale  (i),  dans  l'hypothèse  où  celle-ci  serait  de  la 
première  catégorie.  Nous  reprenons  sur  la  surface  de  Riemann  S 
le  contour  K  étudié  au  Chapitre  précédent,  au  moyen  duquel  la 
surface  a  été  rendue  simplement  connexe.  Considérons  sur  S  un 
circuit  quelconque,  ne  rencontrant  pas  K  et  ne  passant  pas  par 
un  pôle  de  R(x,  y).  D'après  ce  que  nous  avons  vu  â  la  fin  du 
Chapitre  précédent,  V intégrale  prise  le  long  de  ce  circuii  sera 
nulle. 

Cette  remarque  faite,  la  recherche  des  déterminations  multiples 
de  l'intégrale  (i)  supposée  de  la  première  catégorie  ne  présente 
aucune  difficulté.  Le  contour  K  est  formé  des  p  systèmes  de  ré- 
trosections  C  et  D,  et  àe  p  —  i  lignes  joignant  entre  elles  ces  sys- 
tèmes de  rétrosections  ;  nous  désignerons  par  E  ces  dernières 
lignes  qui,  on  se  le  rappelle,  sont,  comme  les  C  et  D,  des  cou- 
pures ou  lignes  doubles.  Un  chemin  L,  tracé  arbitrairement  sur 
la  surface  S  et  joignant  (.ro,j)^o)  à  (^,  y),  pourra  rencontrer  le 
contour  K  en  un  certain  nombre  de  points.  Cherchons  la  diffé- 
rence de  la  valeur  de  l'intégrale  (i),  quand  on  suit  le  chemin  L,  et 
de  sa  valeur  quand  on  va  de  (^ojJKo)  à  [x,y)  sans  traverser  K 
(cette  dernière  valeur  est  entièrement  déterminée).  Considérons 
un  quelconque  des  points  de  rencontre  de  L  avec  K,  et  désignons 
ce  point  par  a  et  par  b^  suivant  que  nous  le  regardons  comme 
appartenant  à  l'un  ou  l'autre  côté  de  la  coupure,  le  point  a  étant 
le  point  que  rencontre  d'abord  le  chemin  L.  La  différence  que 
nous  cherchons  sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises  pour 
chaque  point  {a,  b)  quand  on  va  àe  b  en  a  sans  traverser  K;  en 
effet,  la  seconde  de  nos  deux  intégrales  peut  être  considérée 
comme  obtenue  en  suivant  le  même  chemin  que  pour  la  première, 
sauf  que,  au  lieu  d'aller  de  a  en  b  en  franchissant  la  coupure,  on 
va  de  a  en  6  sans  traverser  K.  Il  résulte  de  cette  remarque  capitale 
que  nous  avons  seulement  à  étudier  les  valeurs  de  l'intégrale 
quand  on  va  d'un  point  de  la  coupure  K  au  point  correspondant 
sur  l'autre  côté  sans  traverser  cette  coupure  qui,  nous  le  répétons. 


r 
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rend  la  surface  simplement  connexe.  Tout  d'abord,  si  le  point 
[a,  b)  est  sur  une  ligne  E,  la  valeur  cherchée  de  l'intégrale  sera 
nulle;  on  le  voit  tout  de  suite  en  se  reportant  à  la  surface  k  p  trous 
dans  l'espace  :  on  peut  aller  de  b  en  a  en  restant  sur  le  contour  K, 
et,  dans  ce  trajet,  les  éléments  correspondants  de  K  sur  l'un  et 
l'autre  Lord  de  cette  coupure  sont  parcourus  en  sens  inverse, 
puisqu'il  en  est  ainsi  pour  le  parcours  complet  sur  une  quelconque 
des  rétrosections  {fig-  5o).  Supposons  ensuite  que  le  point  (a,  b) 
soit  sur  une  ligne  C. 

Il  suffit  de  suivre  les  flèches  sur  laj^^.  5o  pour  voir  que  l'inté- 
grale prise  de  b  en  a  sera  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  de  la  se- 


conde partie  D  de  la  rétrosection,  dans  un  sens  convenable.  Pa- 
reillement, si  le  point  (a,  b)  était  sur  D,  la  valeur  cherchée  serait 
égale  à  l'intégrale  prise  dans  un  sens  convenable  le  long  de  C. 
Nous  avons  donc  à  introduire  les  valeurs  de  l'intégrale  (i)  prise 
le  long  des  lignes  C  et  D.  Si  l'on  a  fixé  sur  chacune  des  lignes  C 
et  D  un  sens  déterminé,  nous  désignerons  par 

Ci     et     di 

les  valeurs  des  intégrales,  prises  respectivement  dans  ce  sens,  sur 

D;    et     C/, 

de  telle  sorte  que  di  désigne  la  différence  des  valeurs  de  l'intégrale 
quand  on  va,  sans  traverser  K,  d'un  point  arbitraire  à  deux 
points  se  correspondant  sur  l'un  et  l'autre  bord  de  D/.  La  diffé- 
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rence  que  nous  nous  proposions  d'obtenir  est  de  la  forme 

(2)  ^{miCi-h  Hidi), 

i—l 

les  77îi  et  ?ii  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  En  résumé,  les 
diverses  délermlnalions  de  V intégrale  (i)  diffèrent  entre  elles 
d' une  somme  de  multiples  des  constantes  ci  et  di.  On  donne  à 
ces  ip  constantes  le  nom  de  périodes  de  l'intégrale.  On  désigne 
souvent  ces  périodes  sous  le  nom  àe périodes  cycliques. 

3.  Nous  avons  supposé  que  l'intégrale  était  de  la  première  ca- 
tégorie. Les  mêmes  considérations  peuvent  être  employées,  avec 
quelques  modifications  seulement,  pour  l'étude  des  détermina- 
tions multiples  des  intégrales  de  la  seconde  catégorie.  Admettons 
donc  que  l'intégrale  ait  un  certain  nombre  de  points  singuliers  lo- 
garithmiques, que  nous  supposerons  d'abord  n'être  pas  situés  en 
un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  S.  Entourons 
chacun  des  points  de  ramification  d'une  courbe  infiniment  petite 
et  joignons  chacun  de  ces  contours  au  contour  K  par  une  ligne 
double  /.  Nous  obtenons  ainsi  sur  S  un  nouveau  contour  K',  formé 
de  R  et  des  lignes  /  que  nous  venons  d'adjoindre,  j  compris  les 
courbes  infiniment  petites  autour  de  chacun  des  points  singuliers 
logarithmiques.  Nous  raisonnerons  sur  K'  comme  nous  avons  rai- 
sonné surK.  Quand  le  chemin L rencontre  une  ligne  /,il  s'introduit, 
dans  la  différence  considérée  plus  haut,  la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  de  la  petite  courbe  enveloppant  le  point  singulier  logarith- 
mique correspondant.  Aux  périodes  cycliques  viennent  donc  s'a- 
jouter des  périodes  d'une  autre  nature  provenant  des  points  singu- 
liers logarithmiques.  Si  l'on  désigne  par  Aie  résidu  correspondant 
au  pôle  de  Vv^x^^y)  qui  donne  par  l'intégration  un  point  singulier 
logarithmique,  on  aura  évidemment,  pour  la  différence  cherchée 
de  deux,  déterminations  de  l'intégrale, 

'■  =  /' 

2,  ( '"/ Ci -I-  iii di)  +  2Ti  i\  p  A, 

les  p  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  Les   périodes  2tc/A 
sont  dites  des  périodes  polaires. 
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L'intégration  le  long  de  K'  conduit  à  une  égalité  importante. 
D'après  la  re-marque  générale  du  §  2,  cette  intégrale  est  nulle;  or 
l'intégrale  le  long  de  K  est  manifestement  nulle,  puisque  les  élé- 
ments se  détruisent  deux  à  deux.  Il  reste  donc  la  relation  fonda- 
mentale 
(3)  ^^  =  0. 

4.  On  a  supposé  que  les  pôles  de  R(^,  j')  auxquels  correspon- 
dent des  logarithmes  n'étaient  pas  des  points  de  ramificalion.  Les 
raisonnements  précédents  s'appliquent  sans  modification  à  ce 
cas;  rappelons  seulement  quelle  sera  la  signification  du  résidu 
correspondant  (Chap.  XIU,  §  24).  On  a  ici  le  développement 


{x  —  a)'- 


D'autre  part,  un  contour  infiniment  petit  autour  du  point  de 
ramification  tournera  deux  fois  autour  de  a  dans  le  plan  simple, 
et,  par  suite,  le  résidu  correspondant  à  ce  point  de  ramification 
devra  être  pris  égal  à  2L;  quand  le  pôle  de  R(iP,  jk)  sera  un  point 
de  ramification,  on  devra  prendre,  dans  l'application  de  l'éga- 
lité (3), 


II.  —  Le  théorème  d'Ahel. 

5.  Abel  a  donné  sur  les  intégrales  de  différentielles  algébri- 
ques une  proposition  fondamentale,  sur  laquelle  sont  revenus  un 
grand  nombre  de  géomètres.  Nous  allons,  pour  le  moment,  nous 
borner  à  la  faire  connaître,  sous  la  première  forme  que  lui  a  don- 
née le  grand  géomètre  norvégien,  dans  son  Mémoire  célèbre  sui- 
une  propriété  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions 
transcendantes  (').  Sous  cette  forme,  le  théorème  paraît  tout  à 
fait  élémentaire,  et  il  n'y  a  peut-être  pas,  dans  l'histoire  de  la 
Science,  de  proposition  aussi  importante  obtenue  à  l'aide  de  consi- 
dérations aussi  simples. 

(')  Œuvres  complètes  d'Abel  (t.  I,  p.  i45)- 
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Partons  toujours  de  la  relation  algébrique 

(4)  f{x,y)  =  o, 

et  soit  considérée  une  famille  de  courbes  algébriques 

(5)  '>^i.3c,y,  «i,«2,  •••,  «/■)  =  o, 

dépendant  de  /■  paramètres  arbitraires  a, ,  «o,  •  •  •  j  cir-  On  suppose 
que  \  contienne  rationnellement  ces  paramètres.  Les  courbes  (4) 
et  (5)  ont  un  certain  nombre  de  points  communs  en  nombre  [j. 

(■^],ji),   (•^2,72).    ••■'   (^[j., r(i), 

variables  avec  les  arbitraires  a.  Les  X\^  ^o,  .  .  .^  x^,  sont  racines 
d'une  certaine  équation  de  degré  [j. 

(6)  ^{^-1  <^l)  ^2i  ••  -1  <^r)  =  O, 

dont  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  aux  a,  et,  si  les 
axes  n'occupent  aucune  position  particulière  par  rapport  aux  deux 
courbes,  on  peut  toujours  admettre  que  la  valeur  correspondante 
dejK  est  donnée  par 

y  =  'l>(x,  ai,  a-2,  . .  .,  a,.), 

^  étant  rationnelle  en  x^  «i ,  .  .  . ,  Or- 

Ceci  posé,  prenons  une  intégrale  abélienne  quelconque 

.  (X,  y) 

)à{x,  y)dx, 

'(-»"o,ru) 

et  formons  la  somme 


y     /  V.{x,y)dx. 


Cette  somme  est  déterminée,  à  une  somme  de  multiples  près 
des  périodes  polaires  ou  cycliques  de  l'intégrale,  périodes  indé- 
pendantes des  a.  L'objet  du  théorème  d'Abel  est  de  déterminer  la 
nature  de  cette  somme  envisagée  comme  fonction  des  paramè- 
tres a.  En  désignant  par  la  lettre  0  une  différentielle  totale  par 
rapport  à  ces  paramètres,  nous  aurons 

ôS  =  R(^i,7i)o.r,  +  .  ..+  R(;rp.,  jK(j.)o^(j.. 
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Or,  en  différentiant  la  relation  (6),  on  calcule  de  suite  ox^, 
ox-2,  .  .  .,  S^^..  En  substituant  dans  l'expression  de  SS  et  rempla- 
çant les  j^  par  leurs  valeurs  ^,  on  aura  pour  coefficient  de  Sa,  une 
fonction  rationnelle  de  ûs,^  .  .  .,  ^|j,  et  des  a;  de  plus,  elle  sera 
évidemment  symétrique  par  rapport  aux  ^,  et,  par  suite,  le  coef- 
ficient de  ôa,  sera  une  fonction  rationnelle  des  a,  et  il  en  est  de 
même  des  autres  coefficients.  On  a,  par  suite, 

§S  =  Pi  (ai,  ...,  a,.)  Sai-f-  P^i/^u  ••■,  «;•)  oa^-^- ...  4-  P,.(ai,  «2,  ...,  a,.)  ôa,., 

les  P  étant  des  fonctions  rationnelles  de  «j,  «o,  .  .  .,  «;-. 

L'égalité  précédente  constitue  le  théorème  d'Abel  sous  sa 
forme  primordiale  :  elle  exprime  que  S  est  une  fonction  algé- 
brico-lo garithmique  des  paramètres  a.  En  effet,  l'intégration  de 
la  différentielle  totale  qui  figure  au  second  membre  conduira  né- 
cessairement à  une  expression  de  la  forme 

les  A  désignant  des  constantes,  cp  et  les  $  représentant  des  fonc- 
tions rationnelles  des  a. 

On  peut  donner  des  formes  plus  précises  à  l'énoncé  du  théo- 
rème d'Abel  ;  nous  y  reviendrons  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

6.  Nous  considérerons  dans  un  moment,  sous  le  nom  à'inté- 
grales  de  première  espèce,  les  intégrales  abéliennes 


i. 


F»  (  a? ,  ^  )  dx 

0,  Jo 


restant  finies  pour  tout  point  [x^y)  de  la  surface  de  Riemann. 
Cherchons  ce  que  devient,  pour  une  telle  intégrale,  le  théorème 
d'Abel.  La  fonction  algébrico-logarithmique  des  a  qui  représente 
S  devra  rester  finie  pour  toute  valeur  finie  ou  infinie  des  para- 
mètres a,  puisque  S  reste  lui-même  toujours  fini.  Or  une  fonc- 
tion de  la  forme 

OÙ  cp  et  les  <1>  représentent  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  les  A 
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des  constantes,  ne  peut  rester  finie  pour  toute  valeur  finie  ou  in- 
finie du  paramètre  a  que  si  elle  se  réduit  à  une  constante.  11  en 
résulte  que  la  somme  S  ne  dépend  pas  des  paramètres  a. 

On  peut,  par  suite,  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
énoncer,  sous  la  forme  suivante,  le  théorème  d'Abel  :  La  somme 


Il  =r  a 

2  r 

n  =  1        '    "  '  ■'  " 


O.J») 


où  [xni  Yii)  désignent  les  points  de  rencontre,  variables  avec 
les  <2,  des  courbes  (4)  et  (5)  ne  dépend  pas  de  ces  paramètres. 
Elle  a  une  valeur  constante,  abstraction  faite,  bien  entendu,  de 
sommes  de  multiples  de  certaines  périodes  fixes  qu'on  peut  tou- 
jours introduire  en  faisant  varier  le  chemin  qui  va  de  (^o;  jKo)  à 
{xn.,yn)-  Ce  cas  particulier  du  théorème  d'Abel  joue  dans  la  théo- 
rie des  courbes  algébriques  un  rôle  fondamental.  On  peut  encore 
le  mettre  sous  la  forme  suivante 

les  d  désignant  des  différentielles  totales  par  rapport  aux  para- 
mètres a. 


III.  —  Des  intégrales  de  première  espèce.  Nombre  de  ces  intégrales 
linéairement  indépendantes. 

7.  Les  intégrales  que  nous  avons  désignées  sous  le  nom  d'm- 
tégrales  de  la  première  catégorie  peuvent  se  diviser  en  deux 
espèces.  Les  intégrales  de  première  espèce  sont  celles  qui  restent 
finies  en  tout  point  de  la  surface  de  Riemann.  Les  intégrales  de 
seconde  espèce  deviennent  infinies  au  moins  en  un  point 5  elles 
n'ont  d'ailleurs  pas  de  points  singuliers  logarithmiques,  et  les 
points  où  elles  deviennent  infinies  sur  la  surface  de  Riemann  sont 
des  pôles 

Nous  allons  nous  occuper  dans  cette  section  des  intégrales  de 
première  espèce.  Cherchons  tout  d'abord  la  forme  nécessaire 
d'une  telle  intégrale  dont  l'existence  n'est  pas  évidente  a  priori. 
D'après  ce  que  nous  avons  dit  (t.  I,  p.  52 ),  toute  intégrale  abé- 
lienne  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  d'intégrales  de 
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la  forme 

r  V{x,y)dx         rQ{x,y)dx 
J  -(x-a)^/y     J   '        7J  ' 

P  et  Q  étant  des  poljnômes  de  degré  quelconque  en  x  ely.  La 
première  intégrale  pourrait  devenir  infinie  pour  x  =  a;  aucune 
autre  intégrale,  dans  la  somme  qui  forme  l'intégrale  étudiée,  ne 
pouvant  devenir  infinie  pour  ^  ^  a,  il  n'est  pas  possible  qu'il  y 
ait  de  réduction,  et,  par  suite,  toute  intégrale  du  tvpe 


/ 


P  (.T,  y)  dx 


se  présentant  dans  la  somme,  doit  rester  finie  pour  x  ^=  a.  Nous 
avons  donc  à  chercher  à  quelles  conditions  l'intégrale  précédente 
restera  finie  pour  x  ^  a.   Enonçons  tout  de  suite  le  résultat  :  il 

faut  que 

V{x^y) 
{x  —  aY 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  j^,  en  sup- 
posant, bien  entendu,  x  tX. y  liés  par  la  relation y(^,j')  =  o. 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  à  distinguer  différents  cas  sui- 
vant que  la  droite  x  =^  a  rencontre  la  courbe  en  m  points  dis- 
tincts, lui  est  tangente  ou  passe  par  un  point  multiple.  Dans  le  pre- 
mier cas,  il  est  clair  que  le  polynôme  P(^,  y)  devra  s'annuler 
pour 

en  désignant  par  yKi  yi-,  •  •  ■ ,  ym  les  ordonnées  des  m  points  de 
rencontre  de  ^  ^  a  avec  la  courbe  y  (^,  j^)  ^  o.  Il  en  résulte  que 

nx,y) 
x  —  a 

peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  ^  et  y.  On  peut 
s'en  convaincre  en  écrivant 

P(r,7)  =  P(a,  jk)  +  (^  -  a)  ?(a:',  j), 
'X»  étant  un  polynôme;  or  P(«,  y)  sera  divisible  par 

(7— 7i)---(7-7'"), 
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et  comme,  d'autre  part,  on  a 

f{^,y)  =  {j  — ji  )  •  •  •  (7  —  j/«)  +  (^  —  «)  ?i  (^'7)  =  o, 

le  résultat  énoncé  devient  évident.  On  sera  donc  ramené  à  une 
forme  analogue,  où  a  est  remplacé  par  a  —  i,  et,  en  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  sera  ramené  au  cas  où  le  dénomina- 
teur a  dispara. 

Soit  maintenant  la  droite  x  =^  a  tangente  à  la  courbe.  Nous 
avons  alors  les  ordonnées 

ji,   li,    •••,  y»i-i-, 

dont  la  première  est  supposée  correspondre  au  point  de  contact. 
On  aura  d'abord  nécessairement 

mais  je  dis  de  plus  quej^i  doit  être  racine  double  de  P(a,  j-);  on 
voit  en  effet  tout  de  suite,  dans  l'hypothèse  contraire,  que  l'inté- 
grale devient  infinie  pour  x^=a^  y=yf.  Le  polynôme  P(x,  ^) 
est  donc  divisible  par 

(7  — 7i)^  (7  —72  )  •  • .  (7  —  ym-i), 

et  comme  on  peut  écrire 

/(^,7)=^(7— 7i)M7— 72)---(7— 7m-i)-^(^  — «)1^(^>7)  =  o, 

«j;  étant  un  polynôme,  il  en  résulte  encore  que 

P(^7) 
X  —  a 

pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  ety,  et  l'on 
peut  achever  le  raisonnement  comme  plus  haut. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  supposer  que  la  droite  x=^a  passe 
par  un  point  multiple  d'ordre  i.  Ce  point  est  par  hypothèse  à 
tangentes  distinctes,  et  l'on  peut  supposer  qu'aucune  d'elles  n'est 
parallèle  à  Oy. 

Désignons  par  j/i,  T'a?  •••:  ym-i  les  ordonnées  des  points 
simples  de  rencontre  de  la  droite  x  ^=  a  avec  la  courbe,  et  soit 
(«,  h)  le  point  multiple.  On  montrera  encore  que  P(<7,  jk)  s'an- 
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nule  pour  6,  jKi,  jKo?  •  •  •  >  ym-i-  De  plus,  6  doit  être  racine  mul- 
tiple d'ordre  ï  pour  P(«,_y);  sinon  l'intégrale  deviendrait  infinie 
au  point  multiple,  quand  {x,y)  se  rapproche  de  ce  point,  sur 
une  au  moins  des  i  branches  qui  s'y  cj^oisent.  Pour  le  voir  bien 
nettement,  écrivons 

Si  le  développement  de  V[a^y)  suivant  les  puissances  de  {y — b) 
ne  commence  pas  un  terme  de  degré  au  moins  égal  à  i,  il  y  aura 
certainement,  dans  un  au  moins  des  développements  de  V{x,y) 
relatifs  aux  diverses  branches,  un  terme  de  degré  moindre  que  i  en 
X  —  a.  L'intégrale  deviendrait  certainement  alors  infinie  au  point 
multiple  pour  une  au  moins  des  i  branches.  La  démonstration 
s'achève  alors  tout  de  suite  en  remarquant  que  l'équation  de  la 
courbe  peut  s'écrire 

{y  —  bYiy  —yi). . .  {y  —ym-i)  -\-{x  —  a)  ^{x,y)  =  o, 

d'où  il  résulte  que 

X  —  a 

est  un  polynôme  en  x  et  y,  et  la  réduction  s'effectue  de  proche 
en  proche. 

En  résumé,  les  intégrales  de  première  espèce  sont  nécessaire- 
ment de  la  forme 

Q(^).>')  ^^ 


r 


fr 
Q_(x^y)  étant  un  polynôme. 

8.  Cherchons  donc  à  quelles  conditions  ces  dernières  intégrales 
resteront  finies  sur  toute  la  surface  de  Riemann.  Elles  pourraient 
devenir  infinies  pour  les  points  correspondant  à 

/';  =  o. 

Ces  points  sont  de  deux  sortes.  Il  y  a  d'abord  les  points  de  rami- 
fication :  mais  on  voit  tout  de  suite  que  l'intégrale  restera  finie  en 
un  tel  point  («,  b).  On  a  en  effet,  en  ce  point,  d'après  nos  hypo- 
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ihèses  qu'il  est  inutile  de  rappeler,  le  développement 

/;  =  A(a;  — a)2-i-..., 

A  étant  différent  de  zéro;  l'intégrale  reste  donc  finie. 

Il  j  a  en  second  lieu  les  points  multiples.  On  a  ici  pour  chac|iic 
branche  un  développement  de  la  forme 

/^.  =  ix(x  —  «)'-i  -1-  . .  .  ( a  7^  o). 

Donc  Q(.2^,JK)  devra  contenir  en  facteur  [x  —  a)'~'  quand  on 
substituera  à  y  les  i  développements  relatifs  aux  i  branches.  Par 
suite,  Q_{j^:y),  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a  cl 
y  ■ — b^  devra  commencer  par  un  terme  de  degré  i  —  i  ;  en  d'autres 
termes,  la  courbe 

aura  le  point  [a^  b)  comme  point  multiple  d'ordre  i — i.  Celte 
condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  reste 
finie  en  («,  b). 

Il  faut  maintenant  considérer  les  points  à  l'infini.  Nous  pou- 
vons, en  nous  servant  de  l'équation  fz=o,  mettre  Q(-2?,j)')  sous 
la  forme 

les  CD  étant  des  polynômes  en  œ  de  degré  C[uelconque.  Pour  x  très 
grand,  nous  avons  d'ailleurs  les  développements 

y  =  ki X  -h  oii  -i-  —  ^ . .  .         (  i  =  I ,  a,  .  .  .  ,  m), 

les  ki  étant  tous  différents.  Il  en  résulte  que,  pour  toute  branche 
de  la  courbe  à  l'infini,  le  produit 

(7)  ^;^-' 

ne  pourra  pas  rester  fini  quand  x  grandira  indéfiniment,  si  C2,  et  cr-o 
ne  sont  pas  identiquement  nuls.  A  la  vérité,  ceci  pourrait  arriver 
pour  certaines  branches,  mais  non  pour  toutes,  sans  que  C5,  et  o^ 
fussent  nuls  identiquement,  puisqu'en  posant  jp- =  A\r  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  dans  le  développement  de  (y) 
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sont  des  polynômes  de  degré  m  —  i  en  A".  Or  on  exprime  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  reste  finie  pour 
:r  =  00,  en  écrivant  que  l'expression  ('^)  reste  elle-même  finie.  On 
doit  donc  avoir 

<^{x,y)  =  cpo(a7)jK'«-3-+-  cçi(a7)jK'"-'^-f-.  .  .4-  0^-3(3?), 

les  CD  étant  des  polynômes.  En  raisonnant  de  la  même  manière, 
on  voit  tout  de  suite  que  coq  doit  se  réduire  à  une  constante,  cp,  à 
un  polynôme  du  premier  degré,  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent, 
Q(a7,  jk)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  3  en  ^  et  j/. 

En  résumé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'in- 
tégrale 

Q(a7.  _/)  dx 


f 


fy 


soit  de  première  espèce  peut  être  ainsi  formulée  :  Q(^,  Jk)  est  un 
polynôme  de  degré  m  —  ?»  en  x  et  y  et  la  courbe 

Q(a7,jK)  =  0 

a  pour  points   multiples   d'ordre  i—i    les  points  multiples 
d'ordre  i  de  la  courbe  f. 

9.  Un  premier  point  très  important  est  relatif  au  nombre  des 
intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépendantes.  Que 
doit-on  entendre  d'abord  par  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes? Soient 

■  '■'"'^'  ^\{x,y)dx  r  '■''' ^''  Q2 ( ^,  jk)  ^^  r '"'' ^'  Q,. {x,y)  dx 


r'''''Qi{x,y)dx         r'''^>q,(x,y)dx  r 

/ f, '        /  1-, '      •  •'        / 


(■>"o,7o) 


/; 


/•  intégrales  de  première  espèce.  Nous  dirons  qu'elles  sont  linéai- 
rement indépendantes  si  l'on  n'a  pas  entre  elles  de  relations 


^     r^'''^^Q,{x,y)dx  .     r'^''^'Q,.(^,r)^ 

Al   /  ^    Vf h . .  .+  Ar  /  \f,   ~  dx  +  A,.+i  =  o, 


/; 


les  A  étant  des  constantes.  Ceci  revient  à  dire  que  l'on  n'aura  pas 
d'identité  de  la  forme 

(S)  AiQi{x,y)^...+  ArQr{x,y)  =  o, 

P.  —  II.  26 
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(les  A  étant  constants),  pour  tout  point  (^,  j-)  delà  courbe/. 
D'ailleurs  si  l'on  a  des  polynômes  Q  pour  lesquels  une  identité 
de  la  forme  précédente  ne  puisse  avoir  lieu  quand  a:  el  y  sont  re- 
g^ardées  comme  des  variables  indépendantes,  il  ne  pourra  exister 
entre  eux  une  telle  identité  quand  le  point  (^5  y)  sera  quelconque 
sur  la  courbe/;  c'est  une  conséquence  nécessaire  de  l'irréducti- 
bilité de  cette  dernière  et  de  ce  que  le  degré  des  Q  est  inférieur 
à  m.  On  peut  donc  dire  que  les  intégrales  sont  linéairement  in- 
dépendantes si  les  polynômes  Q  à  deux  variables  indépendantes 
X  et  y  sont  linéairement  indépendants,  c'est-à-dire  s'il  n'existe 
pas  entre  eux  de  relations  de  la  forme  (8)  où  les  A  soient  des 
constantes. 

Cette  définition  posée,  remarquons  que  :  avoir  un  point  mul- 
tiple d'ordre  i —  1  en  un  point  donné  revient  pour  une  courbe  à 

'^('^'  — i) 

conditions.   Or  le  polynôme  général  de  degré  m  —  3  renferme 

(m  —  i)(m  —  2)  co    •      ^         ^  ^  \ 

' — coeiiicients,  et  nous  avons  entre  eux  un  nombre 

2 

d'équations  de  conditions  égal  à 

ai  désignant,  comme  précédemment,  le  nombre  des  points  mul- 
tiples d'ordre  i.  Si  l'on  suppose  que  ces  conditions  ne  se  rédui- 
sent pas  à  un  nombre  moindre,  on  aura 

(m  —  i)(?n  —  2)       VTi       i(i  —  i)         >    ^  ^    j- 

!^ —  >  a;-^^ -,      c  est-a-dire  p 

intégrales  de  pre/nière  espèce  linéairement  indépendantes. 

Pour  énoncer  la  conclusion  précédente,  nous  avons  dû  supposer 
qu'il  n'y  avait  pas  de  réduction  dans  le  nombre  des  coefficients. 
En  toute  rigueur,  nous  pouvons  seulement  dire  pour  le  moment 
que  le  nombre  des  intégrales  linéairement  indépendantes  est  au 
moins  égal  à  p. 

10.  Le    résultat   précédemment    énoncé   est   cependant   exact 
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sans  restriction.  Il  est  nécessaire  de  le  démontrer  en  toute  ri- 
gueur :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  nous  servant  du  théo- 
rème d'Abel  (^).  Supposons  qu'il  y  ait  plus  de/?  intégrales  de 
première  espèce  linéairement  indépendantes.  Je  prends  p  points 
arbitraires  «< ,  «o,  ...,  ap  sur  la  courbe/;  par  ces  points  passe 
au  moins  une  courbe  Q,  puisque,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous 
plaçons,  la  courbe  générale  Q  renferme  au  moins  p  -\-  i  coeffi- 
cients arbitraires.  Or  toute  courbe  Q  rencontre,  en  dehors  des 
points  multiples,  la  courbe/  en 


m{in- — 3) — 2,aii(i  —  i)     ou     ip  —  2  ponits. 

La  courbe  Q  passant  par  «,,  «o,  . . .  ^  ap  rencontre  donc,  en  de- 
hors des  points  multiples,  /  en  jd  —  2  points,  que  nous  désignerons 
par  6i ,  60,  ...,  l>p_2.  Par  ces  derniers  points,  passe  un  faisceau 
F  de  courbes  Q  comprenant  en  particulier  la  courbe  d'abord  con- 
sidérée. Appliquons  le  théorème  d'Abel  aux  points  de  rencontre 
variables  du  faisceau  F  avec  la  courbe/.  Nous  aurons,  en  dési- 
gnant ces  points  par 


et  prenant^  polynômes  Q<,  Qo, 
dants, 


Qp  linéairement  indépen- 


Q.i(.xp,yp)dxp 


f 

J  y. 


(l=   1,2,   . 


f 

J  y 


yp 


,p), 


égalités  qui  expriment  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de 
première  espèce.  Nous  tirons  de  là  la  relation 


Q2(^i,7i)    Q2  (3:^2,72) 


0.1  (^P,  y  p) 
Q.ii^P,yp) 


Q/>(^l>JKl)       Qp(^2,J'2) 


Qpi^P^yp) 


Cette  relation  doit  être  identiquement  vérifiée,  c'est-à-dire  quels 
que  soient  les  points  (^,,jki)'   ("^25^2)5    •••>    {^pj  Xp)   sur   la 


(')  E.  Picard,  Sur  le  nombre  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
{Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1890). 
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courbe,  puisque,  pour  une  certaine  courbe  du  faisceau  F,  ces 
points  coïncident  avec  les  points  arbitrairement  choisis  rt|,  «o,  ..., 
ap.  Mais  l'identité  précédente  exprime  cjue  les  polynômes  Q,, 
Qo,  . . .,  Qp  ne  sont  pas  linéairement  indépendants;  c'est  ce  que 
l'on  voit  en  développant  le  déterminant  par  rapport  à  la  première 
colonne.  A  la  vérité,  ceci  suppose  que  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  qui  formeront  les  coefficients  de  ce  développement  ne 
soient  pas  nuls;  mais,  s'il  en  était  ainsi,  on  serait  ramené  au  cas 
àe p  —  I  polynômes  Q  sur  lesquels  on  raisonnerait  de  la  même 
manière  et  finalement  on  arrivera  à  une  relation  homogène  et 
linéaire  entre  certains  polynômes  Q  où  tous  les  coefficients  ne 
seront  pas  nuls  puisque,  à  la  fin,  on  aura  comme  mineurs  les  po- 
lynômes Q  eux-mêmes.  Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  que 
les  polynômes  Q  ne  sont  pas  linéairement  indépendants  :  cette 
contradiction  démontre  le  théorème.  Nous  pouvons  donc  affirmer 
qu'il  y  Cl  p  intégrales  de  première  espèce  linéairement  indé- 
pendantes ('  ). 

11.  Nous  désignerons  dans  la  suite  les  courbes 

Q(a',j)  =  o 

sous  le  nom  de  courbes  adjointes  d'ordre  ïn  —  3  (-).  D'une  ma- 
nière plus  générale,  une  courbe  sera  dite  une  courbe  adjointe  k  f 
si  elle  a  pour  point  multiple  d'ordre  i — i  tout  point  multiple 
d'ordre  i  de  la  courbe/.  Outre  les  adjointes  d'ordre  m  —  3,  nous 
aurons  à  considérer  dans  la  suite  les  adjointes  d'ordre  m  —  a.  Un 
polynôme  adjoint  sera  le  premier  membre  de  l'équation  d'une 
courbe  adjointe. 

Faisons  la  remarque  importante  qu'il  n'y  a  pas  sur  la  courbe  f, 
en  dehors  des  points  multiples,  de  points  communs  à  toutes 


(')  On  peut  établir  ce  théorème  fondamental  ea  restant  au  point  de  vue  al- 
gébrique; c'est  ce  que  font  MM.  Brill  et  Nother  dans  leur  mémorable  Mémoire 
Sur  les  fonctions  algébriques  {Math.  Ann.,  t.  VII).  Nous  donnerons  encore  au 
§  12  une  autre  démonstration  de  ce  môme  théorème. 

(')  Nous  ne  nous  préoccupons  nullement  ici  d'une  question  d'ordre  en  quel- 
que sorte  pratique,  je  veux  dire  la  formation  effective,  pour  une  équation  donnée 
/=  0,  de  ses  adjointes  et  la  détermination  dans  ces  conditions  du  genre  de  la 
courbe.  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  un  intéressant  Mémoire  de  M.  L.  Raffy 
{Math.  Annalen,  t.  XXIII)  et  un  travail  de  M.  Nother. 


1 
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les  adjointes  d'ordre  m  —  3  (*).  J'emploierai  encore  à  cet  effet 
le  théorème  d'Abel. 

Prenons,  sur  la  courbe  f,  p  —  i  points  arbitraires  a,,  olo-,  ..., 
oip_i.  Par  ces  points,  on  peut  faire  passer  au  moins  une  courbe  Q; 
celle-ci,  en  dehors  des  points  multiples  et  de  ces  p  —  i  points, 
rencontre  encore  la  courbe  en  p  —  i  autres  points  parmi  lesquels 
doivent  se  trouver  les  "k  points  (A^  o)  que,  par  hypothèse,  con- 
tiennent toutes  les  adjointes.  Il  reste  donc  p  —  i  —  1  points 
par  lesquels  nous  pouvons  faire  passer  un  réseau  d'adjointes.  Aux 
p  —  I  points  de  rencontre  variables  (^,,  7],  ) . . .  {^p^i-,  'i]p-^  )  de  ce 
faisceau  avec  la  courbe,  appliquons  le  théorème  d'Abel  pour 
p  —  I  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  On  en  déduira 
immédiatement 


Q2(^l,   vil) 


Qii^P-u-np-i) 
Qp-ii^p-i,  "^p-i) 


et  l'on  aura  là  une  identité  puisque  [es  p  —  i  points  (^,  vi)  coïn- 
cident dans  une  position  particulière  avec  les  /?  —  i  points  a  pris 
arbitrairement.  Mais  ceci  est  impossible,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  si  les  polynômes  Qi,  Q2,  ...,  Q_p-i  sont  linéairement 
indépendants. 


IV.  —  Théorèmes  fondamentaux  sur  les  intégrales 
de  première  espèce.  Intégrales  normales. 

12.   Revenons  aux  périodes  des  intégrales  de  première  espèce. 
Les  périodes  d'une  telle  intégrale 


(9) 


{x;y) 


f'y 


(k  =  I,  2,  ...,p) 


peuvent  être  désignées  par 

c^;,    0?;^      (A  =  1,2, 


>  p), 


(')  MM.  Brill  et  Nother  démontrent  {loc.  cit.)  ce  théorème  en  se  servant  du 
théorème  de  Riemann-Roch. 
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en  représentant  par  c\  et  d'i  les  valeurs  de  l'intégrale  prise  res- 
pectivement le  long  des  coupures  D^  et  C^. 

Nous  avons  dit  que  c\  était  la  période  correspondant  à  C^  et  d^ 
la  période  correspondant  à  D^.  Les  sens  suivant  lesquels  sont 
pris  c\  et  <:/^  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Faisons  donc  seulement 
une  convention  pour  fixer  les  idées.  On  forme  le  contour  K  dont 
nous  avons  déjà  tant  de  fois  parlé;  ce  contour  se  compose,  outre 
les  rétrosections,  àe  p  —  i  coupures  joignant  deux  à  deux,  à  la 
manière  d'une  chaîne,  les  coupures  D. 

Considérons  une  des  extrémités  de  cette  chaîne.  Je  fixe  un  sens 
sur  D,,  marquant  la  flèche  du  côté  de  la  coupure  sur  lequel  ne 
s'insère  pas  la  coupure  auxiliaire  qui  joindra  D,  à  Do.  On  suit 
alors,  dans  le  sens  indiqué,  le  côté  considéré  de  D,  ;  on  rencontre 


Fig.  5i. 


C,  et  il  s'ensuit  un  sens  pour  G|.  Nous  continuons  maintenant 
le  contour  K,  et  les  sens  dans  lesquels  nous  parcourons  respecti- 
vement Do  et  C2,  à  l'arrivée  sur  la  seconde  rétrosection,  sont  ceux 
que  nous  fixons  sur  celle-ci  pour  évaluer  les  intégrales  c'i  et  dt-, 
et  ainsi  de  suite. 

Ces  définitions  posées,  nous  allons  établir  une  inégalité  fonda- 
mentale d'où  se  déduiront  les  conséquences  les  plus  importantes 
pour  les  périodes  des  intégrales  de  première  espèce.  Considérons 
d'une  manière  générale  une  intégrale  de  première  espèce 

r(l{x,y)dx 
J  S'y 

aux  périodes  ca  et  c/^.  Je  mets  l'intégrale  sous  la  forme 

X  4-  i  Y, 
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et  je  pose 

Ch  =  c'h  +  if^'iv         dji  =  d'il  -<-  id'k. 

En  appliquant  le  théorème  démontré  à  la  fin  du  Chapitre  pré- 
cédent (§  27),  nous  sommes  assuré  que  l'intégrale 


/ 


X^Y 


étendue  au  contour  K,  est  difterente  de  zéro.  Elle  est  positive  si  le 
sens  choisi  sur  le  contour  K  correspond  au  sens  positif  sur  les 
feuillets  ;  c'est  ce  que  nous  pouvons  supposer.  A  la  vérité,  comme 
nous  l'avons  dit,  une  petite  discussion  est  nécessaire,  en  appli- 
quant ce  théorème  et  les  théorèmes  analogues  établis  [loc.  cit.), 
pour  les  points  à  l'infini  et  pour  les  points  de  ramification.  Ici 
on  se  rend  compte  tout  de  suite  que  l'intégrale  précédente  pour 
un  circuit  infiniment  grand  sur  un  feuillet  quelconque  est  nulle, 

dY 
puisque  X  est  fini  à  l'infini  et  que  —j-  est  infiniment  petit  comme 

—  j  tandis  que  ds  contient  seulement  p  en  facteur  (p  étant  le  rayon 

du  cercle    d'élément  ds  grandissant  indéfiniment).    Quant   aux 

,  .^       .  .      .         ,j.  dY  . 

points  de  ramification,   on  voit  immédiatement  que  -r-   est  de 

l'ordre  — ^j  tandis  que  ds  est  de  l'ordre  de  /',  en  désignant  par  r 

sjr 

la  distance  du  point  variable  au  point  de  ramification,  distance 
qu'on  fait  tendre  vers  zéro. 
Ecrivons  donc 

^X^Y>o. 


J, 


Nous  allons  évaluer  cette  intégrale.  Les  fonctions  réelles  X  et  Y 
admettent  respectivement  les  périodes  c^,  d\  et  c^,  d!',^.  Nous  avons 
dit  que  les  périodes  correspondant  aux  coupures  auxiliaires  joi- 
gnant les  rétrosections  étaient  nulles  (§2)-,  les  intégrales  relatives 
à  ces  coupures  sont  donc  nulles,  leurs  éléments  se  détruisant  deux 
à  deux.  Nous  pouvons,  par  conséquent,  faire  abstraction  de  ces 
coupures,  et  nous  n'avons  qu'à  évaluer  l'intégrale  précédente  sur 
chacune  des  rétrosections.  Prenons,  par  exemple^  la  rétrosection 
(D,,  C,);   soient  m  et  111!  deux  éléments  se  correspondant  des 
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deux  côtés  de  la  coupure  D,,  l'élémenl  m  étant  sur  le  côté  de  la 
coupure  auquel  correspond  la  flèche.  Nous  aurons  pour  éléments 


de  l'intégrale 


en  /?z X  (PL 

en  m' —  (  X  -+-  <r/'i  )  dY  : 


pour  le  second  élément,  X  est  en  eff"et  devenu  X  +  d\  et  le  signe 
a  changé,  les  éléments  m  et  m'  étant  parcourus  en  sens  inverse. 
Nous  aurons  donc  pour  la  somme 

—  d\  dY, 

et  il  faut  faire  la  somme  de  cette  expression  pour  les  éléments  ;??, 
ce  qui  donne  immédiatement 

Prenons  de  même  deux  éléments/?  et/»';  on  aura  pour  élé- 
ments de  l'intégrale 

en  jo XdY 

en  p' — (X  —  c\)  dY 

dont  la  somme  donne  c\  dY  qui,  intégrée  pour  les  éléments  p, 
conduit  de  suite  à 

La  première  rétrosection  donne  donc,  comme  valeur  de  l'inté- 
grale cherchée, 

1        1   ~~~       1         1  * 

Nous  avons  par  suite  l'inégalité  fondamenlale 

(lo)  2  {(^'hd'h—  c'iid'h)  >  o, 

h  =  i 

et,  je  le  répète,  cette  inégalité  exclut  l'égalité. 

Je  tirerai  de  suite  de  cette  inégalité  une  nouvelle  démonstra- 
tion du  théorème  démontré  dans  la  Section  précédente  et  relatif 
au  nombre  des  intégrales  linéairement  indépendantes.  Ce  nombre 
ne  peut  être  supérieur  à  y?,  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait 
former  une  intégrale  de  première  espèce,  ne  se  réduisant  pas  à  une 
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constante,  et  pour  laquelle  les  périodes  relatives  aux  coupures  D 
se  réduiraient  à  zéro;  ce  qui  est  incompatible  avec  l'inégalité 
précédente. 

13.   L'intégrale  générale  de  première  espèce  est  de  la  forme 

(il)  ^{Ak-^iBk)l/c, 

A=l 

les  A  et  B  désignant  des  constantes  réelles  quelconques  et  les  1 
représentant  des  intégrales  linéairement  indépendantes.  Dési- 
gnons cette  intégrale  par  X  +  t Y  ;  les  2p  périodes  de  X  seront 


(A=  1,2,    ...  ,/>). 


Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  2p  constantes  A^  et  B;^  de  manière  que 
ces  2/»  périodes  prennent  telles  valeurs  que  l'on  voudra.  Il  suffit 
pour  cela  de  faire  voir  que  le  dé  terminant  des  coefficients  de  A^etB^ 
dans  ces  2p  formes  linéaires  ne  peut  être  nul.  Pour  le  montrer,  re- 
marquons simplement  que,  si  ce  déterminant  était  nul,  on  pour- 
rait choisir  les  A  et  B^  non  tous  nuls,  de  manière  à  annuler  toutes 
les  périodes  de  X.  On  aurait  alors  une  intégrale  (ii)  pour  la- 
quelle les  parties  réelles  de  toutes  les  périodes  seraient  nulles. 
Or  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  pour  une  intégrale  de 
première  espèce  ne  se  réduisant  pas  à  une  constante,  comme  le 
montre  l'inégalité  (lo)  qui  ne  peut  être  vérifiée  quand  toutes  les 
lettres  pourvues  d'un  seul  accent  sont  nulles.  Enonçons  donc  ce 
théorème  : 

On  peut  former  une  intégrale  de  première  espèce  pour  la- 
quelle les  parties  réelles  des  ip  périodes  ont  des  valeurs  arbi- 
trairement données. 

Une  conséquence  immédiate  est  que  les  ip  périodes  d'une  inté- 
grale arbitraire  de  première  espèce  sont  distinctes.  On  se  rap- 
pelle la  définition  des  périodes  distinctes  (p.  2i3  de  ce  Volume). 
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Il  est  impossible  ici  qu'il  existe  entre  les  périodes  d'une  intégrale 
arbitraire  de  première  espèce  une  relation  homogène  et  linéaire 
à  coefficients  entiers  puisque  les  parties  réelles  des  périodes  peu- 
vent être  choisies  arbitrairement. 

Comme  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  le  remarquer  (p.  216), 
le  nombre  des  périodes,  pour  une  intégrale  déterminée  de  pre- 
mière espèce,  peut  être  inférieur  à  2/?,  mais  nous  ferons  la  re- 
marque que  le  nombre  des  périodes  distinctes  d'une  intégrale 
de  première  espèce  ne  peut  être  inférieur  à  deux. 

Supposons  en  effet  qu'une  intégrale  I  de  première  espèce  n'ait 
qu'une  seule  période  w.  Considérons  alors  l'expression  (') 
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Cette  expression  n'aura  qu'une  seule  valeur  en  chaque  point 
(jc,  y)  de  la  surface  de  Riemann.  D'autre  part,  elle  reste  toujours 
finie;  elle  devrait  donc  se  réduire  à  une  constante  (Chap.  XIII, 
§  27),  ce  qui  est  absurde. 

14.  Indiquons  maintenant  ce  qu'on  entend  par  intégrale  nor- 
male de  première  espèce.  Cherchons  à  déterminer  p  intégrales 
de  première  espèce  Ji,  J2,  ...,  ip  pour  lesquelles  les  périodes 
correspondant  aux  coupures  D,,  D2,  . . . ,  D^  forment  le  Tableau 
suivant  : 


Ji 

J, 


On  partira  pour  cela  des/)  intégrales  linéairement  indépendantes 
I,,  I2,  ...,  I^  et  l'on  déterminera  les  constantes  a^,  ao,  ...,  o.p  de 
manière  que  les  périodes  de 

(12)  ai  II  -t-  «2  I2  -i- •  •  •+  «/)  J/) 


(')  On  reconnaîtra  là  sous  une  forme  plus  condensée  la  généralisation  du  rai- 
sonnement fait  à  la  page  216. 


Di 

D, 

D3     . 

..    D^ 

I 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

1 
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correspondant  aux  coupures  D  aient  successivement  les  valeurs 
correspondant  à  ce  Tableau.  On  aura  ainsi  à  résoudre  successive- 
ment/? systèmes  de  p  équations  du  premier  degré.  Il  est  essentiel 
de  remarquer  que  le  déterminant  commun  de  ces  systèmes  ?i'est 
pas  nul,  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait  choisir  les  a  (non 
tous  nuls)  de  manière  que  les  périodes  de  (12)  correspondant  aux 
coupures  D  soient  toutes  nulles,  ce  qui  est  en  contradiction  avec 
l'inégalité  fondamentale  (10)  où  toutes  les  lettres  d  ne  peuvent 
s'annuler  simultanément. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  intégrales  J  ainsi  déterminées 
sont  linéairement  indépendantes,  car  aucune  combinaison  linéaire 
des  J  ne  peut  se  réduire  à  une  constante  sans  que  les  coefficients 
soient  nuls,  comme  on  le  voit  tout  de  suite  en  égalant  à  zéro  les 
périodes  relatives  aux  coupures  D  d'une  telle  combinaison. 

On  appelle  les  intégrales  J  les  intégrales  normales  de  pre- 
mière espèce.  Nous  désignerons  j)ar  le  Tableau  suivant  le  Ta- 
bleau des  périodes  des  intégrales  normales  : 


Dans  chaque  ligne  horizontale  se  trouvent  les  périodes  de  l'inté 
grale  normale  correspondant  à  cette  ligne. 

15.  Il  existe  entre  les  périodes  de  deux  intégrales  quelconques 
de  première  espèce  une  relation  remarquable.  Soient  1  et  i  deux 
telles  intégrales,  dont  nous  désignons  les  périodes  respective- 
ment par 

Ch     e,\.     du      1 

(A=  1,2,  ...,p). 


Di 

D2      . 

..    D^ 

c, 

C2      . 

.     C;, 

I 

0 

0 

Tu 

T12      . 

■    "^Yp 

0 

I 

0 

T.21 

^22 

z^p 

0 

0 

I 

'^pX 

Tp2       • 

■     '^Pl' 

Cfi     et     d/i 
"ih     et     Ô/, 


Considérons  l'intégrale 


/' 


\di. 
On  peut  lui  appliquer  le  théorème  de  Cauchy  relativement  au 
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contour  K;  elle  sera  nulle.  La  seule  discussion  à  faire,  pour  s'en 
convaincre,  est  relative  aux  points  à  l'infini  sur  les  feuillets  et 
aux  points  de  ramification;  elle  se  fait  comme  pour  l'intégrale 
étudiée  au  paragraphe  précédent.  Nous  avons  donc 


X 


I  cU  =  o. 

K 


Le  calcul  de  cette  intégrale  est  entièrement  analogue  à  celui  de 

XdY; 


.c 


les  périodes  de  I  et  de   i  remplacent  seulement  respectivement 
celles  de  X  et  de  Y.  Nous  aurons  donc 

Zu  ^^^  ^'''  ~  T/i  dh)  =  o. 
h-l 

11  résulte  de  cette  égalité  que  nous  avons  entre  les  périodes  de  p 
intégrales  de  première  espèce 

/>(/>  — 0 


relations,  en  l'appliquant  de  toutes  les  manières  possibles  à  deux 
de  ces  intégrales.  Ces  relations  prennent  une  forme  particulière- 
ment simple  pour  les  intégrales  normales  J.  Ainsi  prenons  J, 
et  J2  :  on  a  de  suite 

T12  -+-  ^21  =  O. 

D'une  manière  générale,  il  vient 

Ces  égalités  sont  fondamentales. 

16.  Nous  terminerons  cette  étude  des  intégrales  de  première 
espèce,  en  indiquant  une  nouvelle  égalité,  conséquence  d'ailleurs 
de  l'inégalité  fondamentale  et  qui  joue  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions abéliennes  un  rôle  capital.  Considérons  l'intégrale 

nii  Ji-i-  ?7i2  J2  +  .  .  .-H  mp  J,„ 
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OÙ  les  m  sont  des  constantes  réelles  quelconques,  et  appliquons  à 
ses  périodes  l'inégalité  (9).  En  posant 

on  trouve,  après  quelques  réductions  très  simples, 

\   m  h  m,,  il,,>o         (  /t,  A-  =  1 ,  2, p  ). 

On  peut   donc    énoncer    que    la  forme   quadratique   en    nii  , 

2  "^''  "^^  ""'^'^ 

est  définie  et  positive. 

V.  —  Des  intégrales  de  seconde  espèce. 

17.  Nous  avons  désigné  d'une  manière  générale  sous  le  nom 
àH intégrales  de  seconde  espèce  les  intégrales  n'ajant  sur  la  sur- 
face de  Riemann  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles.  Nous 
allons  former  a  priori  une  intégrale  de  seconde  espèce  ayant  un 
seul  pôle.  Soit  (^,  'i\)  un  point  arbitraire  de  la  surface  de  Rie- 
mann et  désignons  par 

(i3)  ax^hy  +  c  =  ç> 

l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe /(x,  j")  ^  o  au  point  (^,  Tj). 

J'envisage  l'intégrale 


(>4)  / 


,  (ax-+-by-\-c)f'' 


où  P(x,  jj^)  représente  un  polynôme  adjoint  de  degré  m —  2  s'an- 
nulant  pour  les  m  —  2  points  simples  de  rencontre,  en  dehors  du 
point  de  contact,  de  la  droite  (i3)  avec  la  courbe  f.  Cherchons 
d'abord  le  nombre  des  constantes  arbitraires  figurant  dans  P(.a7,  y\ 
Ce  nombre  sera  au  moins  égal  à 

c'est-à-dire  à/?  -f- 1 .  Mais  on  aperçoit  de  suite  une  famille  de  po- 
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lynômes  P{x,  y)  remplissant  les  conditions  requises  et  dépendant 
de  p  paramètres  ;  elle  est  fournie  par 

Q(^,  y)  étant  le  polynôme  général  adjoint  d'ordre  m  —  3  qui  a 
joué  le  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce.  Pour  une  telle  valeur  de  P,  l'intégrale  (i4)  se  ré- 
duit à  une  intégrale  de  première  espèce;  mais,  puisque  la  famille 
générale  des  polynômes  P(«,  y),  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quées, dépend  au  moins  âe  p  -\-  i  paramètres  arbitraires,  il  y  aura 
certainement  un  polynôme  P(x,y)  ne  contenant  pas  (ax  +  by-j-c) 
en  facteur,  et,  par  suite,  ne  s'annulant  pas  en  (^,  r,  ).  Pour  un  tel 
polynôme,  V  intégra  le  (i4)  est  de  seconde  espèce.  Il  suffît,  pour 
l'établir,  de  remarquer  que  cette  intégrale  devient  infinie  au 
point  (i,"0)  de  la  surface  de  Riemann  et  en  ce  point  seulement. 
Cet  infini  est  nécessairement  un  pôle;  on  pourrait  le  vérifier  di- 
rectement, mais  on  évitera  tout  calcul  en  remarquant  qu'une  in- 
tégrale ne  peut  avoir  un  seul  infini  logarithmique  d'après  la  rela- 
tion 


démontrée  au  §  3  de  ce  Chapitre.  Le  pôle  est  d'ailleurs  évidem- 
ment un  pôle  simple. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  le  nombre  des  constantes  figurant 
dans  P  était  au  moins />-t-i,  ignorant  a  priori  si  la  disposition 
particulière  des  points  qui  déterminent  le  réseau  de  courbes  n'é- 
lèverait pas  le  nombre  des  constantes  au-dessus  du  nombre  p  -h  i 
qui  est  celui  que  donne  la  numération  directe.  En  fait,  on  peut 
voir  que  ce  nombre  sera/>  -|-  i  i  en  effet,  si  l'on  a  deux  polynômes 
P,  et  P2  ne  s'annulant  pas  en  (^,  tj),  on  peut  choisir  la  constante  a 
de  manière  que  Pi  —  aPo  s'annule  en  (^,  v]);  on  a  alors 

Pi  —  olV^  —  {ax  -^  by  +  c)Çl{x,y). 

Donc  Pi  ne  dépend  que  de/?  -h  i  constantes. 

Soit  H  une  intégrale  (i4)  de  seconde  espèce  ayant  le  pôle  (i,'/)); 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  intégrales  de  seconde 


/ 
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espèce  ayant  le  pôle  simple  (^,  t])  seront  de  la  forme 

(i5)  otH  +  BiIi  +  Pala+.-.-f-PpIp, 

les  I  représentant  yo  intégrales  distinctes  de  première  espèce,  a  et 
les  [3  des  constantes  arbitraires. 

18.  Nous  pouvons  choisir  a  de  manière  que  le  résidu  de  l'in- 
tégrale (i5)  relativement  au  pôle  (^,  "/])  soit  Vunité.  De  plus,  on 
peut  choisir  les  ^  de  manière  que  les  périodes  de  (t5)  relatives 
aux  coupures  D  soient  nulles.  On  a  alors  iine  intégrale  de  seconde 
espèce  parfaitement  déterminée;  nous  l'appellerons  \ intégrale 
normale  de  seconde  espèce  relative  au  point  (^,  -/]).  Désignons-la 
par  E;  ses  périodes  seront 

D,     D2     ...     D„     Cl     C.2     ...     C„ 


o       o       ...       o       ei      e^      ...      e  p 

Les  périodes  e,  relatives  aux  coupures  C,  ont  des  valeurs  extrê- 
mement simples  que  nous  allons  maintenant  faire  connaître. 

Considérons  à  cet  effet,  avec  Riemann,  l'intégrale 

E  dlh , 


/■ 


où  J^  est  une  intégrale  normale  de  première  espèce.  Cette  inté- 
grale prise  le  long  du  contour  K  n'est  plus  nulle  ici,  comme  celle 
que  nous  avons  considérée  au  §  14,  puisque  la  fonction  E  a  un 
pôle  au  point  (^,  r,),  mais  nous  aurons,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy  étendu  aux  surfaces  de  Riemann, 

(i6)  Te^J/,  =  2Trf.R, 

en  désignant  par  R  le  résidu  de 

F  ^^ 
dx 

par  rapport  au  pôle  (|,  ■/]).  Calculons  de  suite  ce  résidu;  le  résidu 

in/  Il       •    f  dlh        ,         ,1.        Qfi(x,  y)  ^    . 

de  E  étant  1  unité,  et  -r-,  c  est-a-dire         -,       ?  restant  nni  pour 

aX  Jy 
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(c,  /j),  on  aura 

SX  :=   -T-, j 

en  désignant,  bien  entendu,  pai'  Q/î(-^?JK)  le  polynôme  adjoint 
d'ordre  77i  —  3  correspondant  à  l'intégrale  normale  J^. 

Quant  au  calcul  de  l'intégrale  figurant  dans  le  premier  membre 
de  (i6),  il  est  entièrement  analogue  à  celui  que  nous  avons  eu  à 
faire  au  §  14;  les  périodes  de  E  et  J/j  remplacent  celles  de  I  et  i. 
On  a  immédiatement 

e/i  =  aiTi -^^,— -         {h=  1,1,  .  .  .,  p). 

Ainsi  les  périodes  de  Vintégrale  normale  de  seconde  espèce  re- 
lative à  un  pôle  (i,  rj)  s'expriment  d'une  manière  algébrique. 

19.  Prenons  maintenant  sur  la  surface  p  points  (çi,  r,,), 
Çi-ii  '^is)?  •  •  • }  (ipi  'f\p)i  qLii  vont  rester  fixes,  mais  à  qui  nous  don- 
nons une  position  arbitraire ,  et  envisageons  les  intégrales  nor- 
males de  seconde  espèce  correspondantes  E,,  Eo,  .  ..,  E^.  Nous 
allons  montrer  qu'aucune  combinaison  linéaire  à  coefficients  con- 
stants des  ip  intégrales 

Ej,     liio,      •••,     Jip)     ^  il     ^ii     •  •  •  ■)     J/' 

ne  peut  se  réduire  à  une  fonction  rationnelle  de  [x^y). 

Il  faudrait  et  il  suffirait  pour  cela  que  toutes  les  périodes  de 

Al  Ei-i- AïEï-h. .  .  + ApEp-h  Bi  Ji  -h. . .+  Bp  J^ 

fussent  nulles.  Pour  que  les  périodes  relatives  aux  D  soient  nulles 

on  doit  avoir 

Bi  =^B.2=...=  Bp  =  o. 

Les  périodes  relatives  aux  coupures  C  seront  nulles  si  l'on  a 

Al  Qa(^i,  r^)  +  A2  Q/,(^2,  Tj2)  +. .  .H-  Ap  Qa(^p,  ï)/.)  =  o 
(A=  \,i,  ...,  p). 

Mais  ces/?  relations  entraînent  nécessairement 

Al  =  A2  ==...  =  Ap  =  o, 
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car  le  déterminanl 


Ql(^l,^l)       Ql(^2,V)2) 


Qpau-rii)     Qpa^,'r„) 


ne  peut  être  nul  si  les  p  points  (^1 ,  -^i,  ),...,  (^p,  -/]p)  ont  été  pris 
arbitrairement  (§  10),  et  la  combinaison  formée  est  alors  identi- 
quement nulle. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  nous  aidons  formé  2p  intégrales  de 
première  et  de  seconde  espèce  linéairement  indépendantes ,  en 
entendant  ici  par  intégrales  linéairement  indépendantes  des  inté- 
grales dont  aucune  combinaison  linéaire  n'est  rationnelle  en 
(^,y).  Il  n'y  a  aucune  confusion  à  craindre  pour  les  deux  sens 
dans  lesquels,  suivant  les  cas,  nous  entendons  les  mots  linéaire- 
ment indépendants .  Quand  il  sera  question  d'intégrales  de  se- 
conde espèce,  il  s'agira  toujours  du  sens  que  nous  venons  d'indi- 
quer. Il  est  clair  que  le  déterminant  d'ordre  ip  formé  avec  les 
périodes  de  nos  ip  intégrales  n'est  pas  nul. 

20.  Toute  autre  intégrale  de  seconde  espèce  s'exprime  linéai- 
rement à  l'aide  des  2/>  intégrales  précédentes  et  d'une  fonction 
rationnelle.  Soit  en  effet  H  une  intégrale  absolument  quelconque 
de  seconde  espèce.  Nous  pouvons  choiiir  les  constantes  A  et  B  de 
manière  que  les  ip  périodes  de 


(17) 


H  -H  Al  El  + . . .  -I-  A„  E„  +  Bi  Ji 


B„  J, 


soient  nulles;  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  déter- 
minant des  ip  équations  du  premier  degré  ainsi  obtenues  ne  sera 
pas  nul.  L'expression  (17)  n'ajant  pas  de  périodes  et  n'ayant  que 
des  pôles  sera  une  fonction  rationnelle  de  (^,  y')^  et  nous  pou- 
vons, par  suite,  énoncer  que  toutes  les  intégrales  de  seconde 
espèce  s^ expriment  à  Vaide  de  -xp  d^ entre  elles,  linéairement 
indépendantes,  et  d^une  fonction  rationnelle  de  (x^y). 

On  pourrait  démontrer  le  théorème  précédent,  qui  est  capital, 
d'une  manière  purement  algébrique,  en  s'appuyant  sur  la  réduc- 
tion que  nous  avons  donnée  Tome  I(p.  52  et  suiv.)  pour  les  inté- 
grales de  difFérenlielles  algébriques.  Du  moins,  on  peut  voir  faci- 

P.    -    II.  on 
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lement  ainsi  que  toutes  les  intégrales  de  seconde  espèce  sont 
réductibles  à  ip  d'entre  elles  et  aune  partie  rationnelle  en  (^5  j-), 
mais  il  serait  moins  simple  d'établir  directement  que  ces  ip  inté- 
grales sont  linéairement  indépendantes.  Nous  n'insisterons  pas 
sur  ce  genre  de  démonstrations. 

21.  De  même  que  nous  avons  cherché  une  relation  entre  les 
périodes  de  deux  intégrales  de  première  espèce,  on  peut  de  la 
même  manière  trouver  une  relation  entre  les  périodes  d'une  in- 
tégrale de  première  espèce  et  celles  d'une  intégrale  de  seconde 
espèce.  Reprenons  l'intégrale  arbitraire  H  de  seconde  espèce,  et 
soit  I  une  certaine  intégrale  de  première  espèce;  on  considérera 
encore  l'intégrale 


X 


K 


prise  le  long  du  contour  R.  Cette  intégrale  sera  égale  au  produit 
de  iTzi  par  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  différents  pôles  de  la 

fonction  H-i-;    cette  somme  R  pourra   être  facilement  calculée 

dans  chaque  cas,  et  l'on  aura  par  suite  la  relation  cherchée 

h=p 

2^  (^^^  ^à  —  TA  <^h)  =  27r  J.R, 
h  =  l 

en  désignant  respectivement  par  Ch,  dh  et  y^,  o^  les  périodes  de  H 
et  I. 

VI.  —  Des  intégrales  de  troisième  espèce. 

22.  L'étude  des  intégrales  de  troisième  espèce  se  fait  d'après 
les  mêmes  principes  que  celle  des  intégrales  de  seconde  espèce. 
Partons  ici  d'une  droite  quelconque  ax  +  Z>y  +  c  =  o,  et,  parmi 
les  m  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  courbe/",  consi- 
dérons-en deux  particulièrement  (^,,7),)  et  (^2;.  ^2);  nous  les 
désignerons  simplement,  pour  abréger,  par  les  points  ^,  et  ^2- 
Ceci  posé,  formons  encore  l'intégrale 


/ 


P(a7,  y)dx 
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P(^,y)  étant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  2  s'annulant 
pour  les  m — 2  points  de  rencontre  de  ax-]-by+  c  ^:=  o  avec/", 
distincts  de  ^i  et  ^2-  Sous  ces  conditions,  l'intégrale  précédente  de- 
viendra infinie  pour  ^,  et  ^2,  si  le  polynôme  P  ne  s'annule  pas  en 
ces  deux  points.  On  montrera  comme  plus  haut  que  le  polynôme  P 
renferme  p  +  i  constantes  arbitraires  et  qu'il  existe  un  poly- 
nôme J?(x,  y)  ne  s'annulant  pas  pour  ^,  et  ^o,  tous  les  autres 
étant  de  la  forme 

aP(:r,  jk)  +  (a.r  +  èj^  +  c)  (Pi  Qi  +  p2  Q2 +. . .+ !3p  Qp). 

L'intégrale  ainsi  obtenue  aura  les  deux  points  ^,  et  ^2  comme  infi- 
nis logarithmiques;  dans  le  voisinage  du  premier,  la  fonction  de- 
viendra infinie  comme 

Al0g(37  —  Çi), 

A  étant  une  constante,  c'esl-à-dire  qu'elle  sera  égale  à  l'expres- 
sion précédente  augmentée  d'une  fonction  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  ^j.  Elle  deviendra  infinie,  pour  x  =  Ç2,  comme 

—  Alog(a7  — ^2)- 

Les  coefficients  des  logarithmes  sont  égaux  et  de  signe  contraire 
d'après  la  relation  \  A  =  o  du  §  3. 

On  peut  choisir  la  constante  a  de  manière  que  A=  i,  et,  de 
plus,  les  constantes  [3  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte  que 
les  périodes  relatives  aux  coupures  D  de  notre  intégrale  de  troi- 
sième espèce  soient  toutes  nulles.  On  a  alors  une  intégrale  de 
troisième  espèce  que  nous  appellerons  intégrale  normale  de 
troisième  espèce  relative  aux  points  ^i  et  ^2-  Nous  la  désignerons 
par 

les  parties  logarithmiques  de  cette  intégrale  sont  respectivement 

pour  ^i  et  ^2 

-i-log(a?  — ^1)         et         —  log(a7  — ^,), 

et  les  périodes  relatives  aux  D  sont  toutes  nulles.  Nous  allons 
calculer  les  périodes  relatives  aux  coupures  G;  l'intégrale  a  de 
plus  une  période  polaire  271:1  relative  aux  points  singuliers  loga- 
rithmiques. 
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23.  Les  périodes  cycliques  de  S^^^, ,  relatives  aux  coupures  G 
et  que  nous  désignerons  par  s^,  s^,  ...,  Sp,  ont  une  forme  très 
simple;  nous  allons  les  trouver  en  suivant  la  même  voie  que 
pour  les  intégrales  de  seconde  espèce.  Considérons  toujours  le 
contour  K  sur  la  surface  de  Riemann  {/ig-  52),  puis  réunissons 
les  points  ^i   et  ^2  par  une  ligne  ne  rencontrant  pas  K  et  dont 

Fig.  52. 


nous  faisons  une  nouvelle  coupure  que  nous  joindrons  par  une 
autre  coupure  a^  à  un  point  quelconque  de  K.  Appelons  K/  le 
contour  K  modifié  par  cette  addition,  et  supposons-le  parcouru 
dans  le  sens  des  flèches  de  la  figure.  Il  est  manifeste  que  l'inté- 


grale 


(i8-) 


uJ  j 


prise  le  long  du  contour  K'  est  nulle,  J^  désignant  toujours  une 
intégrale  normale  de  première  espèce.  Nous  aurons  comme  valeur 
des  éléments  en  m  et  jn' 

en  771 ^?  L  '^^h 

en  m' —  (S|  ^^ -f- 2Tit)  <r/J/j 

dont  la  somme  donne 

—  iTzi  di/i, 

et,  par  suite,  la  valeur  de  l'intégrale  (i8)  sur  les  deux  bords  de  la 
coupure  (i,,  ^2)  est 

—  iTzi  I      dJfi- 

Les  intégrales  des  deux  bords  de  la  coupure  a3  se  détruisent 
et  il  reste  à  évaluer  l'intégrale  relative  au  contour  K.  Or  c'est  un 
calcul  que  nous  avons  déjà  fait  à  différentes  reprises;  l'intégrale 
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se  réduit  à  Sh  et  nous  avons  donc 


izi  j      di/i         (h  =  1,2,  .  .  .,  p), 


Sh 

formule  qui  fait  connaîtx^e  les  périodes,  relatives  aux  C,  de  l'in- 
tégrale normale  de  troisième  espèce. 

24.  Il  est  facile  de  voir  que  toute  intégrale  de  troisième  es- 
pèce est  une  somme  d'intégrales  normales  de  troisième  espèce 
et  cVune  intégrale  de  seconde  espèce.  Supposons  que  l'inté- 
grale n  considérée  ait  /■  points  singuliers  logarithmiques  aj  , 
«o,  ...,  ar  avec  les  coefficients  correspondants  Ai,  Ao,  ...,  A;- 
satisfaisant  nécessairement  à  la  relation 

Al  -t-  Aq  -t- . . .  +  A;.  =  o. 

Formons  les  intégrales  normales  de  troisième  espèce 

et  la  combinaison  linéaire 

Bi  Srtjfl»  -f-  B2  Sfl^rtj  -H  .  .  .-1-  Dp—i  Sfl^_j  ar- 

On  peut  choisir  les  B  de  manière  que  cette  somme  devienne  in- 
finie en  a,,  «o,  . . . ,  a,-  comme  l'intégrale  II.  On  n'a  qu'à  écrire 

.  Bi  =  Al, 

B2  —  Bi  ^  A2 , 


B/— 1  —  B,._2  —  A,._i,  « 

-B,_i  =  A,., 

et  ces  r  équations  compatibles,  en  vertu  de    7j^=^o>  détermi- 
nent les  B.  Ces  coefficients  étant  ainsi  choisis,  l'intégrale 

n  —  (Bi  Sflj«,  -H.  .  .  -H  B,._i  ?)ar-iar) 

n'aura  plus  de  points  singuliers  logarithmiques  :  ce  sera  une  in- 
tégrale de  seconde  espèce. 

25.   Démontrons  maintenant  le  théorème  important  connu  sous 
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le  nom  de  théorème  de  V échange  du  paramètre  et  de  V argu- 
ment. 

On  trace  sur  la  surface  de  Riemann,  rendue  simplement  con- 
nexe au  moyen  du  contour  K,  deux  coupures  (^i,  ^2)  et  (a,,  ao) 
ne  coupant  pas  K  et  ne  se  coupant  pas  entre  elles.  Formons  alors 
les  deux  intégrales  normales  de  troisième  espèce 

S^,  5,     et     Sa,  a„, 

qui  sont  des  fonctions  uniformes  sur  la  surface  affectée  des  cou- 
pures indiquées.  Pour  avoir  un  contour  unique,  nous  joindrons, 


comme  plus  haut,  les  coupures  ^j  ^2  et  les  coupures  a.\  a..^  au  con- 
tour K  :  on  forme  avec  toutes  ces  coupures  un  contour  unique  K'. 
Nous  avons  la  relation 


X 


d'après  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  étendu  aux  surfaces 
de  Riemann.  La  partie  de  l'intégrale  relative  au  contour  K  sera 
nulle  puisque  les  périodes  relatives  aux  coupures  D  des  deux 
fonctions  S  sont  nulles.  Il  reste  simplement  à  considérer  les  inté- 
grales relatives  aux  coupures  (^,  ^2)  et  (a,  ao).  La  première  nous 
donne,  par  un  calcul  tout  à  fait  analogue  à  celui  du  §  23, 


'"'i 


1= 

"Sa,  Ko- 


Pour  avoir  la  seconde,  remarquons  c[ue  le  long  d'une  ligne  entou- 
rant les  deux  points  a,,  ao  on  a,  en  intégrant  par  parties, 


/      ?i  ^2  ^^^of-i  Ci  —  —  /   ^«1  «i  ^^^c 


Cl  Ci  ' 
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or  la  seconde  intégrale  donnera  de  suite,  pour  la  coupure  a,  ao, 


'.■Kl    I 


dS 


?.?. 


On  a  donc  l'égalité 


qui  exprime  le  théorème  de  V échange  du  paramètre  et  de  V ar- 
gument. 

26.  Nous  terminerons  ces  généralités  sur  les  intégrales  abé- 
liennes  en  revenant  au  tliéorèilie  d'Abel,  sommairement  étudié 
au  §  o  de  ce  Chapitre,  et  en  lui  donnant  pour  les  intégrales  de 
troisième  espèce  une  forme  très  commode  pour  les  applications. 
Nous  allons  d'ailleurs  employer  encore  une  fois  la  considération 
d'intégrales  de  la  forme 


/ 


étendues  à  un  circuit  convenable  de  la  surface  de  Riemann,  inté- 
grales c[ue  ce  grand  géomètre  a  employées  si  heureusement  pour 
l'étude  des  propriétés  fondamentales  des  intégrales  abéliennes 
des  trois  espèces,  comme  on  vient  de  le  voir  dans  les  paragraphes 
précédents.  Soit  toujours  S^^^^  l'intégrale  normale  de  troisième 
espèce  correspondant  aux  points  \^  et  ^o,  et  désignons  par 

les  équations  de  deux  courbes  de  degré  n.  La  première  rencontre 
la  courbe  y  en  mn  points  a<,  ao,  ...,  o-mn  et  la  seconde  en  mn 
points  [3i,  ^o,  . . . ,  [3^j«.  Après  avoir  tracé  sur  la  surface  de  Rie- 
mann le  contour  K  et  la  coupure  ^i  ^o?  nous  joignons  par  des 
arcs  de  courbe  ces  points  de  rencontre  deux  à  deux,  en  nous  ar- 
rangeant de  manière  que  les  lignes 

ne  se  coupent  pas  entre  elles  et  ne  coupent  pas  le  contour  K  ni  la 
coupure  \^  ^o.  Nous  allons  considérer  les  lignes  précédentes 
comme   des   coupures  que  nous  joindrons  au  contour  K  par  des 
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coupures  auxiliaires  ainsi  que  la  coupure  ^i  ^o?  et  nous  désignons 
par  K'  le  contour  total  ainsi  formé.  Ces  constructions  faites,  for- 
mons l'intégrale 


X 


K'  T 

Elle  sera  nulle;  or  il  est  facile  de  calculer  sa  valeur  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  différentes  reprises. 

La  fonction  logj  n'ayant  pas  de  périodes  cycliques,  la  partie 
de  l'intégrale  précédente  relative  à  K  sera  nulle.   D'autre  part, 

Fig.  5^. 


l'intégrale  relative  aux  coupures  auxiliaires  est  évidemment  nulle. 
Calculons  la  valeur  de  l'intégrale  pour  une  coupure  a^  [3^  ;  nous 
aurons 


ITZl    I 

'J  ri. 


dS 


?■?. 


Pour  l'intégrale  relative  à  la  coupure  ^i  ^2,  on  substituera,  après 
intégration  par  parties,  l'intégrale 


-fs,.> 


dloi 


et,  par  suite,  on  aura 


TCi  /      (iloar-r     ou     27:j1os(t)     (- 


î 
?/?. 


en  désignant  par  (  -f  )     la  valeur  de  la  fonction   rationnelle  -y  au 
point  i|.  Il  vient  donc  finalement 


It  —  inn  o 
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C'est  le  théorème  d'Ahel  pour  l'intégrale  normale  de  troi- 
sième espèce.  Pour  l'avoir  sons  une  forme  qui  corresponde  aux 
généralités  indiquées  plus  haut  (§  5),  il  suffit  de  considérer  une 
famille  de  courbes 

dépendant  de  /'  paramètres  arbitraires  qui  figurent  rationnelle- 
ment dans  cette  équation. 

Supposons  que  la  courbe  cp  corresponde  à  des  valeurs  numé- 
riques fixes  données  aux  paramètres,  tandis  que  ^h  correspondra 
à  des  valeurs  arbitraires  de  ces  paramètres.  On  voit  que  le  second 
membre  sera  le  logarithme  d'une  fonction  rationnelle  de  ces  pa- 
ramètres ;  ceci  est  d'accord  avec  le  premier  énoncé  que  nous 
avons  donné  du  théorème  d'Abel  ('). 

27.  Le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce 
se  démontrera  évidemment  par  la  même  voie;  on  aura  seulement 
à  considérer  l'intégrale 


/ 


log  I  d\, 


I  désignant  une  intégrale  de  première  espèce.  Il  n'j  a  pas  ici  de 
points  ^1  et  ^o.  et  l'on  a  de  suite 


2/ 


dl  =  o. 


J'ajoute  seulement  encore  une  remarque  importante  sur  l'appli- 
cation du  théorème  d'Abel  aux  intégrales  de  première  espèce. 

Considérons  un  faisceau  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  2. 
Ce  faisceau  contiendra 

(m- — i){m-^\)       ■^n       i(i  —  t) 

^   ~ ou     m  —  1^-p 


paramètres  entrant  d'une  manière  non  homogène. 


(')  Cette  forme  du  théorème  d'Abel,  ainsi  que  le  lliéorème  sur  l'ccliange  du 
paramètre  et  de  l'argument,  ont  été  donnés  par  Clebsch  et  Gordan  dans  leur  Ou- 
vrage classique  :  Théorie  der  Abelschen  Furictionem  (i86(i). 
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Or  le  nombre  des  points  de  rencontre  de /avec  les  courbes  de 
ce  faisceau  est 

m{m  —  1)  —  \  «^.{(j^i)     ou     7n~i-^ip. 

On  pourra  donc  prendre  m  —  2  +/?  points  arbitrairement  et  les 
p  autres  s'ensuivront,  leurs  coordonnées  étant  fonctions  algé- 
briques des  coordonnées  des  premiers.  Ceci  posé,  nous  pouvons 
établir  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales 
abéliennes  de  première  espèce  est  égale  à  une  somme  de  p  in- 
tégrales dont  les  limites  sont  des  fonctions  ALcÉBraQUEs  des 
limites  des  premières.  Nous  voulons  dire  par  là  que  la  somme 


des  k  intégrales 


■T7.  Yh 


où  (^^0,  j'o)  est  un  point  fixe  de  la  courbe,  peut  s'exprimer  par 
une  somme  de  p  intégrales 


),=t 


l 


où  les  (^X7  '^x)  sont  des  fonctions  algébriques  des  (.r^,  y/i)- 

La  démonstration  est  immédiate  :  il  suffît  de  montrer  l'exac- 
titude du  théorème  pour  /?  + 1  intégrales.  Or,  parmi  les 
m  — ■  1  -\- p  points  de  rencontre  dont  nous  disposons  arbitraire- 
ment, supposons  que />  +  I  coïncident  avec  les  limites  données 
de  nos  intégrales,  les  autres  étant  des  points  fixes.  L'application 
du  théorème  d'Abel  nous  permettra  d'exprimer  la  somme  des 
/>  +  I  intégrales  par  une  somme  de  p  intégrales  dont  les  limites 
sont  fonctions  algébriques  des/»  -h  i  premières  limites.  La  propo- 
sition est  donc  établie. 


CHAP.   XV.  —  DES  FOMCTIONS  UNU'ORMES  SUR  UNE  SURFACE  DE  RIEMANN.        f\1'] 


CHAPITRE  XV. 

DES  FONCTIONS  UNIFORMES  SUR  UNE  SURFACE 
DE  RIEMANN  {'). 


I.  —  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  de  a;  et  jk 
en  éléments  simples. 

1.  Les  fonctions  uniformes  F  sur  la  surface  de  Riemann,  dont 
nous  allons  nous  occuper  dans  ce  Chapitre,  n'ont  d'autres  points 
singuliers  que  des  pôles;  ce  sont,  par  conséquent,  des  fonctions 
rationnelles  de  x  et  y^  en  désignant  toujours  par 

f{x,y)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  algébrique  de  degré  m  qui  définit  la  sur- 
face de  Riemann. 

Nous  commencerons  par  définir  le  degré  d'une  fonction  F,  en 
montrant  que  l'équation 

(I)  F  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire,  a  toujours  le  même  nombre  p.  de 
racines,  quelle  que  soit  la  constante  C;  ce  nombre  [j.  sera  le  de- 
gré de  la  fonction.  Il  suffît,  pour  l'établir,  de  faire  voir  que  le 
nombre  des  racines  de  cette  équation  est  égal  au  nombre  des 
pôles  de  F.  Considérons  à  cet  effet  l'intégrale 


r  d¥ 


C' 


C)  Après  les  Mémoii'es  déjà  cités  de  Riemann,  un  travail  capital  sur  ce  sujet 
est  celui  de  MM.  Brill  et  Nother  (Mathematische  Annaleii,  t.  VII);  les  questions 
y  sont  traitées  à  un  point  de  vue  purement  algébrique. 
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prise  le  long  du  contour  K  qui  rend  la  surface  de  Riemann  sim- 
plement connexe.  D'après  un  théorème  fondamental  de  Cauchy 
étendu  aux  surfaces  de  Riemann,  cette  intégrale  sera  égale  à  la 
différence  entre  le  nom.bre  des  racines  de  l'équation  (i)  et  le 
nombre  des  pôles  de  F;  or  l'expression  (2)  est  nulle,  puisque, 
F  étant  uniforme  sur  la  surface,  les  éléments  se  détruisent  deux  à 
deux.  Le  nombre  des  racines  de  (i)  est  donc  indépendant  de  C  : 
c'est  ce  que  nous  appellerons  le  degré  de  la  fonction  F.  11  est 
clair  que  le  théorème  précédent  peut  être  considéré  comme  la  gé- 
néralisation du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions. Dans  le  cas  du  plan  simple  de  Cauchj  et  d'un  polynôme 
en  X  de  degré  ;?2,  on  a  une  fonction  ayant  m  pôles  (un  pôle  mul- 
tiple d'ordre  m  à  l'infini);  elle  a  donc  m  racines. 

2.  Les  intégrales  normales  de  seconde  espèce  vont  nous  servir 
d'éléments  simples  pour  décomposer  une  fonction  F.  Supposons 
que  cette  fonction  ait  a  pôles  que  nous  supposerons  simples  (*), 
^1,  ^25  •••5  i|j. ;  et  soient  a,,  a^,  ...,  a^.  les  résidus  correspon- 
dants. Formons  les  intégrales  normales  de  seconde  espèce 

El,         E2,  .   .  .  ,  Ej;, 

correspondant  à  ces  [j.  pôles.  La  différence 

F  —  («1  El -H  a.  E,  + . . . -h  a^Ejji) 

n'a  manifestement  plus  de  pôle;  elle  doit  donc  se  réduire  à  une 
intégrale  de  première  espèce.  Or  les  périodes  de  cette  intégrale 
de  première  espèce  correspondant  aux  coupures  D  sont  nulles, 
pujsque  F  n'a  pas  de  périodes,  et  que  les  périodes  relatives  aux 
coupures  D  des  intégrales  normales  de  seconde  espèce  sont 
nulles.  Mais  nous  savons  qu'une  intégrale  de  première  espèce, 
pour  laquelle  les  périodes  relatives  aux  D  sont  nulles,  se  réduit 
nécessairement  à  une  constante  (§  13,  Chap.  XIV).  Nous  avons 
donc  V identité  fondamentale 

(3)  F  =  «lEi  -H  CC2E2  +  .  .  .-4-  a^.E|j,+  a^.+i, 

les  a  étant  des  constantes. 


(')  Dans  la  suite,  sauf  dans  la  note  de  la  page  /)3o,  nous  supposerons  toujours 
que  les  pôles  dont  il  sera  parlé  sont  des  pôles  simples. 
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On  voit  qu'on  obtient  ainsi  une  décomposition  de  la  fraction 
rationnelle  dans  lacjuelle  les  intégrales  normales  de  seconde  es- 
pèce jouent  le  rôle  à''éléinents  simples.  La  formule  précédente 
peut  être  considérée  comme  la  généralisation  de  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

3.  La  fonction  F  étant  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  les 
périodes  relatives  aux  coupures  C  doivent  être  nulles.  Nous  avons 
donc  les  p  relations 

(4)     aiQ/,(^i,rji)  +  a2QA(^2,'l2)+---4-a!J.-Q/'(^H"'1SJ')  =  °     {h  =  i,  i,  ..., p). 

Nous  devons  d'abord  remarquer  que  l'expression  (3)  sera  cer- 
tainement une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,  si  les  constantes  a 
vérifient  les  relations  (4),  car  celles-ci  expriment  que  les  pé- 
riodes de 

«1  El  -t-  «2  E,  -K.  .  .-I-  ajj^E^-K-ajj,+i, 

relatives  aux  coupures  C,  sont  nulles;  comme,  d'autre  part,  les 
périodes  relatives  aux  coupures  D  sont  aussi  nulles,  l'expression 
précédente  n'a  pas  de  périodes,  et  est,  par  suite,  une  fonction 
uniforme. 

Nous  allons  faire,  tout  à  Theure,  une  étude  approfondie  de  ces 
relations.  Pour  le  moment,  déduisons-en  la  remarque  capitale, 
qu'iV  ne  peut  exister  de  fonction  rationnelle  de  x  et  y  ayant 
p.  pôles  simples  arbitrairement  donnés,  si 

[1.  <p  4-1. 

Il  suffira  de  le  montrer  pour  p.  ^p.  Les  p  relations  précé- 
dentes entraîneraient 


Q2(^l>Tfll)        Q2(^2,^^2) 


Qp(çi,^l)         Q/.(^2,Vl2) 


Q2  (?,.,%) 


et  nous  avons  déjà  dit  que  ce  déterminant  ne  pouvait  être  nul  si 
les  p  points  {\hi  'f\k)  sont  arbitraires.  Dans  ses  Leçons  sur  la  théorie 
des  fonctions  abéliennes,  qui  n'ont  malheureusement  jamais  été 
publiées,  M.  Weierstrass  prend  le  théorème  précédent  comme  dé- 
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finition  du  genre.  Se  plaçant  à  un  point  de  vue  purement  algé- 
brique, il  commence  par  établir  cju'il  y  a  un  certain  minimum  au- 
dessous  duquel  ne  peut  descendre  le  nombre  des  pôles  simples, 
supposés  arbitrairement  choisis,  d'une  fonction  rationnelle  de  x 
et  y.  Ce  nombre  minimum,  diminué  d'une  unité,  est  ce  que 
M.  Weierstrass  désigne  par  la  lettre  p  et  appelle  le  rang  de  la 
courbe  :  ce  nombre  p  n'est  autre  que  le  nombre  p  de  Riemann, 
d'après  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  (^). 

Si  l'on  a.  p  -\- 1  points  arbitraires,  on  pourra  obtenir  une  fonc- 
tion F  n'ayant  d'antres  pôles  que  ces  points.  Les  a  seront  alors 
déterminés  (ou  du  moins  leurs  rapports)  par  les  équations  écrites 
plus  haut. 

Il  est  facile  àe  former  effecti>>>ement  une  fonction  ayant  p  -f- 1 
pôles  arbitraires.  On  peut,  en  effet,  faire  passer  par /?  -\-  i  points 
arbitrairement  donnés  une  adjointe  d'ordre  m  —  i,  soit  ^{x,  y); 


(')  A  la  vérité,  M.  Weierstrass  donne  une  définition  un  peu  différente  dans  la 
forme,  car  il  suppose  que  les  points  sont  confondus  et  considère  alors  les  fonc- 
tions rationnelles  àe  x  ei  y  ayant  en  un  point  arbitraire  un  pôle  multiple 
d'ordre  [jl  et  n'ayant  pas  d'autres  pôles  :  le  nombre  [j.  a  un  minimum  qui  est  p  H-  i. 
Il  est  clair  que  ce  cas  n'est  qu'un  cas  limite  de  celui  que  nous  avons  étudié  dans 
le  texte;  il  suffit  de  supposer  que  les  |j.  points  coïncident.  Au  point  de  vue  où 
nous  sommes  placé,  la  démonstration  pourrait  être  faite  en  détail,  en  remarquant 
que  l'intégrale  normale  E  correspondant  au  point  \  est  une  fonction  de  ^;  la  for- 
mule (3),  s'il  s'agit  d'un  pôle  d'ordre  ]x,  se  remplace  immédiatement  par  la  sui- 
vante 

^  ^  ^E  rfi^-'E 

F  =  a,E-l-a, -,,-+. 


dl 


V.  cli;^-. 


Les  périodes  de  -^  > 
di. 


seront   les  dérivées  successives   des  périodes  de  E  par 


rapport  à  \,  et  l'on  verra  tout  de  suite  que  si  une  fonction  F  a  comme  pôle  unique 
un  pôle  multiple  d'ordre  p  en  \,  on  doit  avoir 


Dr 

Dr 


Q. 


Q,   DQ„   D^Q, 


D/'-'Q,, 


les  D  désignant  les  dérivées  successives  de  Q(?,'l)  considérée  comme  fonction 
de  \  [on  a,  bien  entendu,  /(^,  t))  =  0].  Or  la  relation  précédente,  où  par  hypo- 
thèse \  est  arbitraire,  entraîne  nécessairement  une  relation  homogène  et  linéaire 
entre  ^1^,^^,,  •  •  -,  Q  ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  ces  polynômes  adjoints  sont 
linéairement  indépendants.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  fonction  F  ayant  un  pôle 
unique  arbitraire  d'oi'dre  inférieur  k  p  -\-\. 
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elle  rencontrera  la  coiu^be,  en  dehors  de  ces  pninls  et  des  points 

multiples,  en 

m  -\-  p  —  3 

autres  points.  Par  ces  derniers,  on  peut  au  moins  faire  passer  deux 
adjointes  distinctes  d'ordre  jn  —  2  ,  comme  le  montre  de  suite 
le  dénombrement  des  conditions.  Prenons  l'adjointe  P(x,y)  pour 
l'une  d'elles,  et  désignons  par  P,  (^,  j^)  la  seconde,  le  quotient 

a  pour  pôles  les  p  +  i  points  primitivement  donnés. 

II.  —  Théorème  de  Riemann-Roch.  Des  fonctions  spéciales. 

4.  Nous  allons  maintenant  approfondir  l'étude  des  relations  (4) 
pour  résoudre  le  problème  suivant,  qui  est  fondamental  dans  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  : 

Estant  donnés  ^i.  points  sur  une  surface  de  Riemann,  de  com- 
bien de  constantes  arbitraires  dépendent  les  fonctions  ration- 
nelles qui  n^  ont  d'autres  pôles  [supposés  tous  simples)  que  ces 
\x  points  ou  quelques-uns  d'entre  eux? 

La  recherche  de  ce  nombre  reviendra  à  la  discussion  des  équa- 
tions (4),  que  j'écris  de  nouveau 

Si  les  premiers  membres  de  ces  p  relations,  regardés  comme 
fonctions  linéaires  et  homogènes  de  a,,  ao,  .  .  .,  aj^,  sont  linéaire- 
ment indépendants,  on  pourra  tirer  de  ces  équations  p  des  let- 
tres a  en  fonction  des  [x  — p  autres,  et,  par  suite,  l'expression  gé- 
nérale (3)  de  F  renfermera 

u.  —  />  -4-  I 

constantes  arbitraires.  Ce  résultat  est  dû  à  Riemann  ;  il  convient 
en  quelque  sorte  au  cas  général.  Il  est  facile  de  le  compléter,  de 
manière  à  avoir  un  énoncé  applicable  à  tous  les  cas,  comme  l'a 
indiqué  Roch  ('  ). 

(')  Roch,  Journal  de  Crelle,  t.  64. 
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Supposons  que,  parmi  les  poJjnômes  (4)  du  premier  degré  en 
a, ,  ao;  .  .  . ,  an,,  il  y  en  ait  seulement  y?  —  c  linéairement  indépen- 
dants. On  pourra  exprimer  alors  a-  d'entre  eux  en  fonction  des 
p  —  (7  autres  :  soit  les  o-  derniers  en  fonction  des  jo  —  o-  premiers. 
On  aura  ainsi  les  identités 


(A:  =1,2,...,  [x), 


Qp-cr+2(^/o  -rik)  =  [J-I  Ql(^/o  '^/r)  +•••+  f^/;-(7  Qp-(j(^/.-,  "I/,-) 
Qp(^/o'1/l-)  =  ^l    Ql(^/o'1/,)+---+^/^-(7  Qp-<j(^/o '^a)   I 

les  constantes  "k,  [jl,  .  .  . ,  v  ne  changeant  pas  avec  A". 

Or  ces  relations  montrent  que  les  a-  courbes  adjointes  d'ordre 
m  — -3, 

Ri  (œ,  y)  =  Q/,_5+i(a7,  7)  —  Xj  Qi(a?,  j)  — . .  .—  Ip-a  Qi>-<j(^,  j), 

Ra{^,  y)  =  Q/^(^>  7)  —  ^'1  Qi(^,  r )  — •  •  •  -  ''p-'y  Q/ -7(^,  J), 

passent  par  les  ^  points  considérés  de  la  surface  de  Riemann.  Ces 
G-  polynômes  adjoints  sont  d'ailleurs  bien  évidemment,  par  leur 
forme  même,  linéairement  indépendants.  On  voit  donc  qu'il  j 
aura  o-  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  3  linéairement  indépen- 
dants s'annulant  pour  les  [J.  points.  Il  n'y  en  aura  pas  davantage, 
car,  dans  cette  hypothèse,  on  aurait  un  polynôme 

Bi  Ri  + . . .  +  Bq.  R(j  -^  A]  Q]  -1- . . .  -1-  Ap-(j  Qp-^, 

où  les  constantes  A  ne  seraient  pas  toutes  nulles,  qui  s'annulerait 
pour  (i,,  Ti,  ),  .  .  . ,  (i|j,,  -n^j.)-  Il  s'ensuivrait 

A,  Qi(^A, -iA-)+..-+ A/,_(7Qp-7(^/,,  Y)/,;  =  0        (/c  =  1,2,  ...,  ix). 

On  conclut  de  là  qu'un  des  polynômes  Q, ,  Qo,  .  .  . ,  Q;,_cr  pour 
(E/fj '/"i/f)?  soit  par  exemple  le  dernier,  s'exprimerait,  quel  que 
soit  /<:,  par  une  même  combinaison  linéaire  des  autres.  Les  ex- 
pressions 

pour  /i  ^  1 ,  2,  . . . ,  a,  s'exprimeraient  par  des  combinaisons  li- 
néaires de 
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etj  par  suite,  il  y  aurait  moins  de  p  —  -  polynômes  (4)  linéaire- 
ment indépendants. 

-  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Si,  parles  [j.  points 
donnés,  on  peut  faire  passer  un  faisceau  de  courbes  adjointes 
d'ordre  m  —  3  renfermant  (d'une  manière  homogène)  o-  con- 
stantes arbitraires,  les  équations  (4)  se  réduiront  k  p  —  a-  d'entre 
elles,  et,  par  suite,  parmi  les  constantes 

ai,     a,,      ....     aj;., 

p  —  7  pourront  s'exprimer  à  l'aide  des  autres.  Le  nombre  des 
constantes  arbitraires  figurant  dans  F  sera  donc 

[J.  —  (/>  —  3-)  -I-  I        OU        \k  /»  -i-  I  H-  (T, 

en  tenant  compte  de  la  constante  a,;.,,,,  :  c  est  le  théorème  géné- 
ralement désigné  sous  le  nom  de  théorème  de  Riemann-Roch. 
On  remarquera  que,  parmi  les  constantes  a,  il  peut  y  en  avoir 
de  nécessairement  nulles,  comme  conséquence  des  équations  (4). 
La  fonction  dont  nous  venons  de  trouver  l'expression  générale  et 
de  dénombrer  les  constantes  arbitraires  aura  alors  moins  de 
[j.  pôles;  aussi  avons-nous  eu  soin  d'indiquer  dans  l'énoncé  du 
jiroblème  de  Pùemann-Roch  que  la  fonction  cherchée  avait  pour 
pôles  les  p.  points  donnés  ou  quelques-uns  d'entre  eux. 

5.  Lorsque  le  nombre  a-  n'est  pas  nul,  le  nombre  p.  des  points 
est  évidemment  au  plus  égal  à 

ip  —  1, 

puisqu'une  adjointe  Q  d'ordre  m  —  3  rencontre  la  courbe  /  seu- 
lement en  ip  —  1  points  en  dehors  des  points  multiples.  Le  degré 
de  la  fonction  est  alors  au  plus  égal  à  2/>  —  i.  Quand  a-  est  diffé- 
rent de  zéro,  nous  dirons  que  la  fonction  F  est  ane  fonction  spé- 
ciale. 

Nous  allons  établir  que  toute  fonction  spéciale  peut  se  mettre 

sous  la  forme  -~,  Q  et  Q,  étant  deux  polynômes  adjoints  d'ordre 
m  —  3 . 

Soit,  en  edet,  Çl(x,y')  un   polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  3 
s'annulant  pour  les  pôles  de  la  fonction  F.  Envisageons  l'inté- 
I'.  -  H.  28 


I 
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grale 


fQFdx 


le  produit  QF  reste  fini  pour  les  pôles  de  F;  d'autre  part,  pour  le 
point  à  l'infini  sur  chacun  des  feuillets,  il  est  infini  de  l'ordre 
de  x"^~^.  On  voit  donc  que  l'intégrale  précédente  restera  finie 
sur  toute  la  surface  de  Riemann.  On  a  par  suite 

Qi  étant  encore  un  polynôme  adjoint  d'ordre  /)i  —  3.  Cette  dé- 
monstration si  simple  est  due  à  M.  Klein  (').  11  est  bien  clair 
que,  inversement,  tout  quotient  de  deux  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3  est  une  fonction  spéciale,  puisque,  pour  ce  quo- 
tient, (7  est  au  moins  égal  à  l'unité. 

6.  MM-  Brill  et  Nother  ont  complété  le  théorème  de  Riemann- 
Roch  en  indiquant  une  loi  de  réciprocité,  relative  au  cas  où  t 
n'est  pas  nul,  que  nous  allons  maintenant  faire  connaître  (-). 
Considérons  une  fonction  spéciale  avec  les  pôles 

>■        I-  >■   . 

Çlî        Ç2:        •••3        ÇU. , 

par  ces  [j.  points  passent  o-  courbes  Q  linéairement  indépendantes, 
soient 

Qi,     Q2,     ...,     Qa. 

Une  de  ces  courbes,  la  première  par  exemple,  rencontrera,  en 
dehors  des  points  multiples,  f  en  p.'  autres  points 

r  1 ,     Ç-2 ,      . .  .  ,     Çjj/         (  [-1  —  [J.'  =ip  —  ■}.  ). 

Formons  le  quotient 


o  =^ 


Qi 


(')  Voir  les  Leçons  de  M.  Klein  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  mo- 
dulaires, t.  I.  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  un  exposé  général  de  la  ihco- 
rie  des  fonctions  algébriques;  l'élude  de  cette  large  esquisse  ne  saurait  ôtrc  trop 
recommandée. 


(')  Brill  et  Nôtiier,  Math.  Annalen,  t.  VII. 
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OÙ  les  c  sont  des  constantes  arbitraires.  Cette  fonction  cp  ne  peut 
devenir  infinie  qu'aux  points  "Ç.  Or  la  fonction  uniforme  la  plus 
générale  ne  pouvant  devenir  infinie  qu'aux  points  ^  contient, 
d'après  le  théorème  de  Riemann-Roch, 

[x'  —  /?  +  I  -1-  a' 

constantes  arbitraires,  en  désignant  par  a'  le  nombre  des  courbes 
adjointes  d'ordre  m  —  3  linéairement  indépendantes  passant  par 
les  points  'C^.  On  a  donc,  puisque  cp  contient  u  arbitraires, 

(j)  '^  =  [J-'  —  />-t-a'-t-i. 

Mais,  en  partant  des  points  ^,  on  pourrait  raisonner  comme  nous 
l'avons  fait  en  partant  des  points  ^,  en  considérant  la  fonction 

Qi 

et  en  désignant  par  Qi,  Q!,,   ...,  Q^,  les  o-' polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3  s'annulant  aux  points  "Ç. 
On  aurait  alors 

(6  )  a'  ;_:;  [j.  — p  -1- 1  +  (T. 

Des  deux  inégalités  précédentes,  on  conclut 


Il  faut  donc  que  les  deux  inégalités  (5)  et  (6)  soient  des  éga- 
lités, et,  par  suite, 

a  =  [J.' —  p  -h  d'-T-  I , 

a'=  (j,  —  yo  H-  a  -I-  I , 
ce  qui  revient  à  l'unique  relation 

l{<7 «^')  =   [-«•' —   {J-- 

C'est  la  loi  de  réciprocité  de  Brill  et  Nôther. 

Des  relations  ainsi  obtenues,  on  peut  déduire  le  théorème  dé- 
montré dans  le  paragraphe  précédent.  La  relation 

d'  =:  jj.  —  p  -V-  a  -+-  I 

montre  que  la  fonction  cp'  est  la  fonction  la  plus  générale  ayant 
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pour  pôles  les  points  ^  ou  une  partie  d'entre  eux  :  toute  fonctioji 
spéciale  est  donc  bien  un  quotient  de  deux  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3. 

7.  Le  degré  d'une  fonction  spéciale  est  au  plus  égal  k  ip  —  2. 
11  n'est  pas  inutile  de  montrer  qu  il  peut  effectivement  atteindre 
cette  limite.  Ceci  revient  à  dire  qu'il  n'j  a  pas,  en  dehors  des 
points  multiples,  de  points  par  lesquels  passent  toutes  les  ad- 
jointes d'ordre  m  —  3  :  ce  que  nous  avons  vu  précédemment 
(Chap.  XIV,  §11). 

III.  —  Des  transformations  birationnelles  des  oourbes 
en  elles-mêmes. 

8.  Avant  d'étudier  les  transformations  birationnelles  d'une 
courbe  en  une  autre  courbe,  comme  nous  Je  ferons  dans  la  sec- 
tion suivante,  arrêtons-nous  sur  les  transformations  birationnelles 
d'une  courbe  en  elle-même.  Une  courbe 

admettra  une  transformation  birationnelle  en  elle-même  si,  po- 
sant 

x'  =  P(a7,7), 


P  et  R  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  ely,  le  point  {x' ,  y') 
décrit  la  courbe  f  quand  (^,  y)  la  décrit  lui-même  et  que,  de 
plus,  on  puisse  tirer  de  ces  deux  équations 

JK=-  Ri(a?',jK'), 

P,  et  Pv)  étant  encore  rationnelles,  en  tenant  compte,  s'il  est  né- 
cessaire, des  relations  /(^,  JK)  =  o  elf{x',y')  =■■  o. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  la  transformation  j^récédentc 
dépend  d'un  paramètre  arbitraire.  M.  Scliwarz  a  montré  (')  que 
les  courbes  du  genre  zéro  et  du  genre  ujv  sont  les  seules  cjui 


(')  ScHWARZ,  Journal  de  Crelle,  t.  LXXXVII. 
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puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substitu- 
tion hirationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire . 

Je  vais  démontrer  le  théorème  de  M.  Schwarz  en  suivant  la 
voie  qui  m'a  servi  à  établir  une  proposition  analogue  pour  les 
surfaces  algébriques  (').  Soit 

la  transformation  birationnelle  où  nous  mettons  en  évidence  le 
paramètre  t  dont  P  et  R  sont  des  fonctions  analytiques  d'ailleurs 
quelconques.    Considérons  p    intégrales    distinctes    de  première 

espèce 

rqi(x,y)dx^        _^        rQp(x,y)d.T  /,;>j) 

en  supposant  la  courbe  de  genre  supérieur  à  un. 

L'élément 

Qi(,r',  r')d:v' 

7f—' 

quand  on  remplace  x'et^' par  leurs  valeurs  (8)  en  ^et  r,  prendra 

la  forme 

A     Qi(j-,.r)^^    .  ,    *     Qp(x,y)d.T 

Al  — r-...-\-  Ap , 

Jy  Jy 

puisqu'une  intégrale  de  première  espèce  doit  nécessairement, 
après  la  transformation,  rester  encore  une  intégrale  de  première 
espèce.  Ecrivons  donc 

Oi(a7', /)  fte'             Çl^ix.y^dx                       Qf,(.x,y)dx 
(9)  f, =  Al -; h... -H  A/; 

Jy  Jy  Jy 

Les  coefficients  A,  cjui  sont  des  constantes  par  rapport  à  a;  et  jk, 
pourraient  a  priori  être  des  fonctions  du  paramètre  t,  mais  nous 
allons  montrer  qu'ils  n'en  dépendent  pas.  On  le  verra  tout  de 
suite  par  la  considération  des  périodes.  Donnons  en  effet  à  t  une 
valeur  arbitraire,  mais  fixe,  et  faisons  décrire  un  cycle  au  point 
(.r,  y),  auquel   correspondent  pour  les  p  intégrales    envisagées 


(')  E.  Picard,  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux 
variables  indépendantes  {Journal  de  Mathématiques,  Chap.  III,  1889,  el 
Comptes  rendus,  1886). 
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les  périodes 

wi ,     102,     . . .  ,     tOy,  ; 

le  point  (x',y)  décrira  aussi  un  cycle,  et  soit  to',  la  période  cor- 
respondante évidemment  indépendante  de  /.  On  aura  donc 

to  j  =  A 1  tOi  -1-  Ao  t-Oj  -+- .  .  .  -i-  Ap  Mp . 

En  faisant  décrire  à  (a:, y)  (p  —  i)  autres  cvcles,  nous  obtien- 
drons/»—  I  autres  équations  de  cette  forme,  et,  comme  on  peut 
toujours  supposer  les  p  cycles  tellement  choisis  que  le  détermi- 
nant des  périodes  correspondant  à  ces  p  cycles  soit  différent  de 
zéro  (on  pourra  prendre  par  exemple  les  cycles  correspondant 
aux  périodes  relatives  aux  coupures  C),  on  voit  que  les  quantités  A 
se  trouvent  complètement  déterminées  par  des  relations  où  ne 
figure  pas  le  paramètre  t  :  elles  sont  donc  indépendantes  de  ce 
paramètre. 

On  aura  de  même 

(10)  • =  iJi h...-i-K/, j., 1 

J  y  J  y  J  y 

les  coefficients  B  étant  aussi  indépendants  de  t.  De  (9)  et  (10),  on 
conclut 

^     '  Q2(^',.7')        B,Qi(,r,j)  +  ...-r-B^Q/,(^,jr)' 

Or  une  telle  égalité  amène  à  une  contradiction,  car  elle  établit 
entre  [x^y)  et  [x' ,  y')  une  relation  où  ne  figure  pas  de  para- 
mètre arbitraire.  A  tout  point  (^,  jk)  de  la  courbe  ne  pourrait 
correspondre  alors  qu'un  nombre  limité  de  points  (^',  jk')  de  cette 
même  courbe,  tandis  que,  parles  relations  (8),  le  point  {x'^y') 
varie  d'une  manière  continue  avec  i,  quand  {oc, y)  reste  fixe. 
L'hypothèse  p  >>  i  est  donc  impossible,  et  le  théorème  est  établi. 
On  pourrait  établir  que  les  A  ne  dépendent  pas  de  t  sans  re- 
courir aux  périodes,  mais  je  me  contenterai  de  renvoyer  pour  ce 
])oint  à  mon  Mémoire  cité  plus  haut. 

9.  La  démonstration  qui  vient  d'être  donnée  du  théorème  de 
M.  Schwarz  permet  d'établir  immédiatement  une  proposition 
énoncée,  je  crois,  pour  la  première  fois  par  M.  Klein  :  Peut-il 
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arriver  qu'une  courbe  de  genre  supérieur  à  l'unité  admette  une 
infinité  discontinue  (')  de  transformations  birationnelles  en  elle- 
même?  La  réponse  est  encore  négative,  et  on  peut  la  légitimer 
en  adoptant  la  voie  que  j'ai  suivie  pour  établir  {loc.  cit.)  un  théo- 
rème analogue  relatif  aux  surfaces.  Supposons  que  nous  avons 
une  courbe  admettant  une  infinité  de  transformations  biration- 
nelles en  elle-même.  Prenant  une  cjuelconque  de  ces  transforma- 
tions 

x'=  R(a7,7), 

et  opérant  comme  plus  haut,  nous  serons  conduit  à  une  relation 
de  la  forme  (i  i).  Toutes  les  transformations  qui  transforment  la 
courbe  en  elle-même  doivent  donc  être  données  par  une  relation 
de  cette  forme  où  l'on  donne  aux  constantes  A  et  B  des  valeurs 
convenables.  Or,  partant  a  priori  de  cette  équation  (ii),  nous 
pouvons  chercher  à  quelles  conditions  elle  définira  une  corres- 
pondance birationnelle  entre  {x,  y)  et  {x'.,y').  Ces  conditions 
établissent  évidemment  un  certain  nombre  de  relations  algébri- 
ques enire  les  A  etles  B.  Alors,  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  ces 
relations  déterminent  un  nombre y^/îi  de  valeurs  de  A  et  B,  et  il 
n'y  a  dans  ce  cas  qu'un  nombre  limité  de  transformations  de  la 
courbe  en  elle-même;  ou  bien  une  ou  plusieurs  des  quantités  A 
et  B  restent  arbitraires,  et  alors  la  courbe  admet  une  transforma- 
tion birationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Or  cette 
dernière  circonstance  est  impossible  si  le  genre  est  supérieur  à 
un.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  pour  les  courbes  de  genre  supérieur  à 
un  qu'un  nombre  limité  de  transformations  birationnelles  de  la 
courbe  en  elle-même  (-). 

10.  Il  est  facile  de  voir  c[ue  les  courbes  de  genre  zéro  et  un 
admettent  une  suite  continue  de  transformations  birationnelles 
en  elle-même.  La  chose  est  évidente  pour  les  courbes  de  genre 


(  ')  Nous  eatendons,  par  une  infinité  discontinue,  des  transformations  en  nombre 
infini  ne  dépendant  pas  de  paramètres  arbitraires. 

('■')  Pour  l'étude  des  courbes  de  genre  supérieur  à  l'unité  admettant  un  nombre 
fini  de  transformations  birationnelles  en  elle-même,  on  lira  l'intéressant  Mémoire 
de  M.  Hurwitz  {Gottinger  Nachrichten,  1887). 
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zéro  pour  lesquelles  on  peut,  comme  on  sait('),  exprimer  x  et  j'- 
en fonction  rationnelle  d'un  paramètre  9  et  de  telle  manière  qu'à 
un  point  arbitraire  de  la  courbe  ne  corresponde  qu'une  valeur 
de  9.  Soient  donc 

,              A            a  0    -  6         ,  ,  ,  1 

en  remplaçant  b  par  — ,,   ou    a,   h,   c,    a  sonl   des   constantes 

quelconques,  nous  aurons 

et  il  est  manifeste  qu'il  y  aura  entre  (x,y)  et  [x'^y')  une  corres- 
pondance birationnelle  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires. 
Passons  aux  courbes  de  genre  un.  Cette  courbe,  supposée  de 

degré  m,  a  alors 

7??  (  m  —  3  ) 


points  doubles.  Marquons  sur  la  courbe  m  —  2  points  A  en  de- 
hors des  points  doubles  (-).  Par  ceux-ci  et  les  points  A,  on  peut 
faire  passer  un  faisceau  d'adjointes  d'ordre  m  —  2  dépendant  d'un 
pai^amètre  arbitraire,  puisque 

m  {m  —  3  )  (m  —  9.  )  f  /??  -i-  i  ) 

':-  m  —  2  = r . 


Soit 

(12)  Pj^XP2=0 

l'équation  de  ce  faisceau  où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  Le 
nombre  des  points  de  rencontre  variables  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau avec  la  courbe  est 

[jn{m  —  2)  —  m{m  —  3)  —  (m  —  2),       c'est-à-dire  2. 

Ces  points  sont  certainement  tous  deux  mobiles  avec  "k.  L'un  de 
ces  points  peut  en  effet  être  choisi  arbitrairement  puisqu'on  peut 


(')  Ce  théorème  élémentaire  sera  établi  au  Chapilre  XVII. 
(  =  )  Nous  faisons  l'hypothèse  que   la   courbe   a  seulement  des  points  doubles 
uniquement  pour  simplifier  les  calculs. 
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choisir  X  de  telle  manière  que  la  coiirhe  (12)  passe  en  un  point 
arbitraire,  et  le  second  point  ne  peut  pas  être  indépendant  de  X, 
car  alors  la  courbe  serait  unicursale. 

Cette  remarque  faite,  les  deux  points  (x,  y)  et  {x' ,  y')  de  ren- 
contre variables  avec  \  se  correspondent  uniformément,  et  cette 
correspondance  définit  par  suite  une  transformation  birationnelle 
de  la  courbe  en  elle-même.  Or  cette  transformation  dépend  de 
la  position  des  points  A  bases  du  faisceau  (i'^).  Supposons  que 
parmi  ces  points  un  seul  varie,  soit  A,  ;  on  voit  de  suite  que  la 
correspondance  entre  {x^y)  et  [x'^y')  varie  aussi,  sinon  nous 
aurions  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  m  —  2,  passant  par  les 
points  fixes  (x,y),  (x'^y')  et  les  points  Ao,  .  . . ,  A^.o,  qui  aurait 
le  seul  point  de  rencontre  mobile  A,,  et  la  courbe  serait  vmicur- 
sale. 

Nous  avons  donc  formé,  pour  la  courbe  de  genre  un  considérée, 
une  transformation  birationnelle  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire. Ajoutons  c[uelques  remarques  importantes.  J'écris  la  trans- 
formation sous  la  forme 

y  ::^.R(T,y,Xi,yi), 

laissant  en  évidence  les  coordonnées  (Xi,yi)  du  point  que  nous 
avons  désigné  par  A, .  En  prenant  {x\ ,  y\)  à  la  place  de  (x^,  j)'i  ), 

on  aura 

x-"=P(x,y,x[,yi), 

et  de  ces  deux  transformations  résuite  une  transformation  bira- 
tionnelle entre  [x' ^  y')  ei  [x" ^  y").  On  peut  la  regarder  comme 
une  transformation  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  {x\^y\)^ 
et,  pour  une  certaine  valeur  de  ce  paramètre  [x\  =  Xi ,  y\  =jKi  ), 
elle  se  réduit  à  la  substitution  identique.  Nous  pouvons  donc, 
supprimant  maintenant  un  accent,  former  une  transformation 
birationnelle  de  notre  courbe 


(i3) 

dépendant  dun  paramètre  arbitraire  t  et  se  réduisant,  pour  une 


442  CHAPITRE    XV. 

certaine  valeur  de  t,  soit  t^^  à  la  substitution  identique 

Or   prenons   Tintégrale   de    première    espèce  :    en   raisonnant 
comme  plus  haut,  nous  avons 

(^{x,y)dx  (^(x',y')dx' 

—}^^^^^ — ■ 

A  ne  dépendant  pas  de  t.  Or,  pour  ?  =  ^03  oii  ^  x'=^x,  y'^=y\ 
donc  A  =  I  ;  nous  pouvons  donc  écrire 

Q  {x,  y)  dx        Q  fr'.  y')  dx' 

et  la  transformation  (i3)  donne  l'intégrale  générale  de  celte  équa- 
tion différentielle,  t  étant  le  paramètre  arbitraire.  On  peut  encore 
dire  qiie  la  relation  algébrique  (i3)  éqviivaut  à  la  relation  trans- 
cendante 

/•■^'^Q(y,j)^a7  ^  Ç'"'^"  (l{x',y')dx'  ^  ^^ 

'^ -■<■„,  y,  fy  X„,.r„  //' 

OÙ  h  est  une  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  l'intégrale  ellip- 
tique, l'équation  différentielle  cjue  nous  venons  ainsi  d'intégrer 
est  la  célèbre  équation  d'Euler. 


IV.  —  Des  classes  de  courbes  algébriques.  Courbes  normales. 

11.   liiemann  a  introduit  dans  la  Science  l'importante  notion 
de  classes  de  courbes  algébriques. 
Deux  courbes  algébriques, 

/(^,  r)  =  o,         F(.'r',  7')  =o, 

sont  dites  appartenir  à  la  même  classe  quand  elles  se  correspon- 
dent point  par  point,  c'est-à-dire,  comme  nous  avons  déjà  eu 
l'occasion  de  l'indiquer,  quand  on  a  entre  les  points  des  deux 
courbes  la  correspondance 

^'=  R  {^,y), 
R  et  R,  étant  rationnelles  en  x  et  y,  et  qu'inversement  ces  rela- 
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lions  peuvent  s'écrire,  en  tenant  compte  des  équations  des 
courbes, 

P  et  P,  étant  encore  rationnelles  en  x'  et  y' . 

Faisons  d'abord  la  remarque  capitale  que  toutes  les  courbes 
d'une  même  classe  sont  de  même  genre.  On  le  démontrera  tout 
de  suite  en  considérant  que  toute  intégrale  de  première  espèce 
de  F  se  transforme  en  une  intégrale  de  première  espèce  de  f  et 
inversement;  le  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes est  donc  le  même  pour  les  deux  courbes,  ce  qui  revient  à 
dire  qu'elles  sont  du  même  genre. 

On  a  cherché  les  courbes  les  plus  simples  c[ue  l'on  puisse  con- 
sidérer comme  les  représentants  d'une  classe  de  courbes  algébri- 
ques. Le  problème  n'est  évidemment  pas  déterminé  (tout  dépend 
de  l'idée  que  l'on  veut  se  faire  de  la  simplicité  d'une  courbe), 
aussi  a-t-il  été  traité  dans  des  directions  différentes.  Nous  com- 
mencerons par  la  transformation,  étudiée  d'abord,  quoique  d'une 
manière  trop  sommaire,  par  Clebsch  et  Gordan  ('). 

12.   Nous  parlons  de  la  courbe  algébrique 

de  degré  m  et  de  genre  p  au  moins  égal  à  trois.  Prenons  sur  elle 
p  —  3  points  arbitraires  ;  on  pourra  faire  passer  par  ces  points  un 
réseau 

(i4)  a,  Qi -f- ajQa  +  «3  Qa  =  o 

de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3,  puisqu'une  adjointe  de  cet 
ordre  est  déterminée  par/?  —  i  points  arbitraires.  Faisons  alors  la 
transformation 

/  Q.2(^,.r) 

(i5)  '  ^      -^  ' 


(')  Clebsch  et  Gordan,  Théorie  der  Abelschen  Functioiien,  p.  65. 
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A  la  courbe  y  va  correspondre  une  courbe 

r(x,Y)  =  o. 

Ces  courbes,  en  général,  se  correspondront  point  par  point. 
Dans  quels  cas  pourrait-il  en  être  autrement?  Il  faudrait  qu'à  tout 
point  (X,  Y)  de  F  correspondissent  au  moins  deux  points  de  y*, 
et,  par  suite,  que  les  deux  adjointes 

XQ,(.r,7)-Q2(^r,j).-o, 
YQi(^,  7)  — Q3(^,  7)  =  o, 

où  X  et  Y  désignent  des  constantes,  aient,  dès  qu'elles  ont  un 
point  commun  avec  y,  au  moins  un  autre  point  commun  (en  de- 
hors des  points  multiples  et  des  p  —  3  points  bases  du  réseau). 

Ceci  revient  à  dire  que  toutes  les  adjointes  du  réseau  (i4))  q^ii 
passent  par  un  point  d'ailleurs  arbitraire  de  f  ont  nécessairement 
au  moins  un  autre  point  commun  sur  f.  Nous  verrons  dans  un 
moment  que  cette  circonstance  ne  peut  se  rencontrer  que  pour 
une  famille  particulière  parfaitement  caractérisée  de  courbes  de 
genre/?  que  l'on  appelle  courbes  hyperelliptiques.  Sous  le  béné- 
fice de  ce  résultat  supposé  acquis ,  nous  pouvons  dire  que  les 
courbes  /  et  F  se  correspondent  point  par  point,  si  la  courbe  f 
n'est  pas  hjperelliptique. 

Cherchons  quel  sera  le  degré  de  la  courbe  F.  Les  intersections 
d'une  droite  quelconcjue 

AX^-BY  +  C  -=o 
correspondront  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe 

A  Q2(a7,  y)  -:-  B  Qsf^,  j)  +  G  Qi(^,  7)  =  o 

diWec  f,  en  laissant  de  côté  les  points  multiples  et  les/?  —  3  points 
base  du  réseau.  Nous  aurons  donc  un  nombre  de  points  égal  à 

ip  —  2  —  {p  —  3)        ou       p -h  \ . 

Le  degré  de  la  courbe  F  est  donc  égal  à  p  -\-\.  On  peut  donc 
faire  correspondre  point  par  point  toute  courbe  de  genre  p  à  une 
courbe  de  degré /?-|-i,  sauf  le  cas  exceptionnel  réservé. 
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La  courbe  F  aura  des  points  doubles  provenant  des  solutions 
distinctes  (^x^y),  {x'^y')  des  deux  équations 

Qifa-.  y)    ^    Q-2(3^,  y)    ^    Cl^jx,  y) 
Qi('-^',y)        QsC^',/)        Q3(^',7')' 

L'étude  de  ces  deux  équations  ne  présente  pas  de  difficultés, 
mais  il  est  inutile  de  la  faire;  carie  nombre  des  points  doubles 
est  immédiatement  déterminé,  puisque  le  genre  de  F  est  égal  à  p, 
les  deux  courbes  /"  et  F  se  correspondant  point  par  point.  Le 
nombre  o  de  ces  points  doubles  sera  donc  donné  par  l'équation 

p{p  —  t)        ^  ^        p(  P  —  ^) 

■^-—^ —  0  =  p  ou  0  = 

a.  ^  2 

13.  Nous  devons  maintenant  faire  l'étude  approfondie  du  cas 
exceptionnel  où  la  transformation  (i5)  n'est  pas  birationnelle. 
Dans  ce  cas,  toute  courbe  du  réseau  (i4)  qui  passe  par  un  point 
de  y  passera  nécessairement  par  un  ou  plusieurs  autres  points; 
ou  bien  encore,  toutes  les  adjointes  passant  par/?  —  i  points  ar- 
bitrairement choisis  sur  y,  rencontreront  encore  cette  courbe  en 
un  ou  plusieurs  autres  points  fixes  (sans  parler,  bien  entendu,  des 
jjoints  multiples). 

Soient  A,,  Ao,  .  .  .,  A^_2  les  p  —  a  points  arbitrairement  choi- 
sis. Plusieurs  circonstances  pourraient,  a  priori,  se  présenter  (' ). 
Admettons  d'abord  que  toutes  les  adjointes  passant  par  les  A  aient 
encore  un  point  fixe  commun  B;  les  coordonnées  de  ce  point 
unique  B  seront  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  de  A, , 
A2,  .  .  .,  Aj5_2,  et  la  position  de  B  dépendra  de  tous  les  points  A; 
car,  si  elle  dépendait  seulement  de  quelques-uns  d'entre  eux, 
soit  [JL ,  les  adjointes  considérées  auraient  plus  d'un  point  fixe 
commun  (elles  en  auraient  autant  qu'il  y  a  de  combinaisons  de 
p  —  2  lettres  [j.  à  ij.).  On  aura  donc,  en  désignant  par  (X,  Y)  les 


(')  On  n'a  jamais  pris,  que  je  sache,  la  peine  de  faire  la  discussion  que  nous 
croyons  indispensable  d'effectuer  pour  être  complètement  rigoureux.  Il  semble 
qu'on  ait  toujours  admis  a  priori  que,  dans  le  cas  où  la  réduction  à  une  courbe 
normale  d'ordre /> -I- I  n'est  pas  possible,  toute  adjointe  d'ordre  m  —  3  passant 
par  un  point  passe  nécessairement  par  un  ou  plusieurs  autres.  (  Voir,  par  exemple, 
liaiLL  et  NoTiiER,  Math.  Annalen,  t.  VII,  p.  28^.) 
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coordonnées  de  B, 

X  =  P(ari,  ji,ar2,  JK2,  ■  -  ■ ,  ^p-ï,  Jp-ï), 
Y  =  R(^i,  jKi,:r.2,72,  ••  ■-,  ^Cp-,.  y,,-i), 

P   et  R  étant  rationnelles,   et  .r/,  yi  désignant  les  coordonnées 
de  A/. 

Il  y  a  d'ailleurs  évidemment  réciprocité,  c'est-à-dire  que  l'on 
aura 

Xi   =   P(X,  Y,5^2,JK-2,    •••,^/.-2,  J>>-2), 
Jl   =   R(X,  Y,  a?2,  J'2,    ••  .,a-/;_2,  JKp-2). 

En  considérant  Xo-,  •  •  • ,  £Cp_2  comme  des  paramètres  variables, 
nous  avons  donc  une  transformation  birationnelle  entre 

(^i,7i)         et        (X,  Y). 

La  courbe  admettra  donc  une  transformation  birationnelle  dé- 
pendant de  paramètres  arbitraires,  ce  qui  est  impossible  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  dans  la  Section  précédente.  L'hypothèse 
faite  du  point  unique  B  est  donc  à  écarter. 

Supposons  donc  que  nos  adjointes  passent  par  A"  points  (A  >  i). 
Les  positions  de  ces  k  points  ne  pourront  pas  toutes  dépendre  à 
la  fois  des  positions  des  A;  car,  si  l'on  fait  passer  une  adjointe  par 
p  —  I  points  a  arbitraires,  on  aurait,  en  considérant  successive- 
ment cette  adjointe  comme  passant  parles  p  —  i  groupes  de 
p  —  2  points  formés  par  les  a, 

k(p-i) 

points  distincts  par  lesquels  elle  devrait  passer,  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  A"  ^  i .  Les  k  points  se  partagent  donc  nécessaire- 
ment en  groupes  de  A'  points  dépendant  des  positions  d'un  cer- 
tain nombre  \[\  <C/>  —  2)  de  points  A.  Ainsi,  nous  sommes  amené 
à  l'hypothèse  que  toutes  les  adjointes  passant  par  X  points 
(à<^/)  —  2)  de  y  auraient  en  commun  encore  A"'  points,  qui  tous 
dépendent  des  \  points  considérés.  Or  considérons  encore,  comme 
plus  haut,  p  —  I  points  a  arbitrairement  choisis  et  une  adjointe 
passant  par  ces  points,  on  aura,  en  regardant  successivement 
celte  adjointe  comme  passant  par  les  groupes  de  X  points  formés 
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par  les  a, 

, ,  {p  —  i){p  —  %)...(  p  —  l) 

I  .2.  .  , X 

points  distincts  (')  par  lesquels  elle  devra  passer.  En  j  ajoutant 
les  p  —  I  points  a,  on  devra  avoir 

,,(  p  —  i)(  p-^i)...(  P  —  I) 

k ;; -h  p  —  iip  —  2  ; 

or  cette  inégalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

k'=l  =  i. 

Ces  relations  sont  capitales  pour  nous.  Elles  montrent  que, 
dans  le  cas  exceptionnel  dont  nous  faisons  l'étude,  toutes  les  ad- 
jointes d'ordre  m  —  3  passant  par  un  point  passent  nécessai- 
rement par  un  autre  point,  puisque  à  chacun  des  points  A  cor- 
respond un  point  dont  la  position  dépend  de  ce  point  seulement. 
Le  nombre  désigné  plus  haut  par  k  est  manifestement  égal  à 
P  —  -2. 

14.  Nous  pouvons  maintenant  caractériser  très  nettement  la 
classe  de  courbes  pour  lesquelles  la  réduction  à  une  courbe  de 
degré  p  +  i  d'après  la  méthode  du  §  12  est  impossible.  Si  G  dé- 
signe une  telle  courbe,  prenons,  sur  G,  ^  —  2  points  fixes  d'ailleurs 
arbitraires;  toutes  les  adjointes  passant  par  ces  points  passent  par 
p  —  2  autres  points  fixes  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  :  // 
restera  donc  seulement  deux  points  mobiles  de  rencontre.  Soit 

(16)  Qi  +  XQ2  =  o 

l'équation  du  faisceau  considéré  des  adjointes.  Les  coordonnées  x 
et  y  des  points  de  rencontre  seront  données  par  une  équation  du 
second  degré;  on  aura,  par  suite,  pour  x  et  y  des  expressions  de 
la  forme 

r  =  Ri[x,v/p(r)], 


{')  Ils  sont  distincts,  puisque  les  a  sont  arbitraires  et  que  chaque   groupe  de 
/.'  points  dépend  de  tous  les  X  points  qui  le  définissent. 
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]\  et  R,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  \  et  de  ^  P(a),  en  dé- 
signant par  P(a)  un  polynôme  en  \  qu'on  peut  supposer  n'avoir 
que  des  racines  simples,  après  avoir  fait  sortir  du  radical  les  ra- 
cines multiples.  Les  deux  déterminations  du  radical  correspon- 
dent aux  deux  points  de  rencontre  de  la  courbe  proposée  /  avec 
le  faisceau  (16).  Il  en  résulte  qu'à  un  point  arbitraire  {js,y)  de  / 
correspond  une  valeur  de  X  et  de  ^/P().);  nous  pouvons  donc  dire 
que  la  courbe  f  correspond  point  par  point  à  une  courbe 
entre  \  et  p<.  de  la  forme 

I^-  =  P(À). 

On  donne  à  une  telle  courbe  le  nom  de  courbe  liyperellipticjue; 
aussi  la  classe  de  courbes  qui  nous  occupe  peut-elle  prendre  ce 
nom. 

15.  Nous  avions  fait,  dans  le  Tome  I  (p.  /\i),  l'étude  des  inté- 
grales abéllennes  relatives  à  une  courbe 

(17)  j2^P(^). 

On  a  vu  que  les  cas  o\x  P(^)  est  de  degré  ip  +2  et  2/?  -h  i  se 
ramènent  immédiatement  l'un  à  l'autre.  En  supposant  que  P(-e) 
soit  de  degré  2/?  -f-  i,  nous  avons  montré  qu'il  y  avait/?  intégrales 
de  première  espèce  pour  la  courbe  (17);  ce  sont  les  intégrales 


/ 


x''^  dx  ,  , 

,  i'^=--o,  I,  2, 


Nous  pouvons  donc  dire  que  la  courbe  (17)  est  de  genre  p.  Si 
nous  revenons  à  la  relation 

du  paragraphe  précédent,  nous  pouvons  déterminer  tout  de  suite 
le  degré  de  P()^)-  La  courbe  /"  et  la  courbe  précédente  se  corres- 
])ondant  point  par  point,  les  courbes  seront  du  même  genre,  et  le 
degré  de  P()^)  (dont  toutes  les  racines  sont  simples)  sera  égal  à 
2/)  -f-  i  o  u  à  2yj»  +  2 . 

Il  est  facile  de  vérifier,  pour  la  courbe  (17),  la  propriété  des  ad- 
jointes, dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  relative   aux  courbes 
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hyperellipliques.  Les  courbes  qui  remplacent  ici  les  adjointes 
d'ordre  m  —  3  sont  les  /?  —  i  droites  représentées  par  l'équation 

Aoa"/'-i-(-...+  Ap_i  =  o, 

les  A  étant  des  constantes  arbitraires,  comme  le  montre  la  forme 
ci-dessus  des  intégrales  de  première  espèce.  Les  ip  —  2  points  de 
rencontre  mobiles  d'une  adjointe  avec  la  courbe,  qui  jouent  dans 
la  théorie  le  rôle  essentiel,  sont  les  points  de  rencontre  des 
p  —  I  droites  précédentes  avec  la  courbe.  On  voit  que  les  points 
se  correspondent  deux  à  deux,  puisqu'à  un  point  de  renconlre 
(;r,j^)  correspond  nécessairement  le  point  (^,  — y^. 

16.   La  courbe  hyperelliptique 

de  degré  ip  +  i  ou  ip  +  2,  que  nous  venons  de  faire  corres- 
pondre uniformément  à  la  courbe  f  de  la  classe  hjperelliptique, 
n'est  pas  la  courbe  du  plus  bas  degré  que  nous  puissions  indiquer. 
Les  adjointes  d'ordre  m  —  3  ne  pouvant  conduire,  dans  ce  cas,  à 
une  transformation  birationnelle,  employons  des  adjointes  d'ordre 
m  —  2  :  ces  courbes  ont  avec/ 

«1+  ip  —  1 

points  de  rencontre,  en  dehors  des  points  multiples.  Si  nous  les 
assujettissons  à  passer  par  m  +/>  —  4  points  pris  arbitrairement 
sur  la  courbe,  nous  aurons  un  réseau  à  trois  paramètres 

(18)  aiPi(a;,  7)+ a^PaC^,  j)-l-a3P3(a7,7)  =0, 

et  les  points  de  rencontre  mobiles  seront  au  nombre  de 

7?  4-  2. 

Posons  alors 

P2(.r,7) 

Y  ^  ^3(3-,  7) 

La  courbe  f  se  transformera  en   une  courbe  F,   et  les  deux 
courbes  se  correspondront  point  par  point.  Pour  établir  en  toute 
p.  -  II.  29 
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rigueur  celte  correspondance  birationnelle  entre  f  et  F,  11  faut 
montrer  que  toutes  les  adjointes  d'ordre  m  —  i  passant  par 
m  +  p  —  3  points  quelconques  ne  passent  pas  par  un  ou  plusieurs 
autres  points. 

Or  cela  est  impossible;  car  prenons /> -|- i  points  arbitraires 
A,,  Ao,  ...,  Ajo^., ,  et  faisons  passer  par  ceux-ci  une  adjointe 
d'ordre  m  —  2  ;  elle  rencontrera  la  courbe  en  dehors  de  ces  points 
et  des  points  multiples  en  m  -\r p  —  3  autres  points,  que  nous  dé- 
signerons par  B.  Si  toutes  les  adjointes  d'ordre  m  —  2  passant 
par  les  B  passent  par  un  ou  plusieurs  autres  points  fixes,  ceux-ci 
devront  être  compris  nécessairement  parmi  les  points  A,  et,  en 
prenant  alors  une  adjointe  ?<  {x^y)  distincte  de  l'adjointe  V[x,y) 
dont  nous  sommes  parti,  le  quotient 

n'aura  pas  pour  pôles  tous  les  points  A,  mais  seulement  quelques- 
uns  d'entre  eux.  On  aurait  donc  une  fonction  ayant  moins  de 
p  +  I  pôles  arbitrairement  choisis,  ce  qui  est  impossible. 

Le  degré  de  la  courbe  ¥  est  égal  à  /?  +  2,  puisque  le  ré- 
seau (18)  rencontre  la  courbe  enyj»  -h  2  points  mobiles. 

Nous  n'avons  pas  supposé  jusqu'ici,  dans  ce  paragraphe,  que  la 
courbe  fût  hyperelliptique.  Si  nous  revenons  à  cette  hypothèse, 
nous  obtiendrons  une  courbe  particulièrement  remarquable  en  pro- 
cédant de  la  manière  suivante.  On  prend /n  —  2  àe&ni-^p  — ^4  points 
bases  du  réseau  (18)  en  ligne  droite.  Par  les />  —  2  autres  points 
on  peut  faire  passer  deux  adjointes  distinctes  Q,  et  Q2  d'ordre 
m  —  3,  et  ces  courbes  du  réseau  Qi  -l-XQo  =0  ont  seulement 
deux  points  de  rencontre  mobiles  avec  X.  Posons  alors 

V^{x,y)  =  iax  +  by  +  c)Qi(a7,  7), 
P2(a7,  y)  =  {ax  -^by-hc)  Q^Çx,  y), 

en  désignant  par  ax  -\-  hy  +  c  =  o  la  droite  des  m  —  2  points. 
Parmi  les /?  +  2  valeurs  de  {x^y)  correspondant  à  X,  deux  seule- 
ment varient  avec  X,  et  les  valeurs  de  Y  correspondant  aux  p  au- 
tres sont  infinies.  Il  ne  correspond  ainsi  que  deux  valeurs  finies 
de  Y  à  une  valeur  arbitraire  de  X.  Notre  courbe  de  degré  /?  +  2 
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a  donc  un  point  multiple  d'ordre  p  à  l'infini.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  courbe  de  genre  p  hyper  elliptique  correspond  point 
par  point  à  une  courbe  de  degré  p  ^  "x  ayant  un  point  mul- 
tiple d^ ordre  p. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que,  inversement,  toute  courbe  de 
degré  ^  +  2,  avec  un  point  multiple  d'ordre  p  à  tangentes  dis- 
tinctes, est  de  genre/?  et  du  type  hyperelliptique. 

Le  genre  de  notre  courbe  sera  donc 

jpQ  +  O       p{p  —  ï) 

- — — ou      p. 

1  1 

Les  adjointes  d'ordre/»  +  2  —  3  ou  p  —  i  seront  ici  des  courbes 
d'ordre/?  —  i,  ayant  le  point  multiple  O  d'ordre/?  de  la  courbe 
comme  point  multiple  d'ordre  p — ^  i  :  elles  sont  donc  formées  de 
p  ■ —  I  droites  arbitraires  passant  par  O.  La  courbe  est  hyperellip- 
tique, car  toute  adjointe  d'ordre  p  —  i  passant  par  un  point  A  de 
la  courbe  va  nécessairement  passer  par  un  autre  point  qui  est  le 
point  (en  dehors  de  A  et  O)  où  la  droite  AO  rencontre  la  courbe. 

17.  Nous  avons  fait  correspondre,  avec  Clebsch  et  Gordan, 
une  courbe  arbitraire  de  genre/»  à  une  courbe  normale  de  degré 
p-{-\.  On  peut  encore  obtenir  des  courbes  normales  de  degré 
moindre,  comme  l'ont  indiqué  MM.  Brill  et  Nother  dans  le  Mé- 
moire que  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  cité  (^).  Sans  entrer 
dans  une  discussion  approfondie  de  cette  question,  qui  ne  me  pa- 
raît pas  d'ailleurs  avoir  été  jamais  faite  complètement,  indiquons  au 
jnoins  les  considérations  qui  peuvent  conduire  à  ces  courbes  nor- 
males de  degré  inférieur  k  p-[-i.  Nous  trouverons  là  l'occasion 
d'appliquer  le  théorème  de  Riemann-Roch  et  le  théorème  de  réci- 
procité de  MM.  Brill  et  Nother. 

Soient  considérés  p.  points  [x\ ,  j',  ).  .  .  (.r^,  y^)  sur  une  courbe 
algébrique/'.  Cherchons  à  déterminer  ces  points  de  manière  qu'il 
leur  corresponde  un  nombre  o-  différent  de  zéro  (voir  §  4),  c'est- 


(')  Brill  et  Nother,  Math.  Aiinalen,  l.  VII.  Voir  le  §  9  iiililulé  :  Das  Pro- 
bleni  cler  Special-Gruppen,  et  les  paragi-aplies  suivants. 
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à-dire  qu'on  puisse  faire  passer  par  eux  t  courbes  adjointes  Q  li- 
néairement indépendantes.  On  aura  les  [j.  équations 

Ces  a  équations  entre  les  a  doivent  se  réduire  àp  —  o-  d'entre 
elles,  et  l'on  aura,  par  suite,  entre  (^i,  Ji)-  •  •  (•^"[x,  Jjj.)  "n  nombre 
d'équations  de  condition  égal  à 

Ces  équations(E)devront  être  vérifiées  pourque,  parles  a  points, 
que  je  désigne  par  A,  on  puisse  faire  passer  des  adjointes  Q  dé- 
pendant de  0-  paramètres  arbitraires.  Prenons  une  de  ces  ad- 
jointes; elle  rencontrera  (en  dehors  des  points  multiples)  /  en 
a'  autres  points  qiie  nous  désignerons  par  B,  et  l'on  a 

[J.  -I-   [Jl'  =   2/>  2. 

Aux  points  B  correspond  un  nombre  o-',  et  nous  avons  établi 
les  relations,  revenant  d'ailleurs  à  une  seule, 

[J-  — /»  -H  a  M-  1  =  a', 
[J.' — p  H-  a'-i-  I  =  Œ. 

Parles  points  B,  on  peut  faire  passer  des  adjointes  Q  dépendant 
de  a-'  paramètres  arbitraires.  Ces  adjointes  rencontrent  /'  en 
<x  points  auxquels  correspond  le  nombre  primitifs-.  Ces  [j.  points 
satisfont  donc  aux  équations  (E),  et,  parmi  eux,  il  y  en  au' —  i  d'ar- 
bitraires; mais,  d'autre  part,  le  nombre  des  points  satisfaisant  aux 
équations  (E)  et  restant  arbitraires  est  au  moins 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  l'inégalité 

'[J.  —  (  [Jl.  —  p  -t-  a )  (T  î:  a'  —  I . 

De  cette  inégalité  fondamentale  nous  déduisons,  en  nous  servant 
des  relations  écrites  plus  haut, 

ll^{lJ.—p   +C7)(C7-1-1). 

C/n  cas  par^ticulièrement  intéressant  est  celui  oii7'^3;  on 
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aura  alors 

[X  —  /?  -I-  C7  =  2 

par  suite, 

[JL  ^  2(0-  +  r), 

d'où,  en  remplaçant  c-  par  sa  valeur  en  [jl  et/>, 

et  enfin 

(19)  1^^3(75  +  3). 

18.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  recherclie  des  courbes  nor- 
males. Pour  que  l'on  puisse  avoir  (7'=  3,  la  plus  petite  valeur  que 
puisse  prendre  [i.  est  donnée  par  l'inégalité  précédente.  En  suivant 
la  marche  du  paragraphe  précédent,  on  prendra  alors  des  points  B, 
en  nombre  pi',  obtenus  comme  il  a  été  dit,  et  par  ces  points  passera 
un  réseau  d'adjointes 

ai  Qi  -H  ao  Qo  H-  0:3  Q3  =  0, 
qui  auront  [j.  points  de  rencontre  mobiles  avec/".  En  posant 


Y  = 


on  fera  la  transformation  de  f  en  une  courbe  F  qui  sera  de 
degré  [x.  Nous  nous  contenterons  de  dire  que  cette  transforma- 
tion sera  birationnelle  si  la  courbe  /  n'est  pas  spéciale;  il  en  est 
bien  certainement  ainsi,  mais  on  n'a  pas  approfondi  l'étude  des 
cas  exceptionnels  qui  pourraient  se  présenter. 

Le  point  intéressant  est  d'avoir  la  plus  petite  valeur  possible 
pour  ij..  Reportons-nous,  à  cet  effet,  à  l'inégalité  (19).  On  peut 

avoir 

/>  =  3-,         Sii-i-i,         3tt-i-'2. 

Dans  les  trois  cas,  le  minimum  de  l'entier  [j.  satisfaisant  à  l'iné- 
galité (19)  est 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  courbe  arbitraire  de  genre  p  correspond  point  par  point 
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à  une  courbe  de  degré 

en  posant  p  =  Stî,  ou  Stï  +  i  ,  ou  Stt  +  2. 

19.  Terminons  celle  Seclion  sur  la  transformation  birationnelle 
des  courbes  par  quelques  remarques. 
Etant  donnée  une  courbe 

f{x,  y)  =  o, 

et  la  substitution  simplement  rationnelle 

X=R(:r,  j), 
Y  =  K,{x,y). 

Quand  {x,y)  décrit  la  courbe  /,  le   point  (X,Y)  décrit  une 

courbe 

F(X,Y)  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  le  genre  ^  de  F  est  au  plus  égal 
au  genre/»  de/":  en  effet,  à  chaque  intégrale  de  première  espèce 
de  F  correspond  une  intégrale  de  première  espèce  de  /",  et,  par 
suite,  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce  distinctes  de  / 
est  ail  moins  égal  au  nombre  des  intégrales  de  première  espèce 
de  F.  On  a  donc  bien 

Examinons  le  cas  où 

q  =p>i- 

On  peut  établir  alors  que  la  transformation  est  nécessaire- 
ment birationnelle  ('). 
Considérons,  en  effet,  les  intégrales  de  première  espèce 


/ 


et 


f 


Q(t,  y)  d.r 


des  courbes  F  et/".  On  aura 

Pi(X,Y)dX            Qi(x,y)d.T  Q.J.v,  y)dx 
„, =  ai T, \-  a-2 


fy 


fy 


q„(x,y)d.r 
fy  ' 


(')  Ce  théorème  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  ^A  eber  {Jour- 
nal de  Borchardt,  t.  76). 
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les  a  étant  des  constantes,  et,  par  suite,  en  supposant  ^  >  i,  on 

aura 

Pi(X,  Y)  ^  ai  Qi(ar,  ,x)+...+  Q^pQ;,(a7,jK) 
P2(X,Y)        6iQi(^,7)^...+  6pQp(^,j)' 

les  a  el  b  étant  des  constantes.  Aux  points  de  F  pour  lesquels 

Pi(X,  Y)  =  o, 
correspondront  des  points  pour  lesquels 

«1  Qi(a7,  jK)-+-...-HapQp(a7,  y)  =  o. 

Si  à  un  point  arbitraire  de  F  correspondent  p.  points  de  /,  il 
faudra  donc  que 

ix.{iq  —  •2)12/?  — 2, 

et,  par  suite,  si/?  =  ^  >■  i,  on  aura  nécessairement 

[i.  =  1, 

c'est-à-dire  que  la  transformation  est  biralionnelle  :  c'est  le  théo- 
rème de  M.  Weber. 

Dans  le  cas  où  p  =  i,  les  choses  se  passent  d'une  manière  en- 
tièrement différente.  On  trouvera  d'importants  développements 
sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des  courbes  avec 
des  applications  à  la  théorie  des  équations  différentielles  dans  le 
Mémoire  de  M.  Painlevé  sur  les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  (^). 

V.  —  Des  courbes  de  genre  deux. 

20.  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  supposé/?  ^3.  Quelques- 
unes  des  considérations  précédentes  s'appliquent  toutefois  au  cas 
dep  =  2.  Dans  ce  cas,  la  cowbe  est  hyper  elliptique.  Le  raison- 
nement fait  au  §  14  peut,  en  effet,  être  emplojé  ici.  On  a  un  fais- 
ceau 

Qi  +  X  Q,  =  o 

d'adjointes  d'ordre  m —  3  avec  le  seul  paramètre  \.  Les  courbes 
de  ce  faisceau  ne  rencontrent  y*  qu'en  deux  points  variables;  par 

(')  P.  Painlevé,  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1891-92. 
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suite,  la  courbe /"correspond  point  par  point  à  une  certaine  courbe 
liyperelliptique 

(20)  !^^=P(>^), 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (§  14),  le  degré  du  poly- 
nôme P(X),  qui  n  a  que  des  racines  simples,  est  cinq  ou  six. 

On  peut  encore  employer,  pour  faire  la  transformation,  des  ad- 
jointes d'ordre  m  —  2,  et  la  courbe  de  degré/?  +  2  avec  un  point 
multiple  d'ordre  p  devient  ici  une  courbe  du  quatrième  degré 
avec  un  point  double.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Toute  courbe  de  genre  deux  correspond  point  par  point  à 
une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  un  point  double. 

T^es  remarques  qui  précèdent  épuisent  la  question  de  la  repré- 
sentation paramétrique  des  courbes  de  genre  deux;  mais  il  n'est 
])as  sans  intérêt  de  montrer  d'une  manière  purement  algébrique 
que  le  degré  du  polynôme  P()^)  dans  l'équation  (20)  est  au  plus 
égal  à  six;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  supposant,  pour  sim- 
plifier, que  la  courbe  /n'ait  que  des  points  doubles.  Changeons 
seulement  un  peu  les  notations;  soit,  pour  éviter  les  indices, 

Q  -t-  ).  R  =  o 

le  faisceau  des  adjointes  d'ordre  m  —  3  de  la  courbe  de  genre 
deux 

X  et  j-  sont  des  fonctions  rationnelles  de  \  et  \/P(^05  ^^  désignant 
par  P().)  un  polynôme  qui  est  supposé  n'avoir  que  des  racines 
simples.  C'est  le  degré  de  P(X)  que  l'on  se  propose  d'évaluer. 
L'équation  du  second  degré  donnant  x  sera  de  la  forme 

A(X)a72+2B(X)^-hG(>)  =  o, 

A,  B,  C  étant  des  polynômes  en  "X.  L'équation  en  x  aura  des  ra- 
cines doubles  pour  les  valeurs  de  X  annulant 

B2— AG  =  0. 
Ces  racines  sont  de  deux  sortes  :  ou  bien  elles  correspondent  aux 
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valeurs  a  ôe  "k  pour  lesquelles  deux  points  de  rencontre  de  la 
courbe  correspondante  avec /"  sont  distinctes  et  sur  une  même  pa- 
rallèle à  Oj)',  ou  bien  elles  correspondent  aux  valeurs  (3  de  ). 
pour  lesquelles  la  courbe  correspondante  du  faisceau  est  tan- 
gente à  y. 

Dans  le  premier  cas,  y  aura  deux  valeurs  distinctes,  c'est- 
à-dire  que  y,  dans  le  voisinage  de  X  =  a,  sera  uniforme;  a:  le  sera 
donc  également  (puisque  a;  peut  s'exprimer  rationnellement  en  y 
et  1,  si,  comme  on  peut  le  supposer,  la  courbe  et  le  faisceau  n'oc- 
cupent aucune  position  particulière  par  rapport  aux  axes).  Par 
suite,  X  =  a  sera  certainement  une  racine  de  degré  pair  de 
B-  —  AC,  et  elle  ne  figure  pas  alors  parmi  les  racines  de  P(X)- 

Le  degré  de  ^Çk)  est  donc  égal  au  nombre  des  courbes  du  fais- 
ceau 

Q-F-XR  =  o 

tangentes  à/  :  calculons  ce  nombre.  Nous  avons  les  équations 

f{x,y)  =  o. 

Q-HaR=:0, 

Q,;  -^  X  r;  _  q;  +  X  r; 

et  nous  devons,  par  suite,  chercher  les  points  de  rencontre  des 
deux  courbes 

f{x,y)  =  o,      /;.(Q',  R  -  RxP)  -MQ'y  R  -  r;  Q)  =  o. 

Évaluons  le  nombre  des  points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes 
en  supprimant  les  solutions  étrangères  au  problème. 
La  seconde  coui^be  est  d'ordre 

/n  —  i  -{-  m  —  4  -i-  m  —  3  =  3  m  —  8 . 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  points  doubles  de  f  sont  des 
|)oints  doubles  de  la  seconde  courbe  avec  les  mêmes  tangentes. 
Pour  le  voir,  mettons  le  point  double  à  l'origine  avec  Ox  et  Oy 
comme  tangentes;  on  aura 

Q(x,  y)  =  ax  -\-  by  -H .  .  . . 
V\.{x,  y)  =  a' x-\- b' y -^  .  ■  .  \ 
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on  a  donc,  pour  la  seconde  courbe, 

r  ^"£^  "^•■•J  [«(«'^  +  ^>)-«'(«^^-^j)+---] 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré  est  donc  xy. 

Nous  allons  voir,  de  plus,  que  les  m  points  à  l'infini  de  y  appar- 
tiennent à  la  courbe  de  degré  3m  —  8.  On  a,  en  effet,  comme 
terme  de  degré  3m  —  8, 

en  désignant  par  cp,  q^  r  l'ensemble  des  termes  homogènes  du 
plus  haut  degré  dans/",  Q,  R. 

Si  l'on  remplace  q  et  /■  par  xq'j^  ~^y^ïy  ^L  xr'^,  -t-yr'^-,  on  aura 

(g'x  r'y  —  q'y  r'jc)  (^?x  -^  J?y)  i 

donc  ':^{x,y)  sera  bien  en  facteur. 

Les  solutions  que  nous  venons  de  trouver  sont  manifestement 
étrangères  au  problème.  En  les  laissant  de  côté,  il  reste  pour  le 
problème  proposé  un  nombre  de  solutions  égal  à 

/->           ON       r  \ mim  —  3)         "1  7     »  -    j- 

ni{:>m  —  8)  —  6    ■ — i     — 7?i,    .    c  est-a-du-e     six. 

Le  polynôme  P(^^)  est  donc  du  sixième  degré. 
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CHAPITRE  XYI. 


THEOREMES    GENERAUX    RELATIFS    A    L'EXISTENCE 
DES  FONCTIONS  SUR  UNE  SURFACE  DE  RIEMANN. 


I.  —  Position  de  la  question;  théorèmes  préliminaires. 

1.  Nous  avons  jusqu'ici  considéré  une  surface  de  Riemann  dé- 
finie en  partant  d'une  certaine  relation  algébrique 

f{x,y)=o. 

Nous  avons  alors  étudié  sur  la  surface  certaines  fonctions,  inté- 
grales des  diverses  espèces  ou  fonctions  uniformes. 

Nous  allons  nous  proposer  maintenant  des  problèmes  en  quelque 
sorte  inverses.  On  peut  concevoir  une  surface  de  Riemann  définie  a 
priori  et  d'une  manière  purement  géométrique  :  ce  seront  m  feuil- 
lets réunis  les  uns  aux  autres  par  un  certain  nombre  de  lignes  de 
croisement  et  formant  une  surface  connexe.  Il  s'agit  d'établir  qu'à 
une  telle  surface  correspond  une  classe  de  courbes  algébriques  et 
de  démontrer  a^r^o/'i  l'existence  de  ces  fonctions  dont  nous  par- 
lions plus  haut.  Nous  rentrerons  ainsi  dans  la  pensée  profonde  de 
Riemann,  dont  nous  nous  sommes  écarté  dans  les  Chapitres  pré- 
cédents en  faisant  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  algé- 
briques relatives  à  une  courbe.  Les  deux  études  doivent,  d'ailleurs, 
évidemment  être  faites  l'une  et  l'autre;  jusqu'ici  nous  sommes 
parti  de  la  courbe  ou  de  la  relation  algébrique,  nous  prenons 
maintenant  pour  point  de  dépari  le  concept  de  la  surface  rie- 
mannienne  ci  m  feuillets. 

Malheureusement  la  méthode  si  simple  de  Riemann  pour  éta- 
blir les  théorèmes  généraux  d'existence  ne  présente  pas  la  rigueur 
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qu'on  exige  aiijoLird'liui  dans  la  théorie  des  fonctions.  Elle  repose 
sur  la  considération  du  minimum  de  certaines  intégrales  tout  à 
fait  analogues  à  celles  que  nous  avons  déjà  étudiées  dans  le  pro- 
blème de  Dirichlet  (p.  36)  et  on  lui  a  adressé  les  mêmes  objec- 
lions.  Il  a  donc  fallu  chercher  dans  une  autre  voie  :  M.  Neumann 
et  M.  Schwarz  y  sont  parvenus  chacun  de  son  côté.  La  méthode 
de  M.  Neumann  est  exposée  dans  son  grand  Ouvrage  sur  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes  (');  j'y  renverrai  le  lecteur. 
M.  Schwarz,  à  la  suite  de  ses  recherches  sur  le  procédé  alterné  et 
le  problème  de  Dirichlet,  ajoute  que  l'on  peut  par  ce  procédé 
arriver  aux  théorèmes  généraux  d'existence.  Dans  une  lettre  à 
M.  Klein,  que  nous  aurons  à  citer  dans  un  moment,  il  revient  ra- 
pidement sur  la  question.  On  peut  avec  ces  données  restituer 
complètement  la  méthode  de  M.  Schwarz,  et  je  ne  crois  pas  dans 
les  pages  qui  suivent  m'écarler  de  la  pensée  de  l'illustre  géomètre. 

2.  Nous  allons  avoir  à  compléter  l'étude  des  conditions  d'exis- 
tence d'une  fonction  harmonique.  Quelques  théorèmes  prélimi- 
naires nous  seront  indispensables.  Nous  avons  déjà  exposé  (p.  '-'^) 
le  procédé  alterné;  il  va  jouer  dans  la  suite  un  rôle  capital.  Nous 
l'avons,  en  particulier,  appliqué  dans  le  cas  d'une  aire  limitée  par 
deux  contours  G  et  C  (p.  82)  et  nous  généraliserons  d'abord  la 
recherche  faite  à  cet  endroit. 

Reprenons  donc,  avec  M.  Schwarz  (-),  l'aire  limitée  par  les  deux 
contours  C  et  C.  Traçons  la  ligne  tnn  joignant  un  point  de  C  à 
un  point  de  C,  et  donnons-nous  sur  chacune  des  deux  courbes 
une  succession  de  valeurs  que  nous  supposerons,  en  général,  con- 
tinue (il  pourrait  y  avoir  des  points  en  nombre  fini  pour  lesquels 
il  y  aurait  un  saut  brusque  d'une  valevir  à  une  autre). 

Nous  traçons  une  courbe  nin  joignant  un  point  de  C  à  un  j3oint 
de  C  {^fig.  55  )  ;  désignons  par  inii'^  le  bord  droit  de  cette  coupure 
et  par  mn"  son  bord  gauche.  Nous  allons  chercher  à  déterminer 
une  fonction  harmonique  ?/,  continue  dans  l'aire  limitée  par  C,  C 


(')  Neumann,  Vorlesungen  ûber  Riemann's  Théorie  der  Abelschen  Intégrale 
(2'=  Aufl.;  1884  ). 

(  =  )  Schwarz,  Auszug  aus  eiiiem  Briefe  an  Herrn  F.  Klein  {OEuvres  com- 
plètes, t.  II,  p.  3o3  ). 
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et  mn,  prenant  des  valeurs  données  sur  C  et  C,  et  pouvant  se  pro- 
longer analjtiquement  des  deux  côtés  de  m/z,  de  telle  sorte  que  le 
prolongement  analytique  de  u~  soit  égal  à 

jf  +  —  /t, 

h  étant  une  constante  donnée,  en  représentant  par  u"  et  là'  les 
valeurs  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  la  coupure  à  gauche  et 
à  droite. 

Nous  appellerons  A  l'aire  limitée  par  G,  C,  mit^,  mii~;  traçant 
alors  une  seconde  coupure/?^,  appelons  B  l'aire  limitée  par  G,  C', 

Fis.  55. 


yO^+,  pq~.  Nous  allons  d'abord  former  une  première  fonction  har- 
monique Us,  définie  dans  l'aire  A,  prenant  les  valeurs  données  sur 
G  et  G',  puis  des  valeurs  arbitrairement  choisies  sur  mn"  et  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  h  sur  mn'^.  La  fonction  U\  prendra 
certaines  valeurs  sur  pq.  Nous  formons  alors  une  fonction  harmo- 
nique c,  déterminée  dans  l'aire  B,  prenant  sur  />^+  les  valeurs  de 
w,  et  sur pq~  les  mêmes  valeurs  diminuées  de  h',  de  plus,  p,  prend 
sur  les  arcs  a  et  ^  de  G  et  C'  les  valeurs  de. m,  diminuées  de  h,  et 
sur  le  reste  des  courbes  G  et  G'  les  mêmes  valeurs  que  ?/,  :  la 
fonction  (',  est  ainsi  complètement  déterminée.  On  va  continuer 
ainsi  indéfiniment  :  la  fonction  i/o  sera  la  fonction  harmonique 
déterminée  dans  A  prenant  sur  mn~  les  valeurs  de  Ti  et  sur  mn'^ 
les  mêmes  valeurs  augmentées  de  h,  et  égale  à  iii  sur  G  et  G'.  On 
formera  Ço  en  partant  de  ii-y,  comme  on  a  formé  ^'i  en  partant  de 
Ui,  et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  u,i  et  ç,i  ont  respectivement 
deux  limites  u  et  v,  comme  nous  l'établirons  sans  peine.  Or  on  a 

lin^^a  (sur/>5r+), 

«„=  Ç/i-i  (sur  ni/i  -). 
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D'ailleurs  tous  les  u  et  c  ont  même  valeur  sur  les  arcs  C  —  a  et 
G'  —  fj.  Il  en  résulte  que 

sur  le  contour  formé  par  ces  deux  arcs  et  mn~,  pq'^\  il  en  est  donc 
de  même  à  l'intérieur  de  ce  contour.  Pareillement,  on  a 

v,i=  u,i~  h         (sur  pq-), 
v,i-i=  ic,i — h         (sur  /nn+). 

On  a  donc,  dans  l'aire  limitée  par  a,  (i,  mii^^  pq~, 

V  :^   u  —  h. 

Or  la  fonction  ç  n'a  pas  mn  pour  coupure;  nous  allons  donc 
pouvoir,  avec  les  résultats  précédents,  étudier  immédiatement  le 
prolongement  analytique  de  u  quand  on  traverse  de  gauche  à 
droite  la  coupure  mn.  Puisque,  à  droite  de  celle-ci,  on  a 

u  =  ç  +  h, 
tandis  qu'à  gauche 

u  =  V, 

le  prolongement  analytique  de  n~  sera  donc  égal  à  u+ — A, 
comme  nous  l'avons  dit  dans  l'énoncé.  U  est  clair  que  semblable- 
ment  le  prolongement  analytique  de  W^  est  égal  à  u~  -\-  h.  La  fonc- 
tion u  prend  sur  C  et  C  les  valeurs  données  ;  il  est  clair  que,  si  l'on 
traverse  la  coupure  ?nn,  les  valeurs  de  u  sur  ces  deux  courbes 
augmenteront  ou  diminueront  de  h,  suivant  le  sens  dans  lequel  la 
coupure  aura  été  traversée  ('). 

3.  Nous  avons  admis  l'existence  de  limites  pour  u,2  et  ('„.  La 
démonstration  est  la  même  qu'au  §  2  du  Chapitre  III,  et  il  suffira 
de  faire  ressortir  brièvement  l'analogie  entre  les  deux  cas.  Nous 
pouvons  dresser  le  Tableau 

j}q+  mil  - 

^  y(  Uy       Ui       .  .  .       U,i       ,  .  . 

/  f^i        V-i        ...         Vn        .  .  . 


(')  Si  la  succession  donnée  des  valeurs  sur  C  et  C  admet  la  période  /i,  on 
pourra  regarder  la  fonction  comme  parfaitement  déterminée  en  m  et  n  sur  le 
bord  droit  et  sur  le  bord  gauche  de  la  coupure.  Dans  le  cas  contraire,  la  fonc- 
tion n'aura  pas,  à  proprement  parler,  de  valeurs  en  ces  points. 
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qui  rappelle  que  Uu  et  ('«  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  pq^^ 
tandis  que  Un  et  c^-i  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  mn~ .  Tous 
les  u  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  les  arcs  C  et  C,  et  il  en  est 
de  même  pour  les  v,  ces  valeurs  n'étant  d'ailJeurs  les  mêmes  pour 
les  u  et  les  v  que  sur  les  arcs  C  —  a  et  C —  ^. 
Remarquons  maintenant  c|ue 

u^ —  «2=  ''2 —  ^'i  (sur  mil-). 
Or  (^2  —  <^  est  nulle  sur  C  et  C,  et  l'on  a 

P2 — t"!  =  «2 — ^1  (sur  pg+). 
On  en  conclut  de  suite,  en  raisonnant  comme  à  la  page  80, 

I  U3 —  î<2  I  <  g'^ g         (sur  ?nn-), 

en  désignant  par  g  le  maximum  de  1 112 —  W(  |  sur  mn~\  pour  la 
définition  du  nombre  ^-<i,  on  se  reportera  au  Chapitre  IIl  et 
particulièrement  à  la  page  83.  On  a,  d'une  manière  générale, 

I  Un—  Un-i  I  <  ^2^«-2)^         (sur  J7in-), 

et  la  convergence  des  a,i  vers  une  limite  s'en  déduit  immédiate- 
ment; on  raisonne  de  même  pour  les  ('«. 

4.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles-mêmes.  Si, 
au  lieu  d'une  aire  limitée  par  deux  contours,  nous  avons  une  aire 
limitée  par  une  courbe  extérieure  G  et  par  p  courbes  intérieures 
G,,  Go,  ••.,  G^,  nous  tracerons/?  coupures  m,  7i<, 7720/^25  •■•■> '^^pf^pi 
joignant  G  à  G,,  Go,  ...,  G^.  On  poui-ra  former  une  fonction 
harmonique  continue  dans  l'aire  limitée  par  les  G,  les  77z/i+  et 
les  77171",  prenant  des  valeurs  données  sur  les  G  et  pouvant  se  pro- 
longer analytiquement  au  delà  de  mifii  (ï  =  1,  2,  ...,/?),  de  telle 
sorte  que  le  prolongement  analytique  de  u~  soit  égal  à 

u+—  hi, 

77/ étant  une  constante  donnée. 

Il  n'est  pas  besoin  d'insister  sur  ce  cas  général;  la  question 
étant  traitée  pour  le  cas  de  deux  contours,  on  traitera  le  cas  de 
trois  contours  en  s'appuyant  sur  le  cas  précédent,  c'est-à-dire  en 
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prenant  comme  fonctions  successives  u  et  v  des  fonctions  ayant  l;i 
périodicité  donnée  par  une  des  courbes  intérieures.  Aucune  difli- 
culté  ne  pourra  provenir  de  ce  que  les  u  et  v  ont  déjà  des  périodes, 
car  la  difîerence  de  deux  fonctions  u  ou  de  deux  fonctions  v,  sur 
laquelle  porte  seulement  le  raisonnement,  n'aura  plus  de  période  : 
cette  remarque  évidente  fait  le  succès  de  la  méthode  et  permet  de 
l'étendre  de  proche  en  proche  de  façon  à  traiter,  comme  nous  ve- 
nons de  l'énoncer,  le  cas  général  d'une  aire  limitée  par  p  +  i 
contours  (*).  Un  cas  particulier  très  important  est  celui  où  tous 
les  II  seraient  nuls  et  où,  par  suite,  la  fonction  est  uniforme  dans 
l'aire  après  la  suppression  des  coupures. 

5.  Rappelons  encore,  pour  terminer  ces  préliminaires,  une  pro- 
position fondamentale  relative  aux  fonctions  harmoniques.  Pour 
une  telle  fonction,  la  valeur  au  centre  d'une  circonférence  est 
égale  à  la  moyenne  des  valeurs  sur  la  circonférence,  ce  qui  s'ex- 
prime, en  prenant  le  centre  comme  origine  des  coordonnées  po- 
laires /■  et  CD  et  désignant  la  fonction  par  u{r^  cp),  au  mojen  de 
l'égalité 

m(o)  désignant  la  valeur  au  centre. 

Nous  aurons  encore  besoin  d'avoir  une  limite  de  l'expression 

\u{r,  9)— m(o)|. 

On  peut  trouver  diverses  limites  de  l'expression  précédente.  La 


(')  On  pourrait  traiter  bien  plus  simplement  la  question  précédente,  comme 
l'a  fait  remarquer  M.  Jules  Riemann  dans  sa  Thèse  déjà  citée  (p.  44)-  Si  nous 
désignons  par  (aj,a^)  un  point  situé  à  l'intérieur  du  contour  Cf(i=i,2,  ...,  p), 
la  fonction  harmonique 

U-y'iiarc 


P  hi      ^      y- 

"rc  tans  ■ — 


jouit  évidemment  de  la  propriété  cherchée,  et,  par  suite,  la  différence  u — U 
n'aura  plus  de  périodes.  Le  problème  se  ramène  donc  au  cas  où  tous  les  hi  sont 
nuls,  c'est-à-dire  au  problème  de  Dirichlet  sous  sa  forme  classique.  Nous  avons 
dû  cependant  exposer  la  méthode  qu'on  a  lue  dans  le  texte,  car  nous  nous  trou- 
verons bientôt  dans  des  circonstances  où  nous  ne  pourrons  pas  faire  usage  de  la 
remarque  qui  précède  et  où  nous  devrons  recourir  au  procédé  alterné. 
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suivante,  quoique  peu  approchée,  nous   suffira  :  c'est  celle  que 
nous  avons  donnée  (p.   17).  On  a 

I  uir,  0))-  «(o)  I  <  p^^,  ê-  (r  <  R), 

en  désignant  par  g  la  valeui^  absolue  maxima  de  la  fonction  sur  la 
circonférence  de  rajon  R. 

II.  —  Existence  des  fonctions  harmoniques  sur  une  surface 
de  Riemann  ouverte. 

6.  Nous  allons  d'abord  considérer  une  surface  de  Riemann  ou- 
çerte  :  voici  ce  que  nous  entendons  par  là.  On  tracera  sur  un  des 
feuillets  une  courbe  fermée  y  qu'on  prendra  généralement  très 
petite.  La  surface  de  Riemann  ouverte  est  la  surface  dont  on  a  en- 
levé l'aire  limitée  par  y;  on  peut  dire  de  la  surface  ouverte  qu'elle 
a  un  bo7-d  y. 

Nous  traçons  sur  la  surface  de  Riemann  les  rétrosections 
(G/j,  D/i).  Ces  rétrosections  limitent  avec  y  une  aire  T.  Nous 
allons  d'abord  nous  proposer  de  trouver  une  fonction  harmo- 
nique bien  déterminée  et  continue  sur  T,  et  prenant  sur  y  et 
les  deux  bords  des  rétrosections  des  valeurs  données. 

Il  importe  de  prévenir  tout  de  suite  une  première  difficulté 
relative  aux  points  de  ramification.  Désignons  par  z  la  variable 
complexe  sur  la  surface  de  Riemann,  et  soit  a  un  point  de  ramifi- 
cation. En  posant 

z  —  a  =  5'2, 

nous  transformons  le  voisinage  du  point  de  ramification  a  sur  la 
surface  de  Riemann  dans  le  voisinage  du  point  z' ^  o  sur  le  plan 
simple  :;'[nous  avons  déjà  fait,  d'ailleurs  (p.  383),  cette  transfor- 
mation]. En  posant 

z  =  X  -^  iy         et         z'  =  x' -{-  iy' , 
l'équation 


ù-  Il        d'  u 

ùx-         ây- 


se  transforme  en 


à-  u         d-  u 
P.  —  IL  3a 
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et  nous    sommes   ramené   alors    à   une    aire    située    sur  un   plan 
simple  ('  ). 

Quant  au  point  à  l'infini  sur  chacun  des  feuillets,  on  fera  pour 
eux  la  transformation  habituelle 

I 

-S    =    -^3 

et  il  n'y  a  de  ce  côté  aucune  difficulté. 

Revenons  au  problème  proposé.  Nous  pouvons  considérer 
l'aire  T  comme  limitée  par/»  +  i  contours,  à  savoir  y  et  les  p  ré- 
trosections  (C,  D).  D'après  le  §  4,  on  sait  résoudre  le  problème 
de  Dirichlet  pour  une  telle  aire  quand  on  peut  le  résoudre  pour 
cette  aire  rendue  simplement  connexe  par^  coupures;  on  pren- 
dra ici  pour  ces  coupures  des  lignes,  ne  se  coupant  pas,  joignant 
un  point  de  chaque  rétrosection  à  un  point  de  y  (celui-ci  joue 
ici  le  rôle  de  contour  extérieur  C  du  §  4,  et  tous  les  h  sont  nuls)  (-). 
Or,  pour  l'aire  simplement  connexe  que  nous  venons  de  définir, 
il  n'y  a  aucune  difficulté.  On  décomposera,  comme  dans  la 
méthode  de  Schv^arz  pour  la  solution  du  problème  ordinaire 
de  Dirichlet  (p.  289),  l'aire  en  un  nombre  limité  d'aires  par- 
tielles empiétant  les  unes  sur  les  autres  de  manière  à  pouvoir  ap- 
pliquer le  procédé  alterné.  Cette  décomposition  est  indispensable, 
à  cause  des  points  de  ramification;  on  s'arrangera  de  manière 
qu'un  certain  nombre  des  aires  partielles  contiennent  chacune  un 
point  de  ramification,  et  l'on  pourra  les  supposer  assez  petites 
pour  faire  la  transformation  indiquée  plus  haut. 

7.  Abordons  maintenant  le  problème  fondamental.  Nous  vou- 
lons former  une  fonction  harmonique  bien  déterminée  et  conti- 
nue dans  V aire  T,  prenant  sur  y  des  valeurs  données  et  ad- 


(')  Il  faut  remarquer  seulement  que  la  fonction  u  continue,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées dans  le  plan  simple  {x',y')  autour  de  x' :=  y' =  0,  n'aura  pas  ses  dérivées 
continues  pour  le  point  d'affixe  a  quand  on  reviendra  à  la  surface  de  Riemann. 

Les  dérivées  -— ■  et  -r—  deviendront,  en  général,  infinies  de  l'ordre  de  — ^j  en  dé- 
dx       dy  "  ^,. 

signant  par  /■  la  distance  de  {x,y)  au  point  d'affixe  a. 

(')  C'est  pour  ce  point  du  raisonnement  qu'il  est  indispensable  que  la  surfa<'(î 

soit  ouverte. 
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mettant  les  périodicités  Ch  et  du  relativement  à  Ca  et  D^ 
(A=:  I,  2,  .  .  ',/>)•  Nous  entendons  par  là  qu'après  avoir  marqué 
sur  les  rétrosections  G  et  D  un  bord  positif  et  un  bord  négatif 
(conformément,  par  exemple,  aux  conventions  faites  au  §  12  du 
Chapitre  XIV),  le  prolongement  analytique  de  la  fonction,  consi- 
dérée du  côté  négatif  d'une  coupui-e  C^,  coïncidera  avec  la  fonc- 
tion, considérée  du  côté  positif,  à —  cyprès,  ce  que  nous  exprimons, 
comme  plus  haut  (§  2),  par 

et  pareillement  pour  toutes  les  autres  parties  des  rétrosections. 

Donnons  d'abord  la  solution,  dans  l'hypothèse  où  p^=\.  Sui- 
vant notre  habitude,  faisons  dans  l'espace  le  schéma  de  la  surface 
de  Rieraann  correspondante  :  ce  sera  un  tore,  sur  lequel  nous  tra- 
çons un  parallèle  C  et  un  méridien  D  {fig.  56),  et  nous  désigne- 


rons parc  et  d  les  périodes  qui  doivent  leur  correspondre;  figu- 
rons aussi  la  courbe  y  rendant  la  surface  ouverte. 

Nous  allons,  en  premier  lieu,  former  une  fonction  harmonique 
prenant  sur  les  deux  bords  de  G  des  valeurs  données,  ainsi  que 
sur  y,  et  admettant  la  périodicité  d  par  rapport  à  D.  Pour  éviter 
toute  difficulté  relative  aux  points  (géométriquement  confondus)  /?i 
et  n  des  deux  côtés  de  G,  nous  supposerons  que  les  valeurs  don- 
nées sur  les  deux  bords  de  G  aient  aussi  d  pour  période  (').  Pour 
résoudre  ce  premier  problème,  traçons  une  coupure  auxiliaire  D' 
et  raisonnons  absolument  comme  au  §  4-,  en  partant  d'une  fonc- 
tion harmonique  prenant  sur  les  deux  bords  de  G  et  sur  y  les  va- 
leurs données,  et  sur  les  deux  bords  de  D  des  valeurs  arbitraires 

C)  Voir  la  Note  au  §  2. 
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d'un  côté  et  les  mêmes  valeurs  augmentées  de  h  de  l'autre  côté 
(D  et  D'  remplacent  les  coupures  mn  et  pq  du  paragraphe  cité). 
La  fonction  u^  prend  certaines  valeurs  sur  D'+;  nous  formons 
alors  une  fonction  V\  égale  à  u^  sur  D'+  ainsi  que  sur  les  portions 
des  deux  bords  de  G  comprises  entre  D'+  et  D~  et  enfin  sur  y, 
tandis  qu'elle  est  égale  à  «,  — <:/surD'~,  et  sur  les  portions  de  G  com- 
prises entre  D+  et  D'~.  On  formera  de  la  sorte  une  suite  indéfinie 
de  fonctions  u,  v^  et  la  limite  des  fonctions  u  résout  le  problème 
posé;  il  me  paraît  inutile  d'insister,  l'analogie  étant  complète  avec 
le  cas  traité  au  §  4. 

Ge   premier  problème   résolu,   nous   considérons  maintenant, 
outre  G  et  D,  un  second  parallèle  G'  (fig-  07).  Ge  sont  mainte- 

Flg.  St. 


nant  G  et  G'  qui  vont  jouer  le  rôle  de  mn  et  de  pq^  et  toutes  les 
fonctions  harmoniques  que  l'on  va  considérer  auront  la  périodi- 
cité d  par  rapport  à  D  et  prendront  les  valeurs  données  sur  y.  On 
partira  d'une  fonction  U\  prenant  des  valeurs  arbitraires  sur  G~ 
(sauf  la  périodicité  cl  correspondant  au  passage  par  D)  et  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  c  sur  G+;  cette  fonction  prendra 
sur  G'+  certaines  valeurs.  On  formera  la  fonction  (^,,  prenant  ces 
valeurs  sur  G'+  et  les  mêmes  valeurs  diminuées  de  c  sur  G'",  et 
l'on  continuera  ainsi  indéfiniment,  dirigeant  toujours  opérations 
et  raisonnements  comme  au  §  4.  La  limite  des  u  sera  la  fonction 
cherchée;  elle  prendra  sur  y  les  valeurs  données,  sera,  continue 
sur  toute  la  surface  de  Rieniann,  et  admettra  les  périodicités 
données  c  et  d  relativement  à  G  et  à  D. 

8.    Après  avoir  traité  le  cas   de  /?  =  i ,   il  n'y  a  aucune  diffi- 
culté à  traiter  le  cas  général.  La  marche  est  la  même  que  pour 
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passer  d'une  aire  limitée  par  deux  contours  à  une  aire  limitée  par 
p  -\-  I  contours.  Soient,  par  exemple,  /?  =  2  et  les  deux  rélrosec- 
lions  (C,,D)),  (02,1)2)  et  le  contour  y.  En  nous  donnant  des 
valeurs  sur  les  deux  bords  de  Ci  et  D,  ainsi  que  sur  y,  nous  pou- 
vons d'abord,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer  une  fonction 
harmonique  prenant  sur  Ci  et  D,  ainsi  que  sur  y  les  valeurs  don- 
nées, et  ayant  les  péxnodicités  Co  et  cL  relativement  à  Co  et  Dj. 
N'employant  alors  comme  fonctions  approchées  u  et  v  que  des 
fonctions  ayant  cette  périodicité,  nous  obtiendrons,  par  un  nouvel 
emploi  du  procédé  alterné,  relativement  à  C|  et  D,,  la  fonction 
cherchée. 

Le  raisonnement  est  général,  et  nous  avons  ainsi  complètement 
résolu  le  problème  proposé  pour  une  surface  ouverte.  Nous  avons 
formé  une  fonction  harmonique  continue  sur  la  surface  de  Rie- 
mann  limitée  par  y  et  les  p  rétrosections  (C,  D);  cette  fonction 
prend  sur  y  des  valeurs  données  et  admet  des  périodicités 
données  relativement  aux  C  cif  D. 

III.  —  Existence  des  fonctions  harmoniques  sur  la  surface 
de  Riemann  fermée. 

9.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  dans  la  Section 
précédente  n'est  qu'un  problème  préliminaire.  Nous  avons  main- 
tenant à  étudier  le  cas  de  la  surface  fermée,  et  nous  cherche- 
rons d'abord  à  démontrer  l'existence  d'une  fonction  harmonique 
bien  déterminée  et  continue  sur  la  surface  de  Riemann  consi- 
dérée avec  les  rétrosections  C  et  D,  et  ayant  des  périodicités 
données  Ch  et  dh  correspondant  aux  ip  coupures  C^^  et  Y)h 
(/i  =  1,  2,  .  . .,/?).  Nous  entendons  toujours  de  la  même  manière 
le  moL  périodicité.  Nous  répétons  que  la  fonction  pourra  être 
prolongée  analytiquement  au  delà  des  C  et  D,  et  cela  de  telle  ma- 
nière qu'en  désignant  par  ?<+  et  u"  la  valeur  de  la  fonction  à 
droite  et  à  gauche  dans  le  voisinage  d'une  coupure,  soit  C^,  on 
ait,  comme  prolongement  analytique  de  z/+, 

et  de  même  pour  toutes  les  autres  coupures.  Dans  ces  conditions, 
la  fonction  ;/,  qui  reste  toujours  finie,  aura  sur  la  surface  de  Rie- 
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mann,  débarrassée   des  rétroseclions,  une  infinité  de  détermina- 
tions qui  rentreront  dans  le  type 

u  -^2u  ^"'^''  ^'^  "^  "'''  ^'^  )' 

les  iiih  et  iih  étant  des  entiers  positifs  ou  négalifS;,  et  u  désignant 
une  de  ses  déterminations. 

10.  Nous  allons  encore  employer  le  procédé  alterné,  mais  dans 
des  conditions  différentes  de  celles  où  nous  l'avons  employé  jus- 
qu'ici (').  Prenons  sur  un  des  feuillets  deux  cercles  concentri- 
ques r  et  y  de  rayon  R  et  /•.  Nous  allons  former  une  succession 
de  fonctions  harmoniques  u  et  r.  Les  fonctions  v  seront  définies 
et  bien  déterminées  sur  la  portion  de  la  surface  de  Riemann,  mu- 
nie des  rétrosections  C  et  D,  extérieure  à  y,  et  elles  admettront 
les  périodicités  données  à  ces  rétrosections;  cjuant  aux  fonc- 
tions u^  elles  seront  déterminées  à  l'intérieur  du  cercle  F. 

Ceci  posé,  donnons  sur  F  une  succession  de  valeurs  arbi- 
traires. Nous  formerons  une  fonction  u,^  prenant  ces  valeurs  sur  F; 
cette  fonction  prendra  certaines  valeurs  sur  y.  On  formera  une 
fonction  v^  prenant  les  mêmes  valeurs  que  U\  sur  y  (nous  savons, 
d'après  la  Section  précédente,  former  une  telle  fonction).  Nous 
considérerons  ensuite  la  fonction  u^  prenant  sur  F  les  mêmes 
valeurs  que  ç^,,  et  l'on  continuera  ainsi  indéfiniment.  Nous  avons 
donc  deux  suites  de  fonctions 

T  r 

p>(  Ui,       U2j        ■  ■  ■  1        Uii-i        •  •  •  1 

/  Vl,         (^2,         ••.,         ^,1,         ■■■■ 


Si  l'on  admet  que  u,i  et  ç,i  ont  des  limites  u  et  ç,  il  est  clair  que 
ces  deux  fonctions  coïncident  dans  la  couronne  annulaire  com- 
prise entre  y  et  F,  puisqu'on  a 

Un  =  i'n-l  (sur  r), 

11,1=  i'n  (sur  y), 


(')  Les  passages  des  Mémoires  de  M.  Schwarz,  qui  se  rapportent  à  la  question 
qui  nous  occupe  actuellement,  sont  aux  pages  168,  189  et  3o6  du  tome  II  (  Ge- 
samnielte  mathematische  Abhandlungen,  von  H. -A.  Sciiwarz). 


THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    UNE    SURFACE    DE    RIEMANN.  47' 

d'où  résulte  l'égalité  u^=  ç  sur  F  et  sur  y  et,  par  suite,  dans  l'aire 
limitée  par  ces  deux  courbes.  Ainsi,  la  fonction  v  pourra  se  pro- 
longer analjtiquement  à  l'intérieur  du  cercle  y,  et  ce  prolonge- 
ment analytique  n'aura  aucune  singularité  à  l'intérieur  de  ce 
cercle.  Nous  obtenons  donc  bien  la  fonction  cherchée. 

11.  Nous  avons  à  démontrer  que  u,i  et  ç,i  ont  des  limites.  La 
démonstration  sera  moins  simple  que  dans  les  cas  analogues  ren- 
contrés jusqu'ici,  et  nous  devons  d'abord  faire  plusieurs  remar- 
ques. Montrons,  en  premier  lieu,  que  les  moyennes  des  valeurs 
de  toutes  les  fonctions  iin  et  ç^  sur  les  circonférences  y  et  F  sont 
les  mêmes.  Il  est  d'abord  bien  clair  que  les  valeurs  moyennes  de 
W)  sur  F  et  de  ^i  sur  y  sont  les  mêmes,  puisque  u^  =  Ti  sur  y. 
Prenons  alors  une  circonférence  G  de  rayon  p  comprise  entre  F 
et  y,  et  considérons  la  fonction  p,  à  l'extérieur  de  G;  si  nous  tra- 
çons le  contour  K  sur  la  surface  de  Riemann,  nous  aurons,  par 
la  formule  de  Green, 


I     — r-  as  -h   I     —r-  as 


Or  la  première  intégrale  est  nulle;  les  éléments  s'y  détruisent, 
en  effet,  deux  à  deux,  puisque  les  dérivées  de  p,  ont  une  périodi- 
cité nulle  relativement  aux  rétrosections.  Il  reste  donc 

J——  ds  =  o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  la  ligne  G  étant  un  cercle, 

r'^  dç,  , 

et,  par  suite,  l'intégrale 

(.'ifp,  co)  d'f 


£ 


est  indépendante  de  p.  Ceci  veut  bien  dire  que  la  valeur  moyenne 
de  la  fonction  r,  sur  la  circonférence  y  est  égale  à  celle  de  u^  sur 
la  circonférence  F. 

Or  déjà  la  moyenne  de  «',  sur  y  est,  comme  nous  l'avons  dit, 
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égale  à  celle  cle  iii   sur  F;  on  a  donc  bien 

/        j<i(R,  cp)  <ic2  =   /        KiCR,  ^)  do, 
'-'o  '       •  0 

et  ainsi  de  suite.  Tous  les  u  ont  même  moyenne  sur  F  et  ont,  par 
suite,  même  valeur  au  centre  O  de  cette  circonférence. 

Considérons,  en  second  lieu,  deux  fonctions  harmoniques  U  et  V 
continues  dans  F  et  prenant  dans  cette  circonférence  des  valeurs 
ayant  même  moyenne.  Il  en  résulte  évidemment  que  ces  fonc- 
tions ont  même  valeur  au  centre;  ceci  va  nous  permettre  de  trou- 
ver une  limite  de  |  U^^  —  V^^  |  pour  un  point  A  quelconque  du 
cercle  y.  Reportons-nous  à  l'inégalité  rappelée  au  §  5  de  ce  Cha- 
pitre. Appliquons-la  à  la  fonction  U  —  Vqui  est  nulle  au  centre. 
En  appelant  M  le  maximum  de  ]  U  — V|  sur  la  circonférence  F, 
on  aura 

Or  supposons  -5  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

4Rr 


{R-ry 


<q^ 


q  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité.  Dans  ces  conditions, 
l'inégalité  précédente  pourra  s'écrire 

IUa-YaKs-M, 

inégalité  fondamentale  entre  les  maxima  de  |  U  —  V  |  sur  les  cir- 
conférences F  et  y;  elle  suppose  essentiellement  que  les  valeurs 
moyennes  de  U  et  V  sur  F  soient  les  mêmes. 

12.  Nous  pouvons  aborder  maintenant  la  démonstration  de 
l'existence  de  la  limite  pour  u,i  et  ^n.  Grâce  aux  remarques  pré- 
cédentes, nous  nous  trouvons  dans  les  mêmes  conditions  que  pré- 
cédemment. On  a 

«3 — ^2=^2  —  ^ï         (sur  r). 

Or  la  fonction  V2  —  V\  est  une  fonction  bien  déterminée  à  l'ex- 
térieur de  y,  sans  périodicité  (la  périodicité  des  v  disparaissant 
dans  la  soustraction)  ;  le  maximum  de  |  Co  —  V\  \  sur  F  est  donc  an 


THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    UNE    SURFACE    DE   RIEMANN.  473 

plus  éga]  au  maximum  de  |  Vo  —  <'i  |  sur  y,  mais 

(,',  —  ('i  =  11-2  —  Ui         (sur  y). 

Le  maximum  de  |  t^o  —  ^'i  |  sur  y  est  donc  moindre  que  le  pro- 
duit par  q  du  maximum  de  \u2  —  M|  |  sur  V.  En  combinant  ces 
résultats,  nous  avons 

maximum  de  |  U3  — ■  U2  {  <i  5^. maximum  de  |  U2  — ui  |         (sur  F). 

L'existence  d'une  limite  vers  laquelle  converg^e  uniformément  u„ 
sur  r  est  alors  évidente,  et  l'existence  des  limites  u  et  ç  est  éta- 
blie. Le  problème  posé  au  §  9  est  donc  complètement  résolu. 

La  fonction  trouvée  prend  au  point  O,  centre  de  F.  une  valeur 
égale  à  la  moyenne  des  valeurs  initiales  données  au  début  sur  F. 
La  valeur  de  la  fonction  cherchée  en  O  et  les  périodicités  la  dé- 
terminent d'ailleurs  nécessairement  d'une  manière  unique;  car, 
dans  le  cas  contraire,  la  différence  de  deux  telles  fonctions  serait 
nulle  en  O  et  n'aurait  pas  de  périodicité.  Or  nous  savons  qu'une 
fonction  harmonique  uniforme  et  continue  sur  la  surface  de  Rie- 
mann  tout  entière  se  réduit  nécessairement  à  une  constante 
(Chap.XIII,  §  27). 

K^^eXons  fonction  harmonique  de  première  espèce  une  fonc- 
tion harmonique  de  la  nature  de  celle  que  nous  venons  d'étudier, 
continue  sur  la  surface  de  Riemann.  Il  existe  ip  fonctions  har- 
moniques de  première  espèce  linéairement  indépendantes.  On 
peut,  en  effet,  se  donner  arbitrairement  les  ip  périodes  de  ces 
fonctions,  et  il  est  clair  qu'entre  ip  fonctions  à  périodes  arbitraires 
ne  peut  exister  de  relation  linéaire  à  coefficients  constants.  Réci- 
proquement, toute  autre  fonction  harmonique  de  première  espèce 
sera  une  combinaison  linéaire  de  ces  ip  fonctions;  il  suffit  de 
choisir  les  coefficients  de  manière  que  la  combinaison  ait  les 
mêmes  périodes  que  la  fonction  proposée. 

13.  11  est  facile  de  traiter  le  cas  où  la  fonction  harmonique 
aurait  une  singularité  de  la  nature  suivante  : 

Proposons-nous  de  rechercher  une  fonction  harmonique  admet- 
tant des  périodicités  données  et  continue  sur  la  surface,  sauf  au 
point  O,  dans  le  voisinage  duquel  elle  sera  de  la  forme  (le  point  O 
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élant  pris  pour  origine  des  coordonnées  polaires  /•  et  8), 

cos6 
r 

U  étant  continue  en  O,  et  nécessairement  harmonique  (comme 
cos6\ 

On  va  suivre  la  même  marche  c[ue  précédemment.  La  seule 
différence  sera  que  les  fonctions  «,,  . . . ,  u,i,  au  lieu  d'être  conti- 
nues dans  le  cercle  F,  deviendront  infinies  en  O  comme •  On 

formera  donc  une  première  fonction  «,,  prenant  des  valeurs  don- 
nées sur  r  et  continue  dans  F,  sauf  au  point  O  où  elle  devient 

infinie  comme  — ~;  elle  s'obtiendra  tout  de  suite  en  posant 

cos6 


et  en  déterminant  la  fonction  Ui  continue  dans  le  cercle  F  tout 

c,               I            1                        cos6 
entier,   et   prenant    sur   sa  circonierence  les   valeurs   u^ ô— • 

Nous  formerons  donc  de  la  même  manière  nos  deux  suites 

U\ ,       Mj,       ■  •  •  )       ^^ni       •  •  •  t 
Pi,         P-2,  •••,        ('«,  

Toutes  les  inégalités  fondamentales  subsistent,  et  les  valeurs 
moyennes  des  fonctions  sur  y  et  sur  F  sont  toutes  égales  à  la  va- 
leur moyenne  de  la  fonction  initiale  u^  sur  F,  puisque  la  valeur 

1     cos6  ,   .  ,  ,, 

moyenne  de  — —  est  évidemment  nulle. 

Nous  pouvons  donc  former  une  fonction  harmonique  deve- 
nant infinie  en  O  comme 

cos6 
r 

(au  sens  indiqué  plus  haut)  et  admettant  des  périodicités  don- 
nées. Cette  fonction  sera  déterminée  à  une  constante  près  variant 
avec  la  moyenne  des  valeurs  initiales  sur  la  circonférence  F.  Nous 
la  dirons  une  fonction  harmonique  de  seconde  espèce. 
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IV.  —  Des  fonctions  de  la  variable  complexe  sur  la  surface 
de  Riemann. 

14.  Nous  pouvons  aborder  maintenant  l'étude  des  fonctions 
d'une  variable  complexe  sur  une  surface  de  Riemann.  A  chaque 
solution  II  de  l'équation 

Ait  =  o 

correspond,   en  effet,   une  fonction  ç  déterminée  par  Ja  formule 

(p.  6) 

/■'''  ^   au    j  du    ^ 

et  u  +  iV  est  une  fonction  analytique  de  :r  +  iy. 

A  chaque  fonction  harmonique  u  de  première  espèce  va  corres- 
pondre une  fonction  v  qui  sera  aussi  de  première  espèce.  Pour 
s'en  assurer,  il  n'y  a  qu'à  examiner  les  cas  où  {x^y)  est  en  un 
point   de  ramification   ou  à  l'infini.   Dans  le  premier  cas,   nous 

avons  dit  [voir  la  note  de  la  p.  ^GQ)  que  -r-  et  —  sont  de  l'ordre 

de  -^,  r  désignant  la  distance  de  (x^y)  au  point  de  ramification  : 

('  reste   donc  finie.  Si  le  point  (x,  y)  est  à  l'infini  sur  un  des 

feuillets,  on  fera  le  changement  de  variable  x' -i- iy' ^ —, 

a  devient  une  fonction  de  (x'^y')  régulière  à  l'origine,  et  la  for- 
mule 


_    r^''^'  au         _  du 

'  ~X'  y'  ^^'  ^"^     ^y 


7  (^fy'  —   X~'   ^^' 

0'  Xo 


montre  que  (^  est  finie  pour  x'  =y'  =  o. 

Soient  donc  deux  fonctions  harmoniques  associées  u  et  v  de 
première  espèce;  elles  seront  linéairement  indépendantes.  Si  l'on 
avait,  en  effet,  une  relation,  à  coefficients  constants  a,  b,  c,  de  la 

forme 

au  -1-  6f  =  c, 

a  et  b  n'étant  pas  nuls  tous  deux,  on  en  déduirait 

du        ,  di>  du        ,  di> 

a- \-  b  —-  =  o,         a- \-  b  -—  =  0, 

dx  dx  dy  dy 
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ce  qui  est  impossible  à  cause  des  relations 

du  _  dv  du  dv 

dx        dy  dy  dx 

15.  Partons  d'une  première  fonction  U\  de  première  espèce,  et 
soit  Ti  la  fonction  associée.  J'envisage  une  fonction  harmonique  «o 
qui  ne  soit  pas  une  combinaison  linéaire  de  U\  et  r,.  Soit  To  l'as- 
sociée de  u.2\  montrons  que  les  quatre  fonctions 

î^l,        Pi,        i<2,        f'2 

sont  linéairement  indépendantes.  Dans  l'hypothèse  contraire,  on 
aurait  une  combinaison 

(r)  «1  i<i -1- Z>iPi -I- «2  «2  +  ^2(^2 

qui  se  réduirait  à  une  constante.  Or  celte  expression  est  la  partie 
réelle  de  la  fonction  analytique 

(«1  —  ibi){ui  -I-  tVi)  +  (ao  —  ibi){Ui  -\-  iç^)- 

Il  s'ensuit  que  la  combinaison 

(•2)  — biUi-haiV) — b^Ui-T- a<iV2 

se  réduit  aussi  à  une  constante.  On  en  conclut  que 

(«1(22  —  bib^)  Ui-\-  {bia2  —  «1  62)  Pi  +  (a|  +  6|)  «2 

est  constant,  et  comme  a^  et  bi  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois 
(puisque  autrement  Ut  et  Pi  ne  seraient  pas  indépendants),  il  en 
résulterait  que  «o  est  une  combinaison  linéaire  de  Ui  et  Çf,  ce  qui 
est  contre  notre  hypothèse. 

On  continuera  de  la  même  manière,  en  prenant  une  fonction  u-^ 
qui  ne  soit  pas  une  combinaison  linéaire  de  Ui,  t'),  Uo,  (^25  en  ad- 
joignant à  W3  son  associée  ^^3,  on  aura  six  fonctions  linéairement 
indépendantes.  La  démonstration  se  poursuit  de  proche  en  proche, 
et  nous  arriverons Jinalement  à  -2 p  fonctions  harmoniques  de 
première  espèce 

Ui,       Pi,       «2,       ''2,        •••)       Up,       Vp^ 

deux  à  deux   associées  et  linéairement  indépendantes.  Elles 
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forment  un  système  de   ip  fonctions  harmoniques  de  première 
espèce,  avec  lesquelles  on  peut  former  toutes  les  autres. 

16.  Portons  maintenant  notre  attention  sur  les  p  fonctions 
analytiques  de  ^  +  iy  =  z^ 

(3)  Ml -+- iVi     Ui^iv=,_,     ...,     Up  +  ivp. 

On  peut  les  appeler  des  fonctions  analytiques  de  première 
espèce  de  la  variable  complexe  z  sur  la  surface  de  Riemann. 
Ces  p  fonctions  sont  linéairement  indépendantes,  car  autrement 
les  u  et  V  ne  le  seraient  pas;  elles  sont  continues  sur  toute  la  sur- 
face et  admettent  certaines  périodicités  au  sens  déjà  tant  de  fois 
indiqué.  D'autre  part,  il  n'existe  pas  sur  la  surface  de  Riemann 
de  fonction  de  c,  uniforme  et  continue  dans  le  voisinage  de 
chaque  point  et  admettant  des  périodicités,  qui  ne  se  réduise  à 
une  combinaison  linéaire  de  ces  fonctions. 

On  peut  répéter,  sans  y  rien  changer,  à  propos  des  fonc- 
tions (3),  tout  ce  que  nous  avons  dit  des  périodes  des  intégrales 
de  première  espèce  (Chap.  XIV).  L'inégalité  fondamentale  pro- 
venant de  la  formule  de  Green  peut,  en  effet,  être  appliquée 
ici.  On  pourra  notamment,  avec  les  fonctions  (3),  former  un  sys- 
tème de  fonctions  normales. 

17.  Passons  aux  fonctions  analytiques  de  seconde  espèce. 
Nous  partirons  pour  cela  d'une  fonction  harmonique  de  seconde 
espèce  (§  13)  devenant  infinie  en  un  point  O,  pris  un  moment 
pour  origine  des  coordonnées,  comme 

cos6 
/' 

qui  est  la  partie  réelle  de  -  ?  en  posant  z  =  re'-^. 

La  fonction  associée  v  deviendra  infinie  comme 

—  sinO 


et,  par  suite,  u -h  iv  se  mettra  dans  le  voisinage  de  c  =  o^  sous 
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la  forme 


P  étant  holomorphe.  Donc  j:;  =  o  est  un  pôle  simple  de  u  +  fV, 
le  résidu  étant  un. 

Nous  formons  donc  ainsi  une  fonction  u  -f-  w  de  z  ayant  pour 
pôle  le  point  O  avec  un  pour  résidu;  cette  fonction  est  continue 
pour  tout  autre  point  et  elle  admet  des  périodicités  relativement 
aux  rétrosections  de  la  surface  de  Riemann. 

Parmi  les  fonctions  analytiques  de  seconde  espèce,  il  en  est  de 
particulièrement  remarquables  :  ce  sont  celles  qui  n'ont  pas  de 
périodes.  On  peut  obtenir  une  telle  fonction  en  partant  d'un 
nombre  suffisant  k  de  fonctions  de  seconde  espèce 

Hi,     Hj,     ....     H^- 

avec  les  pôles  simples  respectifs  0\ ,  O^,  . . .,  Oa- 

Formons  la  combinaison  linéaire 

AiHi  +  A2H2+...4-AaH/.. 

Si  k  est  supérieur  à  o.p,  on  pourra  certainement  annuler  toutes 
les  périodes^  sans  que  les  A  soient  tous  nuls.  La  fonction  ainsi 
obtenue  ne  se  réduira  d'ailleurs  certainement  pas  aune  constante, 
puisque,  tous  les  A  n'étant  pas  nuls,  la  fonction  admet  au 
moins  un  pôle.  Nous  aurons  ainsi  une  fonction  analytique  U 
uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  et  n'ayant  que  des 
pôles. 

J8.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démontrer  le  théo- 
rème fondamental  de  ce  Chapitre  : 

A  une  surface  de  Riemann  arbitrairement  donnée  corres- 
pond une  classe  de  courbes  algébriques. 

A  cet  effet,  cherchons  d'abord  quelle  sera  la  nature  de  la 
fonction  U  du  paragraphe  précédent.  Si  l'on  considère  le  plan 
simple  sur  lequel  sont  placés  les  feuillets,  nous  voyons  qu'à 
chaque  valeur  de  l'affîxe  z  sur  ce  plan  correspondent  m  valeurs 
de  la  fonction  U,   à  savoir  les  valeurs  de  la  fonction  (J  aux  /;/ 
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points  de  la  surface  de  Riemann  qui  correspondent  à  la  même 
valeur  de  z.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  nous  pouvons  choi- 
sir U  de  telle  manière  que  ces  jn  valeurs  soient  distinctes  pour 
une  valeur  arbitraire  de  jz.  En  effet,  les  k  pôles  de  U  sont  arbi- 
traires (k  étant  suffisamment  grand).  L'équation  U  :^  co  a  donc  k 
racines  qui  sont  k  points  arbitrairement  choisis  de  la  surface  de 
Riemann  et  qu'on  peut,  par  suite,  supposer  ne  pas  correspondre 
à  la  même  valeur  de  z.  L'équation  U  :^  A,  c[ui  a  aussi  k  racines 
variant  avec  A,  d'une  manière  continue  (Chap.  XV,  §  i)  n'aura 
donc  pas,  en  général,  de  racines  correspondant  à  des  points  de  la 
surface  de  Riemann  ayant  même  z  :  ceci  ne  pourrait  arriver  que 
pour  des  valeurs  particulières  de  A.  Il  en  résulte  que,  z  étant  ar- 
bitraire, les  m  valeurs  de  U  aux  m  points  de  la  surface  de  Rie- 
mann, correspondant  à  cette  valeur  de  z,  sont  distinctes. 

Ceci  posé,  cherchons  quelle  sera  la  nature  de  U  considérée 
comme  fonction  de  z  sur  le  plan  simple  P.  Cette  fonction  a  ?n  va- 
leurs en  chaque  point;  d'autre  part,  elle  n'a  que  des  pôles  et  des 
points  critiques  algébriques  (correspondant  aux  points  de  rami- 
fication) :  elle  est  donc  une  fonction  algébrique  de  z,  et  l'on  a 

(4)  /(U,  ;)  =  o, 

f  étant  un  polynôme  de  degré  m  en  U.  A  une  valeur  arbitraire 
de  z  correspondent,  avons-nous  dit,  m  valeurs  distinctes  de  U.  La 
relation  précédente  est  irréductible,  puisque  les  m  valeurs  peu- 
vent s'échanger  en  passant  d'un  feuillet  à  l'autre  de  la  surface  de 
Riemann. 

Nous  pouvons  donc  regarder  la  courbe  algébrique  (4) 
comme  correspondant  à  la  surface  à  m  feuillets  donnée;  à 
un  point  arbitraire  de  cette  dernière  correspond  x\n  seul  point 
(U,  z)  de  la  courbe,  et  inversement,  à  un  point  arbitraire  de  la 
courbe  correspond  un  seul  point  de  la  surface  de  Riemann.  Nous 
avons  donc' atteint,  dans  cette  question  des  existences,  le  but  es- 
sentiel de  notre  recherche,  qui  était  de  montrer  qu'à  une  sur- 
face donnée  de  Riemann  on  peut  faire  correspondre  une 
relation  algébrique.  A  la  fonction  U  on  peut  évidemment  sub- 
stituer une  fonction  rationnelle  quelconque  de  U  et  z^  soit 

V=  R(U,;:). 
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Sauf  pour  des  formes  particulières  de  R,  la  fonction  V  aura 
m  valeurs  différentes  pour  une  valeur  arbitraire  de  z.  La  fonc- 
tion V  a  les  mêmes  points  de  ramification  que  la  fonction  U;  elle 
est  ramifiée  comme  U,  suivant  l'expression  de  Riemann.  Inverse- 
ment d'ailleurs,  V  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fonction 
rationnelle  de  U  et  de  z.  On  peut  donc  dire  qu'il  y  a  une  classe 
de  fonctions  algébriques,  ramifiées  de  la  même  manière,  corres- 
pondant à  une  surface  arbitrairement  donnée  de  Riemann. 

J'ajoute  encore  que  deux  surfaces  de  Riemann,  S  et  Si,  seront 
dites  se  correspondre  point  par  point  quand  les  deux  relations 
algébriques 

(S)  /(U,    z)   =o, 

(Si)  /i(Ui,~-,)  =  o, 

qu'on  peut  associer  à  chacune  d'elles  auront  entre  elles  une  cor- 
respondance birationnelle.  Nous  dirons  aussi  que  les  surfaces  qui 
se  correspondent  ainsi  point  par  point  forment  une  classe  de  sur- 
faces. 

19.  La  relation  (4)  est  de  degré  m  en  U;  quant  à  son  degré 
eu  5,  il  est  égal  à  k,  puisqu'à  une  valeur  arbitraire  de  U  corres- 
pondent k  valeurs  de  z.  Nous  avons  donc  une  relation 

/(U,^)  =  o, 

de  degré  m  en  U  et  de  degré  k  en  z.  Riemann,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit  (p.  366),  suppose,  dans  sa  théorie  des  fonctions 
algébriques,  que  les  degrés  du  polynôme /"ne  sont  pas  les  mêmes 
en  U  et  z.  Cette  forme  plus  générale  amène  bien  peu  de  modifi- 
cations avec  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  dans  les  Chapi- 
tres précédents.  Il  n'est  pas  inutile,  cependant,  d'en  dire  un  mol. 
En  désignant  toujours  par  iv  le  nombre  des  points  de  ramification 
de  la  fonction  U  de  z,  où  l'on  suppose  encore  que  deux  racines 
seulement  se  permutent,  on  aura  nécessairement,  comme  précé- 
demment, 

w  =  'i{m  -h  p  —  i), 

relation  purement  géométrique.  On  admet,  comme  cela  a  lieu 
dans  l'exemple  qui  nous  occupe  ici,  que  les  points  à  l'infini  sur 
chaque  feuillet  ne  sont  pas  des  points  de  ramification.  L'élimina- 
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tion  de  U  entre  les  équations 

conduit  à  une  équation  A  ;:=  o,  de  degré 

i{m  —i)k 

en  5,  puisque  le  discriminant  d'une  équation  de  degré  m  est  du 
degré  2(7/2  —  i)  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  équation,  et 
que  ces  coefficients  sont  ici  de  degré  k  en  z. 

L'équation  A  =  o  admettra,  comme  racines  simples,  les  w  points 
de  ramification;  mais  elle  admettra  aussi  d'autres  racines  corres- 
pondant aux  points  multiples  de  la  courbe  qui  ne  sont  pas,  par 
hypothèse,  des  points  de  ramification.  Ces  dernières  racines  seront 
d'un  degré  pair  de  multiplicité;  ainsi,  par  exemple,  un  point  mul- 
tiple d'ordre  i  (à  tangentes  distinctes),  donne,  pour  A  ^  o,  une  ra- 
cine d'ordre  i{i  —  i).  En  désignant  donc  par  ir  le  nombre  des  ra- 
cines de  A  ne  provenant  pas  des  points  de  ramification,  on  aura 
w  -H  2 /•  =  2 ( m  —  \)k. 

20.  Je  termine  par  une  remarque  générale  relative  aux  surfaces 
de  Riemann.  Quand  nous  avons  étudié  ces  surfaces  au  Cha- 
pitre XIII,  nous  avons  pu  supposer,  conformément  au  théorème 
de  Lûroth,  que  les  m  feuillets  de  la  surface  étaient  liés  à  la  ma- 
nière d'une  chaîne,  le  premier  feuillet  étant  seulement  lié  au  se- 
cond, le  second  au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous  sommes, 
dans  ces  conditions,  arrivé  à  la  formule  générale  (voi/%  en  particu- 
lier, le  §  19  du  Chapitre  XIII) 

(v  =  2(771  -\-p  —  i). 

Dans  les  théorèmes  d'existence  que  nous  venons  d'établir,  nous 
n'avons  besoin  de  faire  aucune  hypothèse  particulière  sur  la  sur- 
face. Les  points  de  ramification  étant  seulement  toujours  supposés 
simples,  les  feuillets  peuvent  être  réunis  les  uns  aux  autres  d'une 
manière  quelconc[ue  par  des  lignes  de  croisement.  Quelle  est 
alors,  dans  ce  cas,  la  signification  du  nombre  />?  Nous  pouvons  y 
arriver  de  suite  en  recourant  à  la  relation  algébrique 

qui  correspond  uniformément  à  la  surface.  En  raisonnant  sur  la 
p.  -  II.  3i 
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fonction  U  comme  nous  l'avons  fait  pour  établir  le  théorème  de 
Lùroth,  on  pourra  transformer  la  surface  de  Riemann  en  une 
autre  où  les  feuillets  seront  liés  à  la  manière  d'une  chaîne,  ce  qui 
revient  à  joindre  autrement  les  points  de  ramification  pour  former 
les  lignes  de  croisement.  Dans  cette  transformation,  le  nombre 
des  points  de  ramification  ne  change  pas,  et  nous  avons  toujours 
la  même  formule  pour  le  nombre  /?,  c'est-à-dire  pour  le  nombre 
des  trous  de  la  surface  dilatée  dans  l'espace. 

V.  —  Modules  d'une  classe  de  courbes  algébriques. 

21.  Une  des  applications  les  plus  intéressantes  du  théorème 
général  d'existence  des  fonctions  algébriques  correspondant  à 
une  surface  de  Riemann  est  la  recherche  du  nombre  des  modales 
des  fonctions  algébriques  d'un  genre  donné  p. 

Commençons  par  une  remarcjue  préliminaire.  Si  l'on  se  donne 
dans  le  plan  de  la  variable  :;  les 

w  —  i{m  +  p  —  I  ) 

points  de  ramification  d'une  surface  de  Riemann  à  m  feuillets,  on 
peut  se  demander  quel  sera  le  nombre  des  surfaces,  ayant  ce 
nombre  de  feuillets,  qu'il  sera  possible  de  former.  Nous  voulons 
seulement  faire  observer  que  ce  nombre  sera  fini;  la  recherche  de 
ce  nombre  sera  une  question  de  Géométrie  de  situation  et  d'Ana- 
lyse combinatoire.  La  fonction  qui  le  représente  est  sans  doute 
une  fonction  compliquée  de  m  et  de  yo.  M.  Hurwitz,  qui  s'est  oc- 
cupé avec  succès  de  cette  recherche,  l'a  déterminée  pour  les  va- 
leurs les  plus  simples  de  m  (');  nous  renverrons  à  son  Mémoire. 
Il  nous  suffit  de  savoir  que  ce  nombre  est  fini. 

22.  Nous  voulons  chercher  de  combien  de  paramètres  arbi- 
traires dépend  essentiellement  une  classe  de  surfaces  de  Riemann 
d'un  genre  donné/?.  Par  le  mot  essentiellement,  nous  entendons 
que  toutes  les  surfaces  de  cette  classe  pourront  être  ramenées 
à  l'une  d'elles,  qui  se  trouvera  définie  par  certaines  valeurs  de  ces 
paramètres,  et  c\^ inversement  à  des  valeurs  arbitrairement  don- 
nées de  ces  paramètres  correspondra  seulement  une  classe  ou  un 


(')  Hurwitz,  MalUemalische  Aiinalen,  Bil.  39. 
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nombre  limité  de  classes  de  surfaces.  Ces  paramètres  ont  été  appe- 
lés par  Riemann  les  modules.  Ils  jouissent  évidemment  d'un  ca- 
ractère d'invariance  relativement  aux  transformations  uniformes. 

Nous  ferons  connaître  successivement  les  deux  méthodes  em- 
ployées par  Riemann  (').  Voici,  en  précisant  seulement  quelques 
détails,  la  première  de  ces  méthodes. 

Tout  d'abord,  étant  donnée  une  surface  de  Riemann  (u,  z), 
nous  pouvons  la  transformer  en  une  autre  qui  lui  corresponde 
point  par  point,  et  où  le  nombre  [j.  des  feuillets  soit  supérieur  à 
2p  —  2;  ceci  est  évident,  puisqu'on  peut  prendre  jx  arbitraire- 
ment (pourvu  qu'il  soit  supérieur  ày9  +  x)  en  prenant  pour  nouvelle 
variable  une  fonction  rationnelle  de  u  et  z  ayant  ui  pôles  (p.  43o). 

Nous  supposons  donc  que  les  surfaces  de  Riemann  de  genre  p, 
dont  nous  voulons  étudier  l'ensemble,  ont  [j.  feuillets;  u.  va  rester 
fixe  et  est  d'ailleurs  un  nombre  quelconque  supérieur  à  2/?  —  2 
(on  verra  dans  un  moment  pourquoi  nous  faisons  cette  dernière 
hypothèse). 

Le  nombre  des  points  de  ramification  de  notre  surface  sera 
alors 

W  =  2(1-1  -r-  p  —  l). 

Nous  pouvons  nous  donner  arbitrairement  ces  points  de  ramifi- 
cation; donc,  le  nombre  des  surfaces  étant  fini  pour  des  positions 
données  de  ces  points,  nous  pouvons  dire  que  nous  avons  une 
surface  dépendant  de 

2  [Jt  4-  2/)  —  2 

constantes  arbitraires.  Mais  toutes  ces  surfaces  ne  sont  pas  dis- 
tinctes :  je  veux  dire  qu'il  y  en  a  parmi  elles  qui  se  correspondent 
point  par  point;  en  désignant  par  {ii,z)  un  point  de  la  surface, 
nous  pouvons  remplacer  la  variable  z  par  une  autre  variable 

;:i=  K(u,  z), 

R  étant  une  fonction  rationnelle  ayant  p.  pôles,  de  façon  que  u, 
considérée  comme  fonction  de  ^i,  soit  une  fonction  à  [k  valeurs. 
De  combien  de  constanles  arbitraires  dépendra  R?  D'abord  ses 
u  pôles  peuvent  être  pris  arbitrairement  sur  notre  surface;  en- 


(')   Voir,  dans  les  Œuvres  de  Hiemaiin,  le  §  12  de  la  Théorie  des  Fondions 
abéliennes. 
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suite,  d'après  le  théorème  de  Riemann-Rocli.  elle  contiendra 

constantes  arbitraires.  Nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  ici  du 
nombre  <7,  puisque  nous  avons  supposé  p.  >>  ayo — 2.  Par  suite, 
il  y  aura  dans  R 

constantes  arbitraires.  On  peut  donc,  en  général,  s'arranger  de 
manière  que  2  [jl  —  p  +  i  points  de  ramification  aient  des  positions 
données  que  l'on  regarderait  comme  numériques  ;  il  reste  alors 

2[a-^2/)  —  2  —  {2  [J.  —  p  -h  i)  =  3/1—  3 

autres  points  de  ramification  arbitraires.  Nous  pouvons  donc  dire 
que  notice  classe  de  surfaces  de  Rieinann  de  genre  p  dépend  de 

3/^  —  3 

constantes  essentielles  arbitraires  ;  ce  sont  les  modules  de  la 
surface.  A  chaque  système  de  valeurs  de  ces  modules  correspon- 
dra seulement  une  classe  ou  un  nombre  limité  de  classes  de 
courbes  algébriques. 

On  a  admis,  dans  ce  qui  précède,  qu'on  pouvait  choisir  les 
2p.  —  p+i  constantes  arbitraires  figurant  dans  R,  de  manière 
que,  dans  la  surface  transformée,  2  u.  — p  -\- \  points  de  ramifica- 
tion aient  des  positions  données.  Dans  quel  cas  pourrait-il  en 
être  autrement?  Ceci  ne  pourra  arriver  que  si  une  transformation 

-1  =  R(",-), 

oïL  restent  des  arbitraires ,  conduit  à  des  surfaces  ayant  les 
mêmes  points  de  ramification.  Or  ces  surfaces  sont  en  nombre 
fini;  il  y  en  aura  donc  nécessairement  parmi  elles  qui  pourront  se 
transformer  uniformément  en  elle-même  à  l'aide  d'une  transfor- 
mation dépendant  de  ces  arbitraires.  Réciproquement,  d'ail- 
leurs, si  la  surface  admet  une  telle  transformation  avec  p  para- 
mètres arbitraires,  le  nombre  des  modules  sera  augmenté  de  p; 
en  effet,  le  nombre  des  constantes  figurant  dans  la  fonction  R 
considérée  plus  haut  devra  être  diminué  de  p,  puisque,  parmi  les 
'im  —  /?  +  I  arbitraires  entrant  dans  R,  on  peut  considérer  que  p 
d'entre  elles  correspondent  seulement  à  la  transformation  de  la 
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surface  en  elle-même.  On  a  donc  alors  à  faire  la  différence 

2(;J.  -4-/?  — l)  —  (2[a— /J-f-I^  p), 

ce  qui  conduit  à  3/?  —  3  +  p  modales  ('  ).  Cette  formule  générale 
s'applique  alors,  même  aux  cas  de  p  =  o  et  y?  =  i .  Quand  jo  >>  i , 
on  a  p  =  o,  d'après  le  théorème  de  Scliwarz,  ce  qui  donne  les 
op — ^3  modules  de  Riemann.  Pour /?  =  i ,  on  a  p  =  i,  comme 
nous  l'avons  dit  (Chap.  XV,  §  10)  en  étudiant  les  transforma- 
lions  en  elles-mêmes  des  courbes  du  genre  iiti;  il  J  a  donc,  dans 
ce  cas,  un  seul  module,  comme  nous  le  démontrerons  d'ailleurs 
bien  facilement  d'une  manière  directe  en  étudiant,  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  les  courbes  de  genre  un.  Enfin,  pour  p  =z=  o,  nous 
avons  vu  (loc.  cit.)  que  p  =  3;  il  n'y  a  pas,  dans  ce  cas,  de  mo- 
dule, résultat  évident  a  priori,  puisque  la  surface  de  Riemann 
peut  être  ramenée  alors  au  plan  simple  de  Cauchj. 

23.  J'ai  dit  que  Riemann  avait  donné  une  seconde  méthode 
pour  trouver  le  nombre  des  modules.  Cette  méthode  est  trop  inté- 
ressante pour  que  nous  la  passions  sous  silence;  elle  va  nous  con- 
duire au  premier  exemple  de  représentation  conforme  d'une  sur- 
face de  Riemann  sur  un  polygone,  représentation  qui,  dans  les 
travaux  récents  de  M.  Poincaré  et  de  M.  Klein,  joue  un  rôle  si 
important.  C'est  au  moyen  d'une  intégrale  de  première  espèce  que 
Riemann  effectue  cette  représentation.  Prenant  une  intégrale  de 
première  espèce,  posons 


I 


x,y 


Q{x,  y)  d.r 

il- 


Quand  le  point  (^x,y)  parcourt  la  surface  sur  laquelle  on  a 
tracé  les  coupures  C  et  D,  le  point;;  décrit  dans  son  plan  un  cer- 
tain polygone,  se  recouvrant  partiellement  lui-même,  et  dont  les 
côtés  (correspondant  aux  deux  bords  de  chaque  coupure)  se  cor- 
respondent deux  à  deux,  de  telle  sorte  qu'on  passe  du  premier  au 
second  par  l'addition  d'une  période  à  z.  Ce  polygone  se  recoii- 
^'rira  partiellement  lui-même,  puisque,  en  regardant  x  comme 


(')  M.  Iviein  a,  le  premier,  appelé  l'attention  sur  celle  formule.  Voir  le  Cha- 
pitre III  de  son  Ouvrage  déjà  elle  :  Ueber  Blemann's  Théorie  der  algebrais- 
clieii  Functioiien. 
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fonction  de^,  on  anécessairement  pour  celle  variable  2/) —  apoinls 
de  ramification  qui  coiTespondent  aux  ip  —  2  racines  de  l'équa- 
tion (en  dehors  des  points  multiples) 

A  chacune  des  p  rélroseclions  correspond  un  parallélogramme 
curviligne.  On  peut  donc  concevoir,  à  titre  schématique,  le  poly- 
gone comme  formé  de/>  parallélogrammes  distincts  dontles  plans 
seraient  superposés,  le  passage  de  l'un  à  l'autre  avant  lieu  au 
mojen  de  lignes  de  croisement  se  terminant  aux  (2/)  —  2)  points 
de  ramification.  Quanta  la  nature  des  côtés  du  polygone,  elle  est 
évidemment  indéterminée,  comme  les  rélroseclions  elles-mêmes, 
et  l'on  peut,  si  l'on  veut,  les  supposer  rectilignes.  Inversement,  si 
l'on  a  une  telle  surface  polygonale,  il  résulte  des  théorèmes  d'exis- 
tence qu'on  peut  lui  faire  correspondre  une  classe  de  courbes  al- 
gébric[ues.  On  peut,  en  effet,  démontrer  l'existence  de  fonctions 
harmoniques  uniformes  sur  la  surface  polygonale  multiple,  qui 
prennent  les  mêmes  valeurs  aux  points  correspondants  de  deux 
côtés  opposés  et  cjui  se  comportent  comme  les  fonctions  étudiées 
au  §  7,  la  périodicité  étant  nulle.  11  suffit  d'employer  pour  cela 
les  mêmes  méthodes  cpii  nous  ont  permis  d'établir  l'existence 
des  fonctions  uniformes  sur  une  surface  deRiemann;  nous  nous 
arrêterons  dans  un  moment  sur  le  cas  particulier  le  plus  simple 
de  />  =  I .  Ce  point  étant  établi,  voyons  de  combien  de  constantes 
dépend  la  surface  polygonale.  La  position  du  point  de  rencontre 
d'une  ligne  G  et  d'une  ligne  D  dans  chaque  rétrosection  est  ar- 
bitraire sur  la  surface  5  nous  n'avons  donc  pas  à  compter  comme 
constantes  arbitraires  les  paramètres  définissant  les  positions  d'un 
sommet  de  chaque  parallélogramme.  Les  arbitraires,  définissant 
réellement  Taire  polygonale  qui  nous  occupe,  sont  les  ip  périodes 
et  les  positions  des  points  de  ramification,  ce  qui  nous  donne 

arbitraires.  Mais  l'intégrale  de  première  espèce  dont  on  est  parti 
est  arbitraire.  On  a 


(l{x,y)dx  r  (}\(r.  r)d.r    ,  „      f  Opjx,  y)d.r 


r  Q(^,  y)  dx  ^  ^^    rO^(x.  y)  dx    ,       ,^c,f 

J  Jy  J  J  y  J 


J'y 


C 


yj+l- 
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On  peul  choisir  les  constantes  C  de  manière  que p  des  périodes 

aient  des  valeurs  numériques  données,  et,  si  />  >-  i,  on  peut,  de 

plus,  choisir  Cp+^  de  manière  qu'un  des  points  de  ramification  ait 

une  position  donnée.  Il  reste  donc  alors  un  nombre  de  constantes 

essentielles  égal  à 

3/?  —  3  : 

ce  sont  les  3p  —  3  modules. 

Quand  ^  =  1,  il  n'j  a  pas  de  points  de  ramification:  on  peut 
choisir  la  constante  C<  de  manière  qu'une  des  périodes  ait  une 
valeur  donnée.  L'autre  période  sera  le  seul  arbitraire  restant.  On 
aura,  dans  ce  cas,  un  module  (^). 

24.  Le  point  essentiel,  dans  la  démonstration  précédente,  est 
le  fait  de  l'existence  d'une  classe  de  fonctions  algébriques  corres- 
pondant à  la  surface  polygonale  multiple.  Il  suffira  d'examiner  le 
cas  de  />  =  I  ;  la  question  une  fois  traitée  dans  ce  cas,  on  passera 
au  cas  général,  comme  on  l'a  fait  pour  tous  les  théorèmes  d'exis- 
tence, en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière  de  proche  en 
proche. 

Nous  partirons  donc  d'un  parallélogramme  ABGD  {^g.  58),  et 


nous  voulons,  en  définitive,  démontrer  directement  et  a  priori 
l'existence  d'une  classe  de  fonctions  algébriques  correspondant  à 
ce  parallélogramme.  Nous  avons  pour  cela  à  démontrer  l'existence 
d'une  fonction  harmonique  de  seconde  espèce,  devenant  infinie  en 


(')  On  trouvera  dans  le  §  14  du  Mémoire  de  Brill  et  Nôther  {Math.  Annal., 
t.  VII)  une  interprétation  géométrique  des  modules  regardés  comme  rapports 
anliarmoniques.  Si  intéressantes  que  soient  ces  considérations,  elles  ne  sont  pas 
si  rigoureuses  que  les  méthodes  s'appuyant  sur  les  théorèmes  d'existence. 
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O  (pris  comme  origine  des  coordonnées  polaires  r  et  9),  comme 

— ^— )   admettant,   relativement  à  AB  et  CD,  la  périodicité  h,  et, 

relativement  à  AD  et  BC,  la  périodicité  k;  nous  entendons  par  là 
que  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  au  delà  de  DC  est 
égal  à  la  valeur  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  AB,  augmen- 
tée de  la  constante  A,  et  pareillement  avec  la  constante  k  pour 
les  deux  autres  côtés.  L'analogie  va  être  complète  avec  les  mé- 
thodes employées  dans  la  Section  précédente.  Nous  formerons 
d'abord  une  fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  arbitraire- 
ment données  sur  AD  et  BG  (on  suppose  seulement  que  les  va- 
leurs en  D  et  A  d'une  part,  en  C  et  B  d'autre  part,  diffèrent  de  h), 
et  ayant  la  périodicité  h  par  rapport  à  AB  et  CD.  A  cet  effet,  on 
prendra  A'B'  parallèle  à  AB,  et  CD'  parallèle  à  CD,  de  manière 
que  les  deux  parallélogrammes  ABCD  et  A'B' CD'  soient  identi- 
ques. Toutes  les  fonctions  harmoniques  qu'on  va  considérer  de- 
viendront infinies  en  O  de  la  manière  indiquée  :  les  u  seront  dé- 
finis dans  ABCD  et  les  v  dans  A'B'C'D'.  On  part  d'une  première 
Ibnclion  U\  prenant  sur  AD  et  BC  les  valeurs  données,  prenant 
sur  AB  des  valeurs  arbitraires,  et  sur  DC  les  mêmes  valeurs  aug- 
mentées de  h.  La  fonction  ?^,  prendra  certaines  valeurs  sur  A'B'; 
nous  formons  une  fonction  t'i  prenant  ces  valeurs  sur  A'B',  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  h  sur  D'C,  sur  A'D  et  B'C  les 
mêmes  valeurs  que  ?/<,  et  sur  DD'  et  CC  les  valeurs  de  ?^i  respec- 
tivement en  AA'  et  BB'  augmentées  de  h.  On  formera  ensuite  U2, 
prenant  sur  DC  les  valeurs  de  V\^  sur  AB  ces  valeurs  diminuées 
de  /z,  et  sur  AD  et  BC  les  mêmes  valeurs  que  u^.  On  continuera 
ainsi  indéfiniment,  formant  deux  suites  de  fonctions 

Uli      Uli       ■  •  • ,      U,ii       •  •  ■  1 
Vx,        Vz,        ...,       Va,         ■•■• 

On  démontrera,  toujours  par  les  mêmes  raisonnements,  l'exis- 
tence d'une  limite  u  pour  les  fonctions  de  la  première  ligne,  et 
d'une  limite  v  pour  celles  de  la  seconde.  On  a 

u,i      —  i',i         (sur  A'B'), 
Un+x  =-■  r,j         (sur  DC). 

Tous  les  u  et  c^  prennent  d'ailleurs  les  mêmes  valeurs  sur  A'D 
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et  B'C.  On  a  donc 

dans  le  parallélogramme  A'B'CD.  D'autre  part,  ç„  prend  sur  D'C 
les  mêmes  valeurs  que  Un  sur  A'B',  mais  avec  addition  de  la  con- 
stante h;  pareillement,  Un+{  prend  sur  AB  les  mêmes  valeurs  que 
i'n  sur  DG,  mais  avec  diminution  de  h.  11  en  résulte  que  les  va- 
leurs de  u  sur  le  périmètre  du  parallélogramme  ABA'B',  augmen- 
tées de  h,  seront  égales  aux  valeurs  de  ç  sur  le  périmètre  du  paral- 
lélogramme DGD'C.  Il  est  clair  alors  que  le  prolongement 
analytique  de  u  au  delà  de  DC,  pour  lequel  on  peut  se  servir  de 
la  fonction  ç^,  remplit  bien  les  conditions  requises. 

D'une  fonction  harmonique  de  seconde  espèce,  on  passera  à 
une  fonction  analytique  de  seconde  espèce.  L'analogie  est  main- 
tenant complète  avec  la  démonstration  de  l'existence  de  la  classe  de 
fonctions  algébriques  correspondant  à  une  surface  de  Biemann. 

On  voit  aussi  que  les  considérations  précédentes  démontrent  a 
priori  l'existence  des  fonctions  doublement  périodiques  corres- 
pondant à  un  réseau  donné  de  parallélogrammes. 

VI.  —  Des  théorèmes  d'existence  pour  l'équation  de  Beltrami 
correspondant  à  une  surface  quelconque. 

25.  Nous  avons  déjà  indiqué  (p.  8)  comment  M.  Beltrami  a 
généralisé  l'équation  de  Laplace  pour  une  surface  quelconque. 
Voulant  nous  placer  ici  dans  les  circonstances  les  plus  simples, 
quoique  suffisamment  générales,  nous  allons  supposer  que  l'on 
considère  une  surface  fermée  sans  lignes  multiples,  ayant  un 
nombre  fini  de  trous,  et  telle  que,  dans  une  région  suffisamment 
petite  tracée  autour  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  on 
puisse  représenter  les  coordonnées  x^  y,  z  par  des  fonctions  ana- 
lytiques  de  deux  paramètres  p  et  q,  ce  que  nous  pouvons  expri- 
mer en  disant  que  la  surface  fermée  est  régulièrement  analytique. 
Un  tore  fournit  un  exemple  simple  correspondant  au  cas  d'un 
seul  trou. 

Nous  avons  défini  [loc.  cit.)  ce  que  l'on  doit  entendre  par 
Jonction  complexe  u  -{-  iv  d'un  point  mobile  sur  la  surface.  L'élé- 
ment d'arc  de  celle-ci  étant  représenté  par 

cls"^  =  E  dp-  +  2  F  dp  dq  -\-  G  dcf'-^ 
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on  a  pour  u  et  v  les  deux  équations 

F  —  —  F  — 
dv  dp  dq 

,  àp  ~   ^/ËG~:rF2 

du  du 

dv  dp  clq 

et  la  fonction  u  satisfait  par  suite  à  l'équation 

/f  —  _  g  -- 

(  3  )  --  (    ~2^=r~^ 

^p\  /EG"^  F2 

Il  est  important  de  remarquer  que  cette  équation  a  un  carac- 
tère invariant  par  rapport  à  ds-,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prend  à  la 
place  de  p  el  q  de  nouvelles  variables,  la  nouvelle  équation  se  dé- 
duira du  ds-  transformé,  comme  la  première  se  déduit  du  ds- 
primitif.  Ceci  résulte  de  la  manière  même  dont  l'équation  a  été 
obtenue. 

26.  D'après  nos  hypothèses  sur  la  nature  analytique  de  la  sur- 
face, on  peut,  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  A  de 
celle-ci,  exprimer  p  el  q  par  des  fonctions  analytiques  de  X  et  Y 
de  manière  à  avoir  la  carte  de  la  portion  de  sui'face  voisine  de  A 
sur  le  plan  (X,  Y),  cette  carte  étant  faite  avec  conservation  des 
angles  [voir  le  t.  I,  p.  452).  On  aura 

E  dp^- -^  iV  dp  dq  ^  G  dq^-  =  n{ f/X2 ^cPC^). 

Si  maintenant  on  considère  u  et  v  non  plus  comme  fonctions 
de  /?,  q^  mais  comme  fonctions  de  X  et  Y,  on  conclut,  de  l'équa- 
lion  précédente  et  de  l'éc[uation  (p.  8  de  ce  Volume) 

du'^ -r  dv-  =  X ( E  dp^ ~    2F  dp  dq  -+-  G  dq^) , 

que  les  équations  (a)  deviennent 


du 

dv 

Jx  "" 

'dY 

du 

dv 

àY  ~ 

~  OX 
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et,  par  suite,  l'équation  (^)  se  transforme  en  l'équation  de  Laplace 

d^  u        d^  u 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  se  borne  à  une  aire  suffisamment  pe- 
tite sur  la  surface,  l'équation  de  Beltrami  peut,  au  moyen  de  la 
Carte  géographique  indiquée,  être  transformée  en  l'équation  de 
Laplace.  Les  problèmes  d'existence  que  nous  avons  résolus  pour 
cette  dernière  sont,  par  suite,  résolus  pour  l'équation  (p). 

Il  serait  sans  intérêt  de  se  borner  à  une  portion  suffisamment 
petite  de  la  surface,  mais  le  procédé  alterné  peut  évidemment  être 
appliqué  à  l'équation  ([3),  qui  jouit,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  des  propriétés  essentielles  de  l'équation  de  Laplace.  Aucune 
explication  n'est  alors  nécessaire  pour  voir  que  l'on  pourra  consi- 
dérer sur  la  surface  non  plus  seulement  une  aire  suffisamment 
petite,  mais  une  aire  quelconque.  Tous  les  problèmes  traités  dans 
les  Sections  précédentes  peuvent  donc  être  posés  et  résolus  de 
la  même  manière. 

Si  nous  appelons  fonction  potejîtielle  sur  la  surface  toute  so- 
lution de  l'équation  ([j),  nous  pourrons  former,  après  avoir 
tracé  des  rétrosections  C  eï  D  sur  notre  surface,  une  fonction 
potentielle  de  première  espèce  admettant  des  périodicités  don- 
nées. La  signification  de  cet  énoncé  est  immédiate  et  a  été  déjà 
rencontrée  en  remplaçant  seulement  potentielle  par  harmo- 
nique. La  fonction  potentielle  dont  nous  parlons  sera  continue 
sur  toute  la  surface;  elle  admet  une  périodicité  h  par  rapport  à 
une  coupure  G,  si  son  prolongement  analjtic[ue  au  delà  de  la  cou- 
pure est  identique  à  la  valeur  qu'elle  a  de  l'autre  côté  de  cette 
coupure  augmentée  de  ±h  suivant  le  sens  dans  lequel  la  coupure 
est  traversée. 

Des  fonctions  potentielles  de  première  espèce,  on  passera,  en 
considérant  la  fonction  associée  v,  aux  fonctions  complexes 


d'un  point  variable  sur  la  surface.  On  aura  ainsi  la  notion  de 
fonctions  complexes  de  première  espèce,  continues  sur  toute  la 
surface,  et  admettant  des  périodes  dont  la  partie  réelle  peut  être 
arbitrairement  choisie.  Il  n'y  a  pas  à  insister  sur  tous  ces  points; 
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l'analogie  est  complète  avec  le  cas  où,  au  lieu  d'envisager  une  sur- 
face quelconque,  nous  avions  affaire  à  l'équation  de  Laplace  et 
aux  feuillets  multiples  d'une  surface  de  Riemann.  On  aura  aussi 
p  fonctions  complexes  de  première  espèce  linéairement  indépen- 
dantes, et/?  seulement;  c'est,  comme  précédemment,  une  consé- 
quence de  ce  que,  le  long  du  contour  K,  dont  il  a  été  tant  de  fois 
parlé,  on  a 

K 

l'intégrale  étant  prise  dans  un  sens  convenable. 

Quanta  la  démonstration  de  cette  inégalité,  elle  est  immédiate 
en  décomposant  la  surface  en  portions  assez  petites.  On  a  pour 
chacune  d'elles  l'inégalité  précédente  avec  l'aide  de  la  carte  de 
cette  petite  portion,  et  il  suffît  d'ajouter  les  inégalités. 

27.  On  obtiendra  de  la  même  manière  les  ybncf/o/?5  complexes 
de  seconde  espèce,  mais  il  faut  définir  un  pôle  d'une  fonction 
complexe  de  seconde  espèce.  Un  point  de  la  surface  sera  un  pôle 
pour  la  fonction  complexe  u  +  ?V,  si  dans  la  carte  géographique, 
relative  au  voisinage  de  ce  point,  sur  le  plan  (X,  Y),  la  fonction 
u  +  iv  qui  devient  une  fonction  analjticjue  ordinaire  de  X  +  i\ 
a  pour  pôle  le  point  correspondant  au  point  donné  de  la  surface. 
iNous  arriverons  enfin,  suivant  toujours  la  même  marche  que  dans 
la  Section  III,  à  des  fonctions  complexes  ?^  +  «V,  uniformes  sur 
toute  la  surface  et  Ji' ayant  que  des  pôles. 

Relativement  à  une  fonction  complexe  F  ^  «  +  «',  nous  pou- 
vons établir  le  même  théorème  qu'à  la  page  427  :  L'équation 

F  =  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire ,  a  toujours  le  même  nombre 
de  racines  sur  la  surface.  On  pourrait  encore  emplo^^er  ici  une 
formule  analogue  à  celle  de  Cauchy  pour  trouver  le  nombre  des 
racines,  mais  il  suffit  de  remarquer  qu'il  n'est  pas  possible  que  le 
nombre  des  racines  diminue  (les  racines  étant  comptées  avec 
leur  degré  de  multiplicité)  quand  C  varie  d'une  manière  conti- 
nue. On  pourrait  seulement  craindre  cjue  des  racines  ne  dispa- 
russent au  moment  où  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales, 
mais  ceci  est  impossible  si  l'on  se  reporte  à  la  carte  géographique 


THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    UNE    SURFACE    DE    RIEMANN.  49^ 

pour  laquelle  on  sait,  en  appliquant  les  théorèmes  classiques, 
que  les  racines  d'une  fonction  d'une  variable  complexe  ne  peu- 
vent pas  disparaître  en  devenant  égales. 

28.   Considérons  maintenant  deux  fonctions  complexes 

u  -+-  iv     et     j^i  -f-  tVi 

sur  la  surface,  fonctions  uniformes  et  n'ajant  que  des  pôles.  Si 
l'on  donne  à  ?^  +  iv  une  valeur  arbitraire,  il  y  aura  un  certain 
nombre  m  de  points  de  la  surface  correspondant  à  cette  valeur  de 
a  +  iV,  et  si  la  seconde  fonction  u^  +  iv\  a  été  prise  arbitraire- 
ment, elle  aura  /n  valeurs  distinctes.  Or  nous  savons  (p.  8)  que,  si 

l'on  pose 

F  =  i/  -H  tV,         Fi  =  Ui  ~  iVi, 

Fi  est  une  fonction  analytique  ordinaire  de  F.  Quelle  sera  la  na- 
ture de  cette  fonction  ?  A  une  valeur  de  F  correspond  un  nombre 
fini  de  valeurs  de  Fi  ;  d'autre  part,  F,  est  une  fonction  de  F  qui 
ne  peut  avoir  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  et  des  points 
critiques  algébinques.  IL  y  a  donc  entre  F  et  F,  une  relation  al- 
gébrique 

/(F,  F0  =  o, 

et  à  un  point  arbitraire  de  la  surface  correspond  un  seul  point 
(F,  Fi)  de  cette  courbe. 

Nous  avons  donc  établi  ce  théorème  fondamental  (^)  : 

A  la  surface  S  donnée  dans  V espace  et  ayant  p  trous  cor- 
respond uniformément  une  courbe  algébricjue  de  genre  p. 


(' )  Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Klein  dans  son  Ouvrage  déjà  bien  des 
fois  cité  sur  la  Théorie  des  surfaces  de  Rieinann.  Le  mode  de  démonstration 
de  M.  Klein  est  extrêmement  intéressant,  quoiqu'il  ne  prétende  pas  à  être  rigou- 
reux au  point  de  vue  analjaique.  C'est  à  une  expérience  électrique  fictive  faite 
sur  la  surface  que  l'illustre  auteur  emprunte  les  éléments  de  ses  démonstrations. 
L'existence  des  fonctions  potentielles  avec  leurs  singularités  diverses  se  trouve 
ainsi  démontrée  en  quelque  sorte  expérimentalement.  On  vient  de  voir  que  les 
considérations  emploj'ées  pour  les  surfaces  de  Riemann  et  l'équation  de  Laplace 
s'étendent  sans  peine  à  l'équation  de  Beltrami  et  à  une  surface  quelconque. 
Relativement  à  eelle-ci,  nous  avons  seulement  fait  l'hypothèse  qu'elle  était  régu- 
lièrement analytique;  on  pourrait  traiter,  je  crois,  de  la  même  manière,  des  cas 
moins  simples,  ceux  notamment  où  la  surface  a  des  arêtes,  mais  je  ne  veux  pas 
ici  approfondir  cette  question. 
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Nous  disons  que  le  genre  de  la  courbe/  est  égal  au  nombre  p 
des  trous  de  la  surface  S;,  ce  qui  résulte  immédiatement  de  ce 
qu'il  y  a  /?  fonctions  complexes  de  première  espèce  sur  la  surface 
linéairement  indépendantes  (§  26). 

29.  Nous  avons  encore  à  faire  une  remarque  importante.  Envi- 
sageons la  surface  S  de  Riemann  à  m  feuillets  représentative  de 
la  fonction  algébrique  F,  de  F.  Nous  avons  dit  que  S  et  S  se  cor- 
respondaient point  par  point;  mais,  de  plus,  la  relation 

du''  ^  t/p2  =  X  (  E  dp''  ^  2  F  dp  dq  -^  G  dcf-  ) 

montre  que  cette  correspondance  a  lieu  avec  conservation  des 
angles.  On  peut  donc  dire  que  l'on  a  une  carie  géographique 
de  la  surface  S  sur  la  surface  de  Riemann  S. 

30.  Appliquons  au  tore  les  généralités  qui  précèdent.  Dési- 
gnons par  r  le  rayon  du  cercle  générateur  et  par  R  la  distance  de 
son  centre  à  l'axe  (/'  <C  R).  On  pourra  représenter  le  tore  par  les 

équations 

37  =  (  R  —  r  cos  o  )  cos  '^, 

y  z=.  [Vy.  — ■  /■  coscp)  sin  (};, 
^  =  /■  sin  cp, 

OÙ  la  signification  géométrique  des  angles  cp  et  '^,  qui  varient  de  o 
à  271,  se  voit  immédiatement.  On  aura  donc  pour  l'élément  d'arc 
de  la  surface 

,  ds"-  =  dx-  -i-  dy-  ~  dz-  =  r-  d'Sj-  -i-  (  R  —  /"  cos  o  )-  c/t];^, 

que  l'on  peut  écrire 

r        r-d'X)''-  "1 

df-  =  (  R  -  /•  cos  cp  )2 ' -,  +  dY-    , 

l  (ri  —  /'COScaj^  J 

OU,  enfin,  en  posant, 

/*  ^        /•  do 
X      R-/'cosc?'  ^' 

ds'-  =  (  R  —  r  cos  o  y  [dX-  -^  dY'  ] . 

Cette  dernière  formule  nous  donne  tout  de  suite  la  carte  géogra- 
phique, avec  conservation  des  angles,  de  la  surface  du  tore  sur  la 
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surface  d'un  rectangle.  En  effet,  quand  cp  et  (*;  varient  de  o  à  27c, 
le  point  (X,  Y)  décrit  dans  son  plan  l'aire  d'un  rectangle  dont 
les  quatre  côtés  sont 

Y  =  o,         Y  =  2-, 


/""^        r  do 

X   =  o,  ^  =     /  71 


Que  sont  ici  les  fonctions  complexes  u -^  iv  uniformes  sur  le 
tore?  Ce  sont  nécessairement  des  fonctions  analytiques  deX+  ^'Y; 
elles  admettront  les  périodes 


et 


C"  r  do 

J         R  —  r  coi 


Les  fonctions  doublement  périodiques  ayant  ces  deux  périodes 
définissent  une  classe  de  courbes  algébriques  (^)  :  c^est  la  classe 
correspondant  au  tore. 

31.  Indiquons  un  exemple  d'une  surface  ayant  p  trous,  auquel 
on  puisse  appliquer  les  considérations  générales  que  nous  venons 
de  développer.  Je  considère,  comme  au  Chapitre  XIII,  un  disque 
plan  kp  trous,  limité  par  une  courbe  extérieure  C  et/j  courbes  in- 
térieures C(,  ...,  C^,  et  tracé  dans  le  plan  [x,y). 

Toutes  ces  lignes  sont  supposées  régulièrement  analytiques.  On 
peut  concevoir  une  fonction  analytique /"(^r,  y)  des  deux  variables 
réelles  x  el  y  s'annulant,  en  changeant  de  signe,  quand  {x^y) 
traverse  les  courbes  C,  Ci,  . . .,  C^,  et  étant  positive  et  différente 
de  zéro  dans  l'aire  A  limitée  par  ces  courbes.  Si,  par  exemple,  les 
courbes  sont  des  cercles,  f{x,  y)  sera  le  produit  pris  avec  un  signe 
convenable  des  premiers  membres  des  équations  de  ces  cercles. 
J'envisage  maintenant  la  surface 

Cette  surface  sera  symétrique  par  rapport  au  plan  des  [x^y), 
elle  passera  par  les  courbes  considérées  et  aura  visiblement  p 
trous.  Elle  sera  régulièrement  analytique.   On  le  voit  de  suite 


(')  Ce  pointa  été  démontré  à  la  fin  de  la  Section  précédente.  Nous  le  retrou- 
verons d'une  manière  plus  élémentaire  au  Chapitre  suivant. 
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pour  tout  point  (x^y)  de  l'iaténeur  de  l'aire  A;  la  chose  est 
moins  immédiate  pour  un  point  d'une  courbe  limite.  Pour  le  voir, 
(^0,  yo)  étant  un  tel  point,  posons 

f{x,  y)  --=a^ 

a  étant  une  quantité  très  petite.  Pour  x  =  Xq,  a  =  o,  nous  avons 
une  racine  simple  y=zyQ.  Nous  pouvons  donc  développer  jk  sui- 
vant les  puissances  de  x  et  a,  dans  le  voisinage  de  x  ^  Xq  et 
a=  o;  soit  '\i{x,  Cf.)  ce  développement.  On  aura  alors  la  surface 
définie  par  les  équations 

y  =  4^(^)  a), 


ce  qui  montre  que  la  surface  est  analytique  dans  le  voisinage  du 
point  (xo^yo,  O).  On  a  supposé  seulement  qu'en  (xo,yo)  la  tan- 
gente à  la  courbe  limite  n'est  pas  parallèle  à  Oy,  mais,  s'il  en 
était  ainsi,  on  intervertirait  x  el y  dans  les  raisonnements.  Nous 
avons  donc  bien  un  exemple  d'une  surface  à  p  trous  régulière- 
ment analytique  dans  toute  son  étendue.  A  cette  surface  corres- 
pond, d'après  le  théorème  général,  une  classe  de  courbes  algé- 
briques. 

32.  Un  cas  limite  de  la  surface  précédente  est  extrêmement 
intéressant.  Je  considère  la  surface 

--  =  £/(^,  7)> 

où  £  est  une  constante  positive.  Supposons  que  e  tende  vers  zéro  ; 
nous  aurons  une  surface  se  rapprochant  de  plus  en  plus  des  deux 
côtés  du  disque  plan.  La  classe  de  courbes  algébriques  correspon- 
dant à  notre  surface  deviendra  pour  s  ^  o  une  certaine  classe 
limite,  et  l'on  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

A  tout  disque  plan  à  p  trous  ou  peut  faire  correspondre 
une  classe  de  courbes  algébriques. 

Il  y  a  une  correspondance  uniforme  entre  les  points  d'une 
courbe  algébrique  de  cette  classe  et  les  points  du  disque  consi- 
déré comme  ayant  deux  faces.  Le  remarquable  théorème  qui  pré- 
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cède  est  dû  à  M.  Schottky  ('),  qui  y  est  arrivé  par  une  tout 
autre  voie,  en  rattachant  la  question  au  principe  classique  de 
Dirichlet. 

Le  résultat  précédent  est  très  important  pour  l'étude  de  la  re- 
présentation conforme  des  aires  limitées  par  plusieurs  contours. 
Étant  donnés  deux  disques  plans  ayant  le  même  nombre  p  de 
trous,  peut-on  faire  une  représentation  conforme  de  ces  deux 
disques  l'un  sur  Vautre,  de  manière  qu'à  un  point  du  pre- 
mier disque  ne  corresponde  qu^ un  point  du  second  et  inverse- 
ment? La  question  était  difficile,  mais  nous  sommes  maintenant 
en  mesure  d'y  répondre  en  quelques  lignes.  Nous  pouvons  faire 
la  carte  géographique  de  chaque  disque  (pris  avec  ses  deux 
bords)  sur  une  surface  de  Riemann  convenable  5  cette  surface  de 
Riemann  est  relative  à  une  courbe  quelconque  de  la  classe  cor- 
respondant au  disque.  Si  l'on  peut  faire,  de  la  manière  indiquée, 
la  représentation  conforme  des  deux  disques  l'un  sur  l'autre,  les 
deux  surfaces  de  Riemann  et,  par  suite,  les  deux  courbes  se  cor- 
respondront point  par  point.  On  voit  donc  que  la  représentation 
conforme  des  deux  disques  est  en  général  impossible  ;  les  conditions 
reviennent  à  l'identité  des  deux  classes  de  courbes  algébricjues 
correspondant  ci  l'un  et  l'autre  disque.  Je  me  borne  sur  ce 
point  à  ces  vues,  peut-être  un  peu  rapides,  en  renvoyant  au  Mé- 
moire de  M.  Schottky  pour  l'étude  de  la  représentation  conforme 
des  aires  multiplement  connexes. 


(')    Nous    avons    déjà    eu    l'occasion    de    citer    (p.  285)    le    beau    travail    de 
M.  Schottky;  c'est  un  Mémoire  fondamental  à  plus  d'un  titre. 


II. 
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CHAPITRE  IVII. 

COURBES  DES  GENRES  ZÉRO  ET  VN. 


I.  —  Des  courbes  unicursales. 

1.  Nous  terminerons  ce  Volume  par  une  étude  des  propriétés 
essentielles  des  courbes  de  genre  zéro  et  des  courbes  de  genre  un. 
Commençons  par  les  courbes  correspondant  à  /?  =  o,  qu'on  ap- 
pelle courbes  unicursales  (^). 

D'après  la  formule  générale  (p.  3^4) 

(  ?n — ^)(m  —  o,  ")        ^       i(i  —  i) 

p  = ^ 2"'— 1— ' 

on  aura  pour  les  courbes  unicursales 

2i(i  —  \^        {m  —  f)("^  —  ^') 
'■^—r~  = ^ 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  c[ue  le  genre 
soit  nul.  Il  n'y  aura  pas  dans  ce  cas  de  courbe  adjointe  d'ordre 
m  —  3. 

Les  courbes  unicursales  jouissent  d'une  remarquable  propriété  : 

on  peut  exprimer  les  coordonnées  (x,  y)  d'un  quelconque  de 
leurs  points  en  fonctions  rationnelles  d^ un  paramètre. 

Pour  le  démontrer,  considérons  une  adjointe  d'ordre  m  —  2; 
elle  dépend  d'une  manière  non  homogène  de  m  —  2  constantes  (-). 
Nous  pouvons  donc  former  un  réseau 

P,  +  XP2  =  0 

(')  Les  mots  de  courbes  unicursales  ont  été  employés  pour  la  première  fois  p;ir 
M.  Cayley  {voir  Cayley,  Comptes  rendus,  t.  LXII). 

(")  On  a  vu  dans  un  Chapitre  antérieur  que  le  nombre  de  ces  constantes  est, 
Y>o\iv  p  quelconque,  m  —  2  +/).  La  numéi'ation  est  d'ailleurs  immédiate. 
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d'adjointes  d'ordre  m  —  2  passant,  quel  que  soit  X,  par  m  —  3 
points  choisis  arbitrairement  sur  la  courbe.  Combien  y  aura-t-il 
de  points  de  rencontre  variables  avec  X?  On  a  déjà  un  nombre  de 
points  de  rencontre  fixes  représenté  par 

\  a;t(i  —  i) -H  m  —  3         ou         ni{m  —  i)  —  i. 

Il  reste  donc  un  seul  point  de  rencontre  mobile,  et.  par  suite,  ses 
coordonnées  x  eVy  sont  des  fonctions  rationnelles  de  \. 

Considérons  inversement  une  courbe  définie  par  deux  équa- 
tions 

(i)  ^  =  R(X),      y  =  ^i{l), 

R  et  Rj  étant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  \.  Cette 
courbe  sera  de  genre  zéi'O. 

Si  le  genre  n'était  pas  nul,  la  courbe  aurait  une  intégrale  de 
première  espèce 


/ 


Qf-r.  r)  dx 


J'y 

Or,   en  remplaçant  x  el  y  par  les  expressions  (i),  on  aurait  une 
intégrale  portant  sur  une  fraction  rationnelle  P(X) 


/ 


?{\)dl, 


qui  devrait  rester  finie  pour  toute  valeur,  finie  ou  infinie,  de  À,  ce 
qui  est  impossible. 

2.  Nous  avons  exprimé  plus  haut  les  coordonnées  x  el y  d'un 
point  arbitraire  de  la  courbe  en  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
mètre. Pour  trouver  ces  expressions,  il  a  fallu  introduire  en  gé- 
néral certaines  irrationnelles  par  rapport  aux  coefficients  de  la 
courbe,  puisqu'on  doit  prendre  m  —  3  points  sur  la  courbe.  On 
peut  se  demander  comment  on  pourrait  faire  la  représentation 
paramétrique  pour  une  courbe  unicursale,  en  introduisant  le 
moins  possible  àHrrat.ionalités  par  rapport  aux  coefficients  de 
l'équation  de  la  courbe  unicursale.  Pour  répondre  à  cette  ques- 
tion^ M.  Nother  procède  très  élégamment  de  la  manière  sui- 
vante ('  ). 

(')  NoTiiER,  Math.  Annalen,  t.  III. 


OOO  CHAPITRE    XVII. 

Prenons  trois  adjointes  arbitraires  d'ordre  m  —  2,  ce  qui  peul 
se  faire  sans  introduire  aucune  irrationalité  par  rapport  aux 
coefficients;  soient  V^(x^y■)^  V.i{x,y),  ^^{x,  y)  les  trois  polj- 
nômes  adjoints  correspondants.  Je  pose 

Pi(-^,JK)* 

A  la  courbe  unicursale  proposée 

f{x,y)  =  o 
va  correspondre  une  courbe 

F(X,Y)  =  o, 

et,  si  les  trois  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  2  sont  arbitraires, 
les  deux  courbes  se  correspondront  point  par  point.  Cherchons  le 
degré  de  la  courbe  F;  il  est  égal  au  nombre  des  points  de  ren- 
contre, avec  y,  du  réseau 

ai  Pi(^,JK)  +  ==2  ^A^,y)  +  «3  P3(^,7)  =  o, 
en  dehors  des  points  multiples,  c'est-à-dire  à 

m{m  —  2)— /_  a;  i(j  —  i)     ou     m  —  2. 

Nous  avons  donc  transformé  la  courbe  en  une  courbe  d'ordre 
jn  —  2.  On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche.  Si  m  est 
impair,  on  arrivera  à  une  cubique  ;  si  m  est  pair,  à  une  conique. 

Dans  le  premier  cas  [m  impair),  les  coordonnées  de  la  cubique 
unicursale,  qui  a  un  seul  point  double,  peuvent  être  exprimées 
en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  sans  introduction  d'au- 
cune irrationalité  par  rapport  aux  coefficients  de  son  équation,  qui 
sont  eux  mêmes  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  la 
courbe  proposée.  Donc,  pour  une  courbe  unicursale  d'ordre 
impair,  on  peut  n'introduire  aucune  irrationalité  par  rapport 
aux  coefficients  dans  la  représentation  paramétrique. 

Il  n'en  va  pas  de  même  pour  m  pair.  Nous  sommes  ramené 
dans  ce  cas  à  une  conique,  et,  en  général,  nous  ne  pouvons  pas 
faire  la  recherche  des  expressions  des  coordonnées  en  fonctions 
rationnelles  d'un  paramètre,  sans  introduire  une  irrationalité  qui 
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sera  une  racine  carrée  cVune  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients. Il  en  sera  donc  de  même  pour  la  courbe  unicursale  pro- 
posée. 

3.   Dans  la  représentation  paramétrique  donnée  au  §  4,   nous 
avons  pour  une  courbe  unicursale 

^  =  R(X),        y  =  Ri(X), 

et,  d'après  la  manière  même  dont  nous  avons  procédé,  on  a  pour  A 

P 

une  fonction  rationnelle  — ■  -5^  de  ^  ctjK-  -^  ^"^  point  arbitraire  de 

la  courbe  ne  correspond  donc  qu'une  seule  valeur  de  \.  Il  v  a  des 
points  particuliers  pour  lesquels  il  en  est  autrement  :  ce  sont  les 
points  multiples.  En  un  point  multiple  d'ordre  i,  les  deux  poly- 
nômes adjoints  P,  et  P2  sont  nuls,  et  il  y  a  i  valeurs  pour  \  cor- 
respondant aux  i  branches  de  la  courbe  au  point  multiple. 

Imaginons  qu'on  ait  une  seconde  représentation  paramétrique 

^  =  7'(0),      j=-n(e), 

de  telle  sorte  aussi  que  9  soit  fonction  rationnelle  de  x  et  y.  La 
nature  de  la  dépendance  entre  )v  et  Q  s'aperçoit  immédiatement; 
à  une  valeur  arbitraire  de  \  ne  correspondra  qu'une  valeur  de  9 
et  inversement.  La  relation  est  d'ailleurs  algébrique.  Donc  \  est 
une  fonction  rationnelle  de  9,  et  9  est  une  fonction  rationnelle  de  X; 

on  doit,  par  suite,  avoir 

.  _  a\  -f-  h 

cl  -\-  d 

a,  6,  c,  d  étant  des  constantes.  On  peut  donc  dire  que,  abstrac- 
tion faite  d'une  substitution  linéaire  sur  le  paramètre,  il  n'j  a 
qu'une  seule  représentation  paramétrique,  de  la  nature  indi- 
quée^ pour  une  courbe  unicursale  (^). 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  les  courbes  unicursales.  Une 


(»)  On  pourrait  avoir  une  représentation  paramétrique  rationnelle  telle  qu'à 
un  point  arbitraire  {x,y)  de  la  courbe  correspondissent  plusieurs  valeurs  de  >v. 
On  verra  (Lijroth,  Math.  Annalen,  t.  IX)  comment  on  peut,  par  un  calcul  ré- 
gulier, introduire  un  autre  paramètre,  de  façon  à  avoir  une  nouvelle  représenta- 
lion  qui  soit  du  type  étudié  plus  haut. 
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étude  très  complète  en  a  été  faite  par  Clebscli  dans  un  Mémoire 
auquel  nous  renverrons  ('). 

II.  —  Des  courbes  de  genre  un. 

4.  Les  courbes  de  genre  un  sont  particulièrement  intéressantes 
à  cause  de  leurs  rapports  avec  la  théorie  des  fonctions  double- 
ment périodiques.  Pour/»  =  i,  on  aura 


On  a  ici  un  seul  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  3  et,  par  suite, 
une  seule  intégrale  de  première  espèce  (à  un  facteur  constant 
près). 

Nous  commencerons  par  chercher  si  les  adjointes  d'ordre  m  —  2 
ne  peuvent  pas,  comme  pour  les  courbes  unicursales,  conduire  à 
une  représentation  paramétrique  intéressante.  Les  courbes  ad- 
jointes d'ordre  m  —  2  dépendent  ici,  d'une  manière  non  li- 
néaire, de  m  —  1  paramètres  entrant  d'une  manière  non  homo- 
gène. On  peut  donc  former  un  faisceau  d'adjointes  d'ordre  m  —  2 

(2)  Pi  +  XP,  =  o 

passant  par  m  —  2  points  arbitrairement  choisis  sur  la  courbe  y. 
Le  nombre  des  points  de  rencontre  variables  avec  X  sera 

m{m  —  2)  —  (m  —  2) —  >   c(.ii{i — i)     ou     2. 

Nous  n'aurons  donc,  pour  déterminer  x  etjy  en  fonction  de  1, 
qu'à  résoudre  une  équation  du  second  degré.    On  aura,  par  suite, 

.r=/[xvînX')], 
^  =  cp[xVHa")], 

/  et  cp  étant  des  fonctions  rationnelles  de  À  et  de  y^R().),  en  dési- 
gnant par  R()v)  un  polynôme  en  \  qu'on  peut  supposer  n'avoir 
que  des  racines  simples  (le  facteur  de  puissance  paire,  pour  les 
racines  multiples,  étant  sorti  du  radical). 


(')  Clebsch,   Ueber  diejenisfen  ebenen  Curven  deren  Coordinaten  rationalc 
Functionen  eines  Parameters  sind  {Journal  de  d'elle,  t.  G4). 
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A  une  valeur  de  X  correspondent  deux  points  {x,y)  à  cause  des 
deux  déterminations  du  radical.  A  un  point  arbitraire  {x^  y)  de  la 
courbe  /  correspondra  iine  seule  valeur  de  \,  ce  qui  est  évident 
d'après  (2);  il  correspondra  aussi  une  seule  valeur  de  y/R(X), 
l'autre  détermination  du  radical  donnant  le  second  point  de  ren- 
contre de  l'adjointe  (2)  avec/. 

Une  question  très  intéressante  se  présente  :  Quel  est  le  degré 
du  polynôme  R()^)?  On  peut,  pour  y  répondre,  suivre  deux  voies 
différentes,  entièrement  analogues  à  celles  que  nous  avons  sui- 
vies en  étudiant  les  courbes  du  genre  deux  (p.  455). 

Je  dis  que  le  degré  de  R(X)  ne  pourra  être  que  trois  ou' 
quatre.  En  effet,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux 
courbes 

se   correspondent  point  par  point,  puisqu'à  un  point  arbitraire 

()*.,  tji.)  de  la  seconde  courbe  ne  correspond  qu'un   point  (x^y) 

de  f,  et  inversement.  Les  deux  courbes  sont  donc  du  même  genre, 

c'est-à-dire  du  genre  un,  et,  par  suite,  le  degré  du  polynôme 

R()v)  sera  nécessairement  égal  à  trois  ou  à  quatre,  les  deux  cas 

se  ramenant  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  vu  autrefois,  l'un  à 

l'autre. 

La  seconde  démonstration  est  plus  directe,  mais  plus  longue. 

On  procédera  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'étude  des  courbes 

de  genre  deux  (p.  4^6).  Le  nombre  cherché  sera  égal  au  nombre 

des  courbes  â,u  faisceau 

Pi^XP,  =  0 

tangentes  à  la  courbe  y.  Après  avoir  supprimé  les  mêmes  solutions 
étrangères,  il  restera  quatre  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  k  f, 
et  le  degré  du  poljnôme  R()v)  est,  par  suite,  égal  à  quatre.  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  de 
genre  un  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  et  de 
la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  par  rap- 
port à  ce  paramètre  ('). 

(')  Ce  théorème  est  dû  à  Clesbch.  Voir  son  Mémoire  :  Ueber  diejenigen 
Curven  cleren  Coordinaten  sich  als  elliptisclie  Funclionea  eines  Parameter 
darstellen  lassen  {Journal  de  Crelle,  t.  G4). 
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5.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'important  théorème  qui 
précède.  Si  l'on  pose 

nous  avons  vu  (p.  334)  que  cette  relation  définit  une  fonction 
doublement  périodique  de  z^  soit 

et  l'on  a  évidemment 

^  =  »■(=)  =  v/R(r,. 

Il  en  résulte  que  ^  etjK  sont  des  fonctions  doublement  périodi- 
ques du  paramètre  Z]  de  plus,  à  un  point  arbitraire  {x^y)  et,  par 
suite,  à  une  valeur  de  X  et  de  y/RCX),  ne  correspondra  qu'une  va- 
leur de  z,  abstraction  faite  de  multiples  de  périodes.  Nous  pou- 
vons alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  courbe  de  genre  un,  les  coordonnées  x  et  y  peu- 
vent s' exprimer  en  fonctions  doublement  périodiques  d^unpara- 
mètre  z,  et  cela  de  telle  manière  qu^à  un  point  arbitraire  de 
la  courbe  ne  corresponde  qu'une  valeur  de  z,  abstraction  faite 
de  multiples  des  périodes. 

6.  Nous  aurons  bientôt  à  étudier  une  sorte  de  réciproque  du 
théorème  précédent;  mais,  pour  le  moment,  proposons-nous  de 
retrouver  le  même  théorème  en  nous  plaçant  à  un  autre  point  de 
vue  que  le  point  de  vue  algébrique  du  §  4.  Nous  allons  considé- 
rer, à  cet  effet,  l'intégrale  de  première  espèce  relative  à  la  courbe 
de  genre  un^  et  chercher  la  nature  de  la  fonction  obtenue  en  fai- 
sant l'inversion  de  cette  intégrale.  Soit  donc  la  relation 

'•^  Q(.T7,  y)  dx 
fo,ro         Jy 
équivalente  à  l'équation  différentielle 

<:i{x,y)dx  ^  ^^_ 

Les  conditions  initiales  étant  ^  =  ^o  >  J"  =  J^o  pour  z=:-z^y 
quelle  sera  la  nature  de  la  fonction  ^  de  ;:  ainsi  définie?  Nous 


'''  L 
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voulons  montrer  que  x  est  une  fonction,   uniforme  dans  tout 
le  plan,  n^ ayant  d^ autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

En  supposant  que  (^o»  J'o)  ne  soit  pas  un  point  de  ramification 
ou  un  point  multiple' de  la  courbe,  la  fonction  x  sera  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  :;  =  ^o?  d'après  le 
théorème  fondamental  (p.  3o4)  sur  l'existence  de  l'intégrale  des 
équations  différentielles.  En  étendant  de  proche  en  proche  la 
fonction,  le  théorème  fondamental  cessera  d'être  applicable  quand 
la  variable  z  atteindra  une  valeur  pour  laquelle  Q(.r,jK)=o; 
mais  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  pour  un  point  simple 
de  la  courbe,  puisque  l'adjointe  d'ordre  m  —  3,  dans  les  courbes 
du  genre  un,  ne  rencontre  la  courbe  qu'aux  points  multiples. 
Nous  devons  maintenant  examiner  le  cas  oi^i  le  point  correspon- 
dant (:r,  y)  de  la  courbe  serait  un  point  multiple  ou  bien  un  point 
de  ramification,  ou  serait  à  l'infini.  Il  n'y  a  aucune  difficulté 
dans  le  cas  du  point  m.ultiple,  car,  lorsque  (.27,  j)^)  se  rapproche 
d'un  point   multiple   sur   une  branche    déterminée,   le    quotient 

'  "^    reste  une  fonction  holomorphe  de  x  ne  s'annulant  pas  en 
/y  _ 
ce  point,  puisque  la  courbe  Q  =  o  ne  peut  avoir  aucune  tangente 

commune  avec  f  en  un   point  multiple   [sinon,  le  nombre   des 

points  de  rencontre  de/et  de  Q  s'élèverait  au-dessus  de  wi  (m  —  3)]  ; 

X  restera  donc  fonction  holomorphe  de  z. 

Pour  le  cas  du  point  de  ramification  (a,  6),  on  posera 


et  l'on  aura  alors,  pour  -j^i  une  fonction  holomorphe  de  x^  dans 
le  voisinage  de  ^'=  o;  il  en  résulte  que  x\  et  par  suite  .r,  reste- 
ront des  fonctions  holomorphes  de  z^  dans  le  voisinage  de  la  va- 
leur de  z  pour  laquelle  x  ^^  a. 

Enfin,  si,  pour  i;  =:=  a,  ^  devient  infinie,  le  point  (.2:,  y')  s'éloi- 
gnant  à  l'infini  sur  une  des  branches  de  courbe,  on  posera 

_     T 

x' 

et  l'on  voit  encore   de    suite    que  -y-   sera    une  fonction   holo- 

morphe  de  x'  dans  le  voisinage  de  x' ^=  o;  aucun  point  critique  ne 
peut  encore  apparaître. 
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Nous  pouvons  ici  faire  les  mêmes  observations  qu'à  la  page  336; 
les  remarques  précédentes  ne  suffisent  pas  à  établir  que  x  est  une 
fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan  ;  mais  il  n'j  a  qu'à  procé- 
der comme  à  l'endroit  cité  pour  rendre  la  "démonstration  rigou- 
reuse. En  isolant  les  points  de  ramification  et  les  points  à  l'infini, 
on  prouvera,  sans  rien  changer  aux  raisonnements,  que  l'exten- 
sion de  la  fonction  pourra  se  faire  de  proche  en  proche  à  l'aide 
cViin  cercle  de  rayon  p  invariable,  de  telle  sorte  que  la  fonc- 
tion ou  son  inverse  soit  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  un  point  quelconque  du  plan  et  un  rayon  égal  à  p.  Il 
en  résulte  que  x  est  alors  une  fonction,  uniforme  dans  tout  le 
plan,  n'ayant  pour  points  singuliers  que  des  pôles. 

Le  même  raisonnement  s'applique  sans  modification  à  y,  qui 
sera  aussi  une  fonction  uniforme  de  z. 

7.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  nature  des  fonctions 
uniformes  x  ely  àe  z  que  nous  venons  de  rencontrer.  Leur  pro- 
priété capitale  est  la  double  périodicité. 

Rappelons-nous,  en  effet,  que  l'intégrale 

"''•''  Q{x,  y)dx 

a,  deux  périodes  w  et  to'  (Chap.  XIV).  En  posant 

co  =  c'-i-  ic" ,         w'  =  d'  ~  id", 

on  a  l'inégalité  fondamentale  (p.  4o8) 

c' d"  -  d' d'y  o, 

inégalité  qui   exclut  l'égalité.    Il  en  résulte  que  le  rapport  des 
périodes 

O)' 

co 

est  nécessairement  imaginaire. 

On  voit  alors  qu'à  une  même  valeur  de  x  correspondent,  en 
choisissant  convenablement  le  chemin  allant  de  x^  à  x.^  une  infi- 
nité de  déterminations  de  l'intégrale  différant  de  sommes  de  mul- 
tiples des  périodes  co  et  co'.  On  aura  donc,  pour  x  et  y.,  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  z  :  c'est  le  théorème  auquel 
nous  étions  déjà  arrivé  par  une  autie  voie.  A  un  point  arbitraire 


r 
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{x,y)  de  la  courbe  ne  correspond  manifestement,  d'après  la  rela- 
tion (3),  qu'une  seule  valeur  de  z,  abstraction  faite  de  sommes 
des  multiples  des  périodes  ('). 

8.  Je  réserve,  pour  une  autre  partie  de  cet  Ouvrage,  l'inver- 
sion effective  de  l'intégrale  de  première  espèce  pour  lacjuelle  il 
est  nécessaire  d'introduire  les  transcendantes  de  Jacobi .  Nous  avons 
montré,  au  §  12  du  Chapitre  XII,  comment,  dans  le  cas  de  l'inté- 
grale elliptique,  on  peut  former  certaines  fonctions  entières  jouis- 
sant, par  rapport  aux  périodes,  d'une  propriété  remarquable.  On 
peut  ici  former  une  combinaison  analogue  que  je  me  contenterai 
d'indiquer  (-)  ;  il  est  facile  de  former  une  fonction 

de  degré  m  —  i  en  jr  et  j',  et  telle  que  la  combinaison 


soit  une  fonction  entière  de  z.  Cette  fonction  entière  joue  ici  le 
même  rôle  que  la  fonction  A1(g)  de  M.  Weierstrass. 

9.  Nous  aurons  encore  à  signaler  plus  tard  certaines  propriétés 
des  courbes  de  genres  zéro  et  un.  Ainsi  l'on  peut  faire,  avec 
M.  Hermite  (^),  la  remarque  que  les  courbes  de  genre  zéro  et  un 
sont  les  seules  pour  lesquelles  l'inversion  de  l'intégrale  abélienne 


f 


l(x,  y)  dx  =  Z 


(X  étant  rationnelle  en  x  cIjk)  donne,  pour  x  et  j)',  des  fonctions 
uniformes  de;;.  Ce  sont  des  questions  qui  trouveront  leur  place  dans 
l'étude  des  équations  différentielles  de  Briot  et  Bouquet.  J'ai  même 

(')  Si  l'on  veut  l'éprendre  le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placé, 
avec  Riemann,  au  §  23  du  Chapitre  XVI,  on  dii'a  que  l'inversion  de  l'intégrale  de 
première  espèce  permet,  pour/?  =  i,  de  faire  d'une  manière  uniforme  la  repré- 
sentation conforme  de  la  surface  de  Riemann  sur  la  surface  d'un  parallélo- 
gramme. 

(')  Voir  le  §  10  du  Chapitre  III  de  mon  Mémoire  Sur  les  fonctions  algébri- 
ques de  deux  variables. 

(')  Hermite,  Cours  lithographie  de  l'École  Polytechnique,  1S73. 
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montré  ('),  d'une  manière  plus  générale,  que  les  courbes  des 
genres  zé)-o  et  un  sont  les  seules  pour  lesquelles  l'inversion  d'une 
expression 

(4)  ■/""./'"'•'■--""<;.  =  . 

Çk  étant  rationnelle  en  x  et  j/)  donne  pour  x  &l  y  des  fonctions 
uniformes  de  ;:;. 

III.  —  Généralités  sur  les  fonctions  doublement  périodiques. 

10.  Nous  avons  déjà  parlé  des  fonctions  doublement  pério- 
diques (Chap.  XII).  Les  généralités  sur  ces  fonctions,  œuvre  de 
Liouville  et  surtout  de  M.  Hermite,  sont  devenues  si  classi- 
ques, et  ont  été  tant  de  fois  exposées  (-)  que  nous  ne  croyons 
pas  devoir  reprendre  ce  qui  a  été  déjà  si  bien  dit.  Supposant  donc 
connus  les  théorèmes  fondamentaux,  je  vais  seulement  faire 
quelques  remarques  qui  auront  trait  aux  courbes  de  genre  zéro 
ou  un. 

Considérons  deux  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes 
périodes 
(5)  x  =  ^{z),         y  =  ^{z). 

Tout  d'abord  il  existe  entre  elles  une  relation  algébrique, 
comme  l'ont  remarqué  simultanément  Briot  et  Bouquet  et  M.  Mé- 
ray.  La  démonstration  de  ce  résultat  est  immédiate.  A  une  valeur 
arbitraire  de  x  correspond,  dans  chaque  parallélogramme  de  pé- 
riodes, un  nombre  limité  (toujours  le  même)  de  valeurs  de  z.  La 
fonction  jk  de  ^  n'a  donc  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  povir 
chaque  valeur  de^;  elle  n'a  d'autre  part  évidemment  que  des 
pôles  ou  des  points  critiques  algébriques.  On  en  conclut  que  y 
est  une  fonction  algébrique  de  x.  Nous  aurons  donc 

f{x,y)  r^o. 

(  '  )  Voir  le  Chapitre  VI  de  mon  Mémoire  cité  plus  haut.  J'y  étudie  incidemment 
d'une  manière  très  sommaire  les  expressions  (4)  dont  M.  Appell  faisait  à  la  même 
époque  une  étude  très  approfondie  dans  son  grand  Mémoire  Sur  les  intégrales 
des  fonctions  à  multiplicateurs  {Acta  mathematica,  t.  XIII). 

(')  Consulter,  en  particulier,  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermite,  le  Traite 
sur  les  fonctions  elliptiques  de  Briot  et  Bouquet  et  le  Traité  d'Analyse  de 
M.  Camille  Jordan. 
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Ceci  posé,  montrons  que  le  genre  de  la  courbe  f  est  au  plus 
égal  à  l'unité.  Si  la  courbe  était  de  genre  supérieur  à  un,  on 
aurait  deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce 

r  Qi(a7,7)  dx  r  O^J.r,  y)  dx 

J    '         Ty  '  J  jy 

La  première  de  ces  intégrales  peut  s'écrire 

Q.\ix,y)  dx  ^_ 


/■ 


En  substituant  à  a;  et  y  les  expressions  (5),  le  multiplicateur 
de  dz,  sous  le  signe  d'intégration, 

Q,(x,  y)  dx 

fy  dz 

est  une  fonction  doublement  périodique  de  z.  Tl  faut  que  cette 
fonction  se  réduise  à  une  constante;  sinon  elle  aurait  des  pôles, 
et  l'intégrale  deviendrait  infinie.  On  aura  donc 

0\(  X,  y)  dx 
fy         dz 
et,  de  même, 

Çli{x,  y)  dx  _ 

J'y  dz 

a,  et  flo  étant  des  constantes.  Des  deux  identités  précédentes,  on 
conclut 

Q2(a7,jK)        «a' 

égalité  impossible,  puisque  les  deux  intégrales  de  première  es- 
pèce ont  été  supposées  linéairement  indépendantes.  Le  théorème 
est  donc  établi  (*  ). 

IL  II  peut  arriver  que  le  genre  de  la  courbe  soit  égal  à  zéro 
ou  à  un.  Faisons  la  remarque  importante  que,  si  à  un  ipoint  arbi- 
traire (x,y)  de /"ne  correspond  qu'w/ie  seule  valeur  de  z  dans 
un  parallélogramme  de  périodes,  le  genre  de  la  courbe  sera 
certainement  égal  à  V unité.  En  effet,  dans  le  cas  contraire,  la 
courbe  serait  unicursale,  et  l'on  aurait 

.'r  =  Rre\      r^RifO), 

(')  J'ai  donné  pour  la  première  fois  la  démonstration  précédente  avec  un  théo- 
rème analogue  pour  les  surfaces  algébriques  au  t.  XCII  des  Coinpt.  rend.,  p.  i^gî- 
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R  et  Pi|  étant  rationnelles  en  0,  et  9  pouvant  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  fonction  rationnelle  de  x  etjK-  On  aurait  donc 

(6)  0--F(x:), 

F(^)  étant  une  fonction  doublement  périodique  de  z.  A  un  point 
arbitraire  [x,  y)  correspond  une  seule  valeur  de  0;  les  valeurs 
de  z  correspondant  à  un  point  arbitraire  [x^  y)  seraient  donc  les 
racines  de  l'équation  (6).  Mais,  pour  une  valeur  arbitraire  donnée 
à  9,  correspondent  au  moins  deux  racines  de  (6)  dans  un  paral- 
lélogramme. L'hypothèse  faite  que  la  courbe  est  unicursale  est 
donc  inadmissible. 

12.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  à  un  point  arbitraire  (.r,  j') 
ne  correspondrait  qu'une  seule  valeur  de  z,  abstraction  faite  de 
sommes  des  multiples  de  périodes,  et  considérons  une  fonction 
doublement  périodique  quelconque  W  de  z^  aux  mêmes  périodes 
que  CD  et  <ï>.  A  chaque  point  (^x.,y)  de  la  surface  de  Riemann  re- 
lative à  la  courbe  f  ne  correspondra  qu'une  seule  valeur  de  W. 
Celte  fonction  sera  donc  une  fonction  uniforme  sur  la  surface  de 
Riemann;  elle  n'a  nécessairement  que  des  pôles;  elle  est  donc 
une  fonction  rationnelle  de  x  ety  (p.  385).  Toute  fonction  dou- 
blement périodique  de  z  sera  donc  une  fonction  rationnelle 
de  ^(-î)  et^(^).  Ce  théorème  est  dû  à  Liouville. 

13.  Nous  avons  vu  (p.  44<^)  ^^  les  courbes  de  genre  un 
admettent  une  transformation  birationnelle  en  elle-même  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire.  Il  est  facile  de  retrouver  d'une 
autre  manière  ce  résultat.   Considérons  les  équations 

h  étant  une  constante  arbitraire;  X  et  Y  sont  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  z.  On  aura  donc,  d'après  le  paragraphe 
précédent, 

Pi  et  R,  étant  rationnelles  en  x  et  y^  et  évidemment  d'ailleurs, 
pour  la  même  raison,  x  tl  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
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X  et  Y.  Nous  voyons  donc  bien  que  la  courbe  f  admettra  une 
transformation  birationnelle  en  elle-même  dépendant  du  para- 
mètre arbitraire  h.  11  n'est  pas  inutile  de  rappeler  ici  le  résultat 
obtenu  (p.  44^)  relatif  à  l'équation  différentielle 

Jy  f\ 

Q(:r,  jk)  étant  le  polynôme  adjoint  figurant  dans  l'intégrale  de 
première  espèce  relative  à/.  L'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion, qu'on  peut  appeler  l'équation  d'Euler,  est  algébrique  et  est 
précisément  fournie  par  les  équations  (7)  avec  la  constante  arbi- 
traire h. 

14.   Terminons  par  l'examen  du  cas  particulier  où  l'on  aurait 
<!>'  étant  la  dérivée  de  $.  Écrivons  la  relation 

Quelle  que  soit  la  fonction  doublement  périodique  ^{z)^  on  peut 
affirmer  que  le  genre  de  f  sera  égal  à  V  unité.  11  faut  montrer 
qu'à  un  point  arbitraire  (^,  jk)  ne  correspondra  qu'une  valeur  de 
:;  dans  un  parallélogramme.  Dans  le  cas  contraire,  nous  pourrions 
prendre  un  couple  de  points  Sq,  z^  dans  un  même  parallélo- 
gramme correspondant  à  un  même  point  simple  de  la  courbe.  En 
Zq  et  z^,  la  fonction  $  et  sa  dérivée  O'  auraient  respectivement 
les  mêmes  valeurs;  d'après  l'équation  différentielle,  il  en  serait 
de  même  de  toutes  les  dérivées  de  «ï>.  Donc  le  développement  de 
^^{z)  dans  le  voisinage  de  5o  suivant  les  puissances  de  z  —  z^  et 
le  développement  de  $(-s)  dans  le  voisinage  de  g,  suivant  les 
puissances  de  x;  —  :;)  auraient  les  mêmes  coefficients.  11  en  ré- 
sulte que  ^0  —  Z\  serait  une  période  de  $,  ce  qui  est  absurde. 
Nous  reprendrons  bientôt  l'étude  des  équations  de  la  forme 

qui  ont  fait  l'objet  d'un  travail  mémorable  de  Briot  et  Bouquet. 
Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  forme  de 
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cette  relation,  si  l'on  a 

^{z)  étant  vine  fonction  doublement  périodique  ayant  deux  pôles 
simples  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion sera  du  second  degré  en  -7^5  puisqu'à  une  valeur  de  x  cor- 
respondent deux  valeurs  de  z  dans  un  parallélogramme.  De  plus, 
les  deux  valeurs   de  ^—  sont  égales  et  de  signes  contraires.  Soit, 

en  effet,  l'équation 

^{z)  =  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  désignons  par  a  et  ^  ses  deux 
racines  dans  un  parallélogramme.  Les  résidus  de  la  fonction  dou- 
blement périodique 


'î>(z)  —  a 

par  rapport  à  a  et  ^  sont,  d'après  un  théorème  général,  égaux  et 
de  signes  contraires.  On  en  conclut  que 

<î>'(a)     et     <î>'([3) 

sont  égaux  et  de  signes  contraires.  On  a  donc  nécessairement 

R(^)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x.  Cette  fonction  ration- 
nelle devra  être  un  polynôme,  car  —r:  est  nécessairement  fini 
quand  x  est  fini.  Enfin  ce  polynôme  doit  être  du  quatrième  de- 
gré, car,  s'il  était  d'un  autre  degré,  les  pôles  ne  pourraient  pas 
être  du  même  ordre  dans  les  deux  membres. 
On  a  donc  finalement  une  relation  de  la  forme 

les  coefficients  étant  des  constantes. 

FIN    DU    TOME    II. 
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